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ПРЕДИСЛОВИЕ 

П осв.ящаетс.я Марии 
другу, .л.юбимой, жене 

Предлагаемая :книга предназначена для· тех, кто изучает, использует в работе 
или разрабатывает системы геометричес:кого моделирования. Она посвя:щена 
математичес:кому аппарату этих систем. В основу книги положен опьiт работы 
автора над математ!JЧес:ким ядром CAD системы КОМПАС. 

Компьютеры позволяют создавать численные модели различных объе:ктов. 
С их помощью можно увидеть еще не существующий объект, получить ero rео
метричес:кие хара1tтеристи:ки, вьшолнить исследование его физичес:ких свойств 
путем постановки численных экспериментов, внести необходимые изменения, 
подготовить производство и, на:конец, изготовить объект. Инструментом для 
всего этого служат CAD/CAM/CAE системы. Общим элементом та:ких систем 
является математическая модель геометрии прое:ктируемого объе:кта. 

В работе с системами геометрического моделирования используются раз
личные области знания. Теоретичес:кой основой геометричес:кого моделирова
ния: являются дифференциальная и аналитическая rеометрии, вариационное 
исчисление, топология и разделы вычислительной математики. Геометриче
спое моделирование изучает методы построения кривых линий, поверхностей 
и твердых тел, методы выполнения над ними различных операций и методы 
управления численными моделями. 

Глава 1 :книги посвящена теоретическим основам геометричесного модели
рования. В гл. 2, 3 описаны методы моделирования различных кривых линий 
и поверхностей, начиная от элементарных и :кончая рациональными кривыми 
и поверхностями на основе В-сплайнов (NURBS объектами). Глава 4 посвя
щена методам выполнения операций над кривыми линиями и поверхuостями. 

В гл. 5, 6 рассмотрены принципы построения твердых тел. Для построения 
тел привлекаются топологические понятия. В гл. 7 описан механизм устано
вления вариационных связей параметров геометрических объектов. Эти связи 
представляются в виде нелинейных уравнений относительно зависимых пара
метров. В гл. 8 рассмотрены методы расчета геометрических характеристик 
моделей. Последняя глава посвя:щена компьютерной графике. 

Для чтенил книги требуется знание математического анализа. Необходи
мые сведения из других разделов математики включены в главы книги. Со
ответствующие им параграфы отмечены звездоч:кой. Подготовленный читатель 
отмеченные звездочкой параграфы может пропусп:1ть. Книга будет полезна всем 
интересующимся геометрическим моделированием. · 

Списо:к литературы не претендует на полноту перечня работ по рассматри
ваемой теме. В нем приведены работы, результаты которых использовались в 
данной книге. 

К :книге прилагается компакт-диск с системой КОМПАС-ЗD LT, которая ис
пользует программную реализацию описанных методов. 
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Главаl 
ОСНОВЫ ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

1.1. Описание rеомеrvичесних объенrов 
Геометрические объекты. Мы будем интересоваться формой окружающих 

предметов, их размерами и взаимным расположением, пе вдаваясь в подробно
сти физических свойств. Другими словами, мы будем изучать и моделировать 
геометрические свойства реальных или воображаемых объектов. Нашей конеч
ной целью является построение математических моделей геометрии этих объен
тов. Эти модели нужны для принятия решений, для проведения исследований, 
для производства материальных ценностей. 

Геометричесное моделирование изучает методы построения математичесRой 
модели, описывающей геометричесние свойства предметов ОRружающеrо мира. 
Оно базируется па аналитичесной и дифференциальной rеометрии, вычисли
тР..тп"нnй МЯТР,МЯТИRР., 'RЯf)ИЯПИf1ННf1М пr.чиr..ЛР.НИИ' тnпnлnrпи п ря~ряfiятт..Т'RЯР.'Т' 
собственные математичесние методы моделирования. 

Инструментом для rеометрического моделирования служат математические 
методы решения тех или JIНЫХ задач. Используемые методы позволят описы
вать rеометричесние свойства предметов, создавать их математические модели 

и исследовать их путем проведения различных расчетов и численных энспери

ментов. При необходимости мы сможем редактировать моделируемые объенты 
и строить их rрафичесние отображения. 

Для описания rеометричеСRИХ свойс.тв оRружающих предметов мы будем 
строить твердые тела или просто тела. Тела в свою очередь мы будем описывать 
точнами, линиями и поверхностями. Все они обладают определенными общими 
свойствами, поэтому ими можно оперировать нан объентами. Точки, линии, 
поверхности и тела будем называть геометри'Ческими объектами (рис. 1.1.1). 

Геометрические объекты 

Тело 

Рис. 1.1.i 

Геометрические объенты будут служить основными элементами математи
чесх,ой модели rеометрии реальных или воображаемых объентов. Мы будем 
строить их в трехмерном евклидовом пространстве, считаft их неизменными 
во времени. 
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В большинстве случаев м:ы будем использовать дснартовы прямоугольные 
системы ноординат. В деиартовой системе ноординат базисные веиторы имеют 
одина:ковую длину и постоянное направление в любом месте пространства. Это 
упрощает описание объеитов, та:к :ка:к базисные ве:кторы при дифференцирова
нии выступают в роли ионстант. Мы рассмотрим танже описание геометриче
сиих объе:ктов в ириволинейных системах иоординат. 

Обозначения. Для :количественных хараитеристи:к геомеrричесних объеитов 
мы будем исполь·зовать сиалярные величины, веиторы, а танже тензоры. Сиа
лярные величины будем обозначать стро1Шыми буквами латинского или грече
ского алфавита. Ве:кторы в пространстве будем обозначать строчными бу:квами 
латинсиого алфавита, выделенными жирным шрифтом. Двухмерные веиторы 
будем обозначать строчными буивами латинс:кого алфавита, выделенными жир
ным иурсивом. Точ:ии будем обозначать прописными латинсиими бу:квами. Тен
зоры и матрицы будем обозначать прописными буквами латинсного алфавита, 
выделенными жирным шрифтом. 

Систему координат с началом в точне О и базисными ве:кторами ei, е2, ез 
будем обозначать через Ое1 е2ез. 

Для векторов в пространстве мы будем использовать записи типа 

r = rie1 + r2t!2 + rзез = [~~] = [r1 r2 rз]т, 
где r1, r2, rз - :компоненты веитора r. В данной главе нам удобно использовать 
обозначения :компонент ве:кторов с индеисами, равными ее номеру. В других 
главах мы будем таиже использовать обозначения :компонент векторов через 
х, у, z. 

Для описания сложных геометричес:ких объе:ктов нам потребуются ве:кторы 
каи в трехмерном, так и в двухмерном пространстве, например, на области 
парамеrров поверхности. Для двухмерных ве:кторов мы будем использовать 
запись типа 

где р1, Р2 -. иомпоненты ве:ктора р. 
Операцию с:калнрного произведения ве:кторов будем обозначать точной: на

пример, 

Символом х будем обозначать операцию ве:кторного произведения ве:кторов: 
например, 

ах Ь = (а2Ьз - азЬ2)е1 + (азЬ1 - а~Ьз)е2 + (а1Ь2 - а2Ь1)е3. 

Запись двух веиторов рядом аЬ будет означать операцию диадного произве
дения веиторов а и Ь, например, 
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Точна. Геометричесное моделирование мы начнем изучать с простых объе:к
тов, переходя постепенно :к более сложным. Точ:ка R пространства в общем слу-
чае описывается координатами и1 ) и2 , и3 некоторой системы координат. В де
:картовой прямоугольной системе ноординат точ:ку можно описать с помощью 

радиус-вентора r = [r1 r2 rз)т. Радиус-вектор определяет преобразование пере
носа, переводящее начальную точ:ку де:картовой системы координат в заданную 

точ:ку пространства. Компоненты радиус-ве:ктора точ:ки равны ее ноординатам. 
Радиус-ве:ктор в отличие от просто вектора связан с началом координат. Эта 
разница сназывается на формулах преобразования :координат и на формулах 
изменения положения в пространстве. 

1.2: Преобразование декартовых прямоуrольных ноординаж 

Преобразования :коордииаr rоче:к в просrраисrве. Рассмотрим, как изменятся де
:картовы прямоугольные :координаты точ:ки в пространстве при переходе от одной си
стемы :координат к другой. Пусть в пространстве заданы две декартовы прямоугольные 
системы :координат: Ое1 е2ез и Qi1 i2iз. Пусть положение некоторой точ:ки R в первой 

Рис. 1.2.1 

системе описывается :координатами r1, r2, rз, иоторым соответствует вентор r, а во вто
рой системе положение этой же точни описывается :координатами х1 , х2 , х3 , :которым 
соответствует ве:ктор х (рис. 1.2.1). 

Заметим, что равенствами 

r = r1 е1 + r2e2 + rзrз, 
х = X1i1 + X2i2 + Хзiз 

точна R описывается в разных системах :координат. Обозначим через 

(1.2.1) 

(1.2.2) 

вектор, направленный из точни О в точку Q. Если к вектору q добавить вектор х, то мы 
получим вектор r. Сложение векторов мы выполним в первой системе :координат, так 
как именно в ней рассматриваемая точка описывается вентором r. Для этого разложим 
орты i1, i2, iз по ортам е1, е2, ез: 

i1 = ане1 + ai2e2 + а~зез, 
i2 = а21 е1 + а22е2 + а2зез, 
iз = аз1 ei + а32е2 + аззез, 

(1.2.3) 
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где aij, i, J 1, 2, 3 - Rомпоненты ортов ii, i2, i3 в системе координат Ое1е2е3 . 
Сложив вен.торы q и х, получим равенство 

rie1 + r2e2 + rзез = (а11х1 + а21Х2 + аз1Хз + q1)e1 + 
+ (а12х1 + а22х2 + аз2Хз + q2)e2 + (а13Х1 + а2зХ2 + аззХз + qз)ез, 

откуда следуют формулы преобразования ноординат точки при переходе из системы 
Qi1 i2iз в систему координат Ое1 е2ез; 

r1 = анх1 + а21Х2 + аз1Хз + qi, 
r2 = ai2x1 + а22Х2 + а32хз + q2, 

rз = ai3x1 + а2зХ2 + аз3Х3 + q3. 

В матричном представлении (1.2.4) имеет вид 

r=Aт·x+q, 

где Ат - транспонированная матрица поворота: 

(1.2.4) 

(1.2.5) 

Строни матрицы А составлены из t~омпонент векторов ii, i2, i 3. Умножив наждое 
из равенств (1.2.3) скалярно на е1, е2, е3 , получим еще одно выражение для номпонент 
матрицы А: 

а11 = ii · ei, ai2 = ii · е2, а~з = ii · е3, 
а21 = i2 · е1, а22 = i2 · е2, а2з = i2 · е3, (1.2.6) 

• • • 
аз 1 = 13 · е 1, а32 = 13 · е2, а3з = 13 · е3. 

Из (1.2.6) видно, что базисные векторы е1, е2, е3 в системе координат с базисными 
векторами i1, i2, i 3 выражаются через те же ноэффициенты, ноторые присутствуют в 
(1.2.3): 

е1 = а11 ii + а21 i2 + аз1iз, 
е2 = ai2i1 + a22i2 + a32i3, 
ез = a13i1 + а2зi2 + a33i3. 

(1.2.7) 

Действительно, если наждое и равенств (1.2.7} умножить сналярно на i1, i 2, i3, то 
получим равенства (1.2.6). 

Обозначим через о= o1i1+02i2 + 0зiз вектор, направленный из точки Q в точку О. 
Выполнив слшнение векторов о и r во второй системе координат, мы получим вен.тор х. 
Приравняв соответствующие :компоненты векторов, получим формулы преобразования 
координат рассматриваемой точки при переходе из системы Ое1 е2е3 в систему ноор
динат Qi1 i2i3: 

х1 = анr1 + ai2r2 + aiзr2 + 01, 
х2 = a21r1 + a22r2 + а2зr2 + 02, (1.2.8) 
Х3 == а31 ri + аз2r2 + a33r2 + 03. 

Если формулы (1.2.8) применить для точки Q, мы получим формулы, выражающие 
компоненты 01, 02, о3 вектора о через компоненты qi, q2, q3 вектора q: 

01 = -a11q1 - ai2q2 - ai3q3, 
02 = -a21q1 - a22q2 - a23q3, 
03 = -a31q1 - аз2q2 - аз3q3. 
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Подставив последние в (1.2.8), получим 

Х1 = ан(r1 - qi) + ai2(r2 - q2) + а~з(rз - qз), 
х2 = а21 (r1 - qi) + a22(r2 - q2) + а2з(rз - qз), 
Хз = аз1(r1 - qi) + аз2(r2 - q2) + азз(rз - qз). 

В матричном представлении преобразования (1.2.8) имеют вид 

х =А· r +о= А· (r - q). 

13 

(1.2.9) 

Умножив равенство (1.2.9) слева на Ат и прибавив веитор q, в соответствии с 
ф_ормулой (1.2.5) мы должны получить вентор r. Отсюда следует, что 

[

1 о о] 
Ат ·А = О 1 О = Е, 

о о 1 
(1.2.10) 

Ат =А-1. 

Мы видим, что транспонированная матрица поворота равна своей обратной матрице, 
т. е. матрица поворота системы но ординат является ортогональной. Отсюда же следует, 
что определитель матрицы А равен единице: 

(1.2.11) 

Преобразования ко:мпонент веиторов в пространстве. Пусть неиоторы:й простран
ственный вентор в системе ноординат Ое1е2ез описывается выражением r1e1 + r2e2 + 
+ r 3e3 , а в системе ноординат Qi1i2 i3 этот же вентор описывается выражением 
x1i 1 + x2 i2 + x3 i 3 • С учетом формул (1.2.3) и (1.2.7) получим, что преобразования 
компонент венторов описываются формулами (1.2.4) и (1.2.8)~ в ноторых иомпоненты 
qi, q2, qз и 01, 02, 0з следует положить равными нулю. 

Преобразования коорД1D1а~ двухмерных точек. Пусть на плосности заданы две де
нартовы прямоугольные системы ноординат: Ое1е2 и Qj1j 2 • Пусть положение нено-

Q 

Рис. 1.2.2 

1 
/ 

1, 
/ ' 

/ ' 1 \fJ 
\ 

J, ' _____ _L __ 

торой точни Р в первой системе описывается вентором р = р1 е 1 + р2е2 , а во второй 
системе положение этой же точни описывается вентором у = y1j 1 + y2j2 (рис. 1.2.2). 

Разложим вентор q, направленный из точни О в точну Q, а также орты j 1 , 32 по 
ортам ei, е2: 

q = qie1 + q2e2, 

31 = ан ei + а12е2, 
32 = а21 е1 + а22е2. 

(1.2.12) 

(1.2.13) 
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Сложив векторы q и у, получим 

Р1е1 + р2е2 = (а11У1 + а21У2 + q1)e1 + (а12У1 + а22У2 + q2)e2. 

Отсюда следуют формулы преобразования координат точки: 

Р1 = а11у1 + а21У2 + q1, 
(1.2.14) 

Р2 = а12У1 + а22У2 + q2. 

Матричное представление (1.2.14) совпадает с (1.2.5): р =Ат -y+q. Так как базисные 
векторы j 1 и j 2 имеют единичную длину, равенствам (1.2.13) можно придать вид 

31 = costpe1 + sintpe2, 
j 2 = - sin)t?e1 + costpe2, 

если обе координатные системы правые или левые, и 

31 = cos tp е 1 + sin )t? е2, . . 
32 = s1n)t?e1 - costpe2, 

(1.2.15) 

если одна из координатных систем правая, а другая - левая. Угол r.p между векто
рами el и j 1 ·отсчитывается от е1 в сторону вектора е2 • Пусть обе системы координат 
являются правыми (для систем разной ориентации следует изменить знак а2 1 и а22 
на про'IИвоположный). Матрица поворота систем координат, выраженная через угол )t?, 
имеет вид 

А = [ c~s <р sin У?] . 
- Slll tp COS )t? 

Преобразование координат (1.2.14) при переходе от системы с базисными векторами 
е 1· и е2 к системе координат с ·базисными векторами j 1 и 32 примет вид 

Р1 = У1 cos tp - У2 sin tp + Q1 , 
.р2 = У1 sin <р + У2 cos )t? + q2: 

(1.2.16) 

Решив сИстему уравнений (1.2.16} относительно У1 и У2, получим обратное преобразо
вание 

У1 = (Р1 - q1) cos tp + (Р2 - q2) sin tp, 

У2 = -(Р1 - q1) sin <р + (р2 - q2) cos )t?. 
(1.2.17) 

Если в (1.2.17) положить р1 = О, р2 О, то получим координаты точки О в системе с 
базисными -nекторами 31 , j 2 , выраженные через :компоненты Ч1 и q2: 

О1 = -q1 COS tp - q2 Slll )t?, 
02 = Q1 sin <Р - q2 cos <Р· 

(1.2.18) 

В системе I\ООрдинат с базисными векторами j 1 , j 2 координаты 01 и й2 равны ком
понентам вектора о, построенного из точки Q в точку О. С учетом формул (1.2.18) 
преобразование координат точки ( 1.2.17) будет иметь вид 

У1 = а11р1 + а12Р2 + 01 = Р1 cos r.p + Р2 sin <р + 01, 

У2 = а21Р1 + а22Р~ + 02 = -р1 sin )t? + Р2 cos t.p + ~. 
Выразим из (1.2.18) координаты q1 и q2 через координаты 01 и 02 И подставим их в 

(1.2.16). В результате получим 

Р1 = (У1 - 01) cos У? - (У2 ..,.. 02) sin )t?, 
Р2 = (у1 - 01) sin )t? + (у2 - 02) cos У?· 

(1.2.19) 
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Матричные заuиси преобразоманий 1юорд:\fнат точки при переходе от одной декартовой 
прямоугольной системы координат R другой в двухмерном пространстве и трехмерном 
пространстве совпадают. 

Преобразования номпоненr двухмерных венrоров.. Пусть неRоторый двухмерный 
вектор в системе координат Ое1 е2 описывается: выражением Р1 ei + JJ2e2, а в системе 
Rоординат Qj1j 2 ~тот же вектор описывается: выражением y1j1 + y2j2. С учетом формул 
(1.2.15) получим, что преобразования: компонент двухмерных векторов описываются: 
формулами (1.2.16) и (1.2.17), в ноторых компоненты q1 , q2 следует положить равными 
нулю. 

1.3. Модифивации венторов и точен 
Модификациями будем называть изменения положения: и формы геометри

чесних объентов. Мноrие линии, поверхности и тела описываются: определен
ным образом связанным· набором точек, ве:кторов и сналлров. При изменении 
положения rеометрическоrо объекта в пространстве требуется: выполнять соот
ветствующие модифи:кации радиус-векторов точек и векторов, описывающих 
данный объент. 

Сдвиr точни в пространстве. Простейшей модифи:кацией точки я:вляется: ее 
сдвиг в пространстве на вектор сдвига t. Положение точки до модифи:кации 
будем называть исходным и описывать радиус-вектором ro, положение точки 
после модифинации будем называть новым и оnисьmать радиус-вентором r. По
ложение точки после модификации будет описываться: радиус-ве:ктором, равным 
сумме радиус-ве:ктора се исходного положения ro и ве:ктора сдвиrа t: 

r = ro + t. (1.3.1) 

Компоненты вектора r равны сумме соответствующих компонент векторов ro и t. 
Поворот точив в пространстве во:круr оси. Рассмотрим, как изменится ра

диус-вентор точ:ки при ее повороте вокруг неноторой оси. Пусть начальное 
положение точни описывается: радиус-вентором ro, а ось вращения определяется 

-- ........ 
/ ' 

Ось вращения 

\. 
\ 
\ 
\ 
\ 
1 

J 
1 
/ 

) 

' // ......__,,.,, 

Рис. 1.3.1. Поворот ~оч:_:к" ~оируr ос~ 

точной Q и ортом v. Пусть q есть радиус-вентор точ:ки Q. Выполним поворот 
точки вокруr оси на уrол а против часовой стрелки, если взrляд направить 

навстречу вектору v (рис. 1.3.1). 
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Построим вентор р =Го - q. Разложим вектор р на две составляющие: 

р = t + n, 
t = (р · v )v, n == р - (р · v )v, 

(1.3.2) 

где вектор t параллелен вектору v, а вектор n ортогонален вектору v. При 
вращении вектор t не изменится, а вектор n повернется на уrол а в сторону 
вентора 

Ь = v х n = v х (р - (р · v)v) = v х р. (1.3.3) 

Та:к как вектор v имеет единичную длину, то вентор Ь будет иметь длину, 
равную длине вектора n. :Кроме того, он ортогонален векторам v и n. После 
поворота на уrол а вектор n станет равным вектору ncosa + bsina. Сле
довательно, после поворота рассматриваемая точRа будет определяться радиус
вентором 

г = q + t + n cos а + Ь sin а = 
= q + (р · v)v + (р - (р · v)v) cos а+ v х р sina, (1.3.4) 

где р = г0 - q. Преобразуем выражение 

[

v1 V1P1 + v1 V2P2 + V1 V3p3] 

(р . v)v = v2v1p1 + V2V2P2 + V2V3p3 

V3V1Pl + V3V2P2 + V3V3p3 

С учетом (1.3.5) выражение (1.3.4) примет вид 

= (vv) · р. (1.3.5) 

r = q + (vv) · р + cosa(E - vv) · р + sinav х р = q +А· (го - q). (1.3.6) 

Матрица поворота определяется равенством 

где 

А = ( 1 - cos а )vv + cos а Е + sin а v х, 

[

v1v1 V1V2 V1V3] 
vv = v2v1 v2v2 v2vз 

V3V1 V3V2 V3V3 
[

1 о о] 
Е= О 1 О , 

о о 1 

-vз 

о 

Матрица А является ортогональной. При транспонировании матрицьr А изме-
11:.хтсr~ тo.rxLito oixan пород послодпI1:м: gg слагасэ:м:ь1:м 1 u:то соотRРТf'тRуР.т пn'Rnpnтy 

точки на уrол -а. 

Симметрия точни относительно плоеиости. Определим :координаты точки г, 
симметричной точки г0 относительно плосности. Пусть плоскость симметрии 
определяется точRой Q и двумя ортами u и v (рис. 1.3.2). 

Пусть q есть радиус ... ве:ктор·точни Q. Построим вентор р = г0 - q и предста" 
вим его в виде суммы трех венторов проеRции на орт u, проекции на орт v 
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и перпендивулнрной плосвости составлнющей п: 

р = (р · u)u + (р · v)v + п, (1.3.7) 

где п = р - (р · u)u + (р · v)v. После зернального отраженин вентора р его 
нормальнан R плоскости составлнющан изменит знав на противоположный . 

.... 

"/1 
,~ 1 

/ 1 
Плоскость / 1 

/ 1 
симметрии // 1 

/ 1 
( 1 

---- 1 1 _1 _______ .___ 

/ ----
1 v / 1 
1 / 1 

1 / ' / 1"/ 
" 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

1 

1 
) 

Рис. 1.3.2. Симметрия точки относительно плоскости 

Положение симметричной точви будет описыватьсн радиус-ве1'\тором 

r = q + (р · u)u + (р · v)v - (р - (р · u)u - (р · v)v) = 
= q + (2uu + 2vv - Е) · р = q +А · (r0 - q), (1.3.8) 

где матрица А = 2uu + 2vv - Е - матрица симметрии, uu и vv - диадные 
произведенин венторов. 

Масштабирование в пространстве. Рассмотрим масштабирование проев
ций на воординатные оси расстоннин до точви r 0 относительно неноторой дру

гой точви Q, остающейся неподвижной после масmтабированин. Пусть q есть 
радиус-вевтор точви Q. В общем случае при масштабировании проекции на ко-
ординатные оси вектора р = r 0 - q могут изменнться n различное число раз) 
т. е. масштабирование может быть ортотропным. Пусть проевцин вентора р на 
орт е1 при масштабировании увеличиваетсн в m 1 раз, проевцин вевтора р на 
орт е2 увеличиваетсн в m2 раз, проевцин вевтора р на орт ез увеличивается 

в mз раз. Тогда положение рассматриваемой точни после модифивации будет 
описыватьсн радиус-вевтором 

[

m1 

r=q+ ~ 

о 

~ ] [;~] = q + А · ( ro - q), 
тз Рз 

(1.3.9) 

где А - матрица масштабированин. 

2 - 5293 Голованов 
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Модифmtация веRторов в пространстве. Формулы модифинации свободноrо 
вектора в пространстве получим из формул модификации радиус-вентора, по
ложив в (1.3.1) t = О, а в (1.3.6), (1.3.8), (1.3.9) q = О. Вектор в оrли
чие от радиус-вентора не привя:зан ни н наной точне пространства и поэтому 
модифи:кации ве:ктора можно выполнить в местной системе :координат, начало 
которой находится: в точке Q, а ноординатные оси параллельны исходным :ко
ординатным ося:м. После переноса начала местной системы ноординат в точку 
Q ее радиус-ве:ктор будет равен нулю. Этим отличаются: модификации вентора 
и радиус-вентора. 

Сдвиr двухмерной тоЧRи. Рассмотрим модифинации двухмерных точек. Вен
торная: формула сдвига двухмерной точки на вектор t совпадает с (1.3.1) 

r = ro + t. (1.3.10) 

Поворот двухмерной точни во:круr тоЧRИ. Повороты двухмерной точни выпол
ня:ются: вокруr оси, перпендикуля:рной плосности, в ноторой лежит точна. Пусть 
начальное положение точни описывается: радиус-вентором ro, а неподвижная: 

\ 
\ 
\р 
) 

1 а// \ 
1 1 \ _____ ..J ___ J Центр вращения 

Q 

Рис. 1.3.3. Вращение двухмерной точки 

точна Q имеет радиус-вентор q. Выполним поворот точни в плосности на уrол 
а против часовой стрелни, если взrля:д направить на плосность (рис. 1.3.3). 

Построим вентор р ~ r0 - q и вентор Ь, ноторый имеет длину вентора р и 
повернут относительно него на пря:мой угол против часовой стрелни. Вентор Ь 
получен с помощью преобразования: 

Ь = N· р, (1.3.11) 

где двухмерная: матрица N имеет вид 

[о -1] 
N= 1 О . (1.3.12) 

После поворота на уrол а ве:ктор р станет равным ве:ктору р cos а + Ь sin а. Сле
довательно, после поворота рассматриваемая: точна будет определя:ться: радиус
вентором 

r = q+ pcosa + bsina = q+ pcosa + N · psina = q =А· (ro - q), (1.3.13) 

где А = cos аЕ + sin aN - матрица поворота. Матрица А я:вля:ется: ортогональ
ной. При транспонировании матрицы А изменится: тольно знан перед послед
ним ее слагаемым, что соответствует повороту точни на угол -а. 
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Симметрия двухмерной точки относительно mmии. Определим координаты 
точии r, симметричной точии ro относительно линии. Пусть линия симметрии 
определяется точной Q и ортом v (рис. 1.3.4). 

------
1 

Линия/ симметрии 

--
1 
1 ---v ------

Рис. 1.3.4. Симметрия точки относительно линии 

Пусть q есть радиус-веитор точии Q. Построим вектор р = ro - q и предста
вим его в виде суммы двух веиторов - проеиции на орт v и перпендииулярной 
ему составлнющей n: 

" 
р = (р · v )v + n, 

где n = р - (р · v )v. Преобразуем выражение 

(р. v)v = [V1V1P1 + V1V2P2] = (vv). р, 
V2V1P1 + V2V2P2 

(1.3.14) 

(1.3.15) 

[
V1V1 V1V2] где vv = - диадное произведение веиторов. После зериального 
V2V1 V2V2 

отраженин веитора р его нормальнан и линии составляющая изменит знав на 

противоположный. Положение симметричной точки будет описыватьсн радиус
веитором 

r = q + (р · v)v - (р - (р · v)v) = q + (2vv - Е)р = q +А· (ro - q), (1.3.16) 

где матрица А= 2vv - Е матрица симметрии. 

Масштабирование в двухмерном пространстве. Пусть задана неподвижнан 
точна q и требуется масштабировать относительно нее положенин других 
точен. Положение точии с радиус-веитором ro после масштабированин по иоор
динатным оснм относительно неподвижнЬй точии q будет описываться радиус
веитором 

[
m1 О ] [Р1] r = q + О m2 . Р2 = q + А . ( ro - q)' (1.3.17) 

где Р1 и Р2 - иомnоненты веитора р = ro - q, т1 - иоэффициент увеличения 
иомпоненты Pl, m 2 - иоэффициент увеличения иомпоненты Р2. 

2* 
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Модифинация двухмерных вецrоров" Модифи:кации свободного двухмерноrо 
вентора получим из модифинаций радиус-вентора, положив в (1.3.10) t = О, а 
в (1.3.14), (1.3.16), (1.3.17) - q = О. Вентор в отличие от радиус-вентора не 
привнзан ни R каной точне двухмерного пространства и поэтому модифинации 
вентора можно выполнить в местной системе :координат, начало :которой нахо
дитсн в точке Q, а :координатные оси параЛ:лельны исходным координатнъIМ 
оснм. Этим отличаютсн модифинации вентора и радиус-вентора. 

1.4. Однородные ноординаты 
Рассмотренные выше модифинации поворота (1.3.6), симметрии (1.3.8), мас

штабированин (1.3.9) радиу.с-вентора точни описываютсн формулами, имею
щими одинановый вид: 

r = q +А· (ro - q) == А· ro + (q - А· q) ==А· ro + t, (1.4.1) 

где t = q-A · q преобразованный вентор сдвига. Сдвиг (1.3.1) точни описы
ваетсн этой же формулой с единичной матрицей А и вен тором t, равным вектору 
сдвига. Аналогичный вид имеет преобразование :координат точни (1.2.5). Прео
бразованинм :координат и модифинацинм точни можно придать единый про
стой вид 

R= At ·Ro. (1.4.2) 

Длн этого нужно увеличить размерность венторов и матриц на единицу. Вентор, 
дополненный еще одной :компонентой, называетсн расшире'Н'НЫМ вектором. 
Компоненты расширенного вентора называютсн однородными координатами. 
· Представим :каждый радиус-вентор в расширенном виде 

r1 

R == 1] . (1.4.3) 

Матрица At представлнет собой матрицу А, онаймленную снизу нулнми, а 
справа - вентором сдвига t в расширенном виде 

At= 

а13 ti 
а2з t2 

азз tз 
о 1 

(1.4.4) 

Индене матрицы At говорит о том, что она нвлнетсн расширенной, и внлючает 
вентор сдвига t. Длн преобразований (1.4.1) будем использовать запись 

R == Q + Ао · (Ro - Q) = At · Ro, (1.4.5) 

считан, что расширеннан матрица At внлючает преобразование по матрице А 
и сдвиг по вентору t = q - А · q. Расширенный вентор Q описывает точну, 
остающуюсн неподвижной при преобразовании. 

В неноторых случанх, например длн построенин рационаJt.ьных :кривых и 
поверхностей, нарнду с :координатами длн точен необходим дополнительный 
параметр - таи назь1ваемый вес (значимость) точни. Этот параметр точки в 
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вычислениях преобразуется таи же, паи и иоординаты, поэтому его считают до
полнительной иоординатой. При наличии у точии дополнительной иоординаты 
w запись ее радиус-веитора в однородных иоординатах имеет вид 

R= = [:] = [wr w] . (1.4.6) 

При использовании однородных иоординат вычисления производятся для 
однородных иомпонент Ri, i = 1, 2, 3, 4 без выделения деиартовых иоординат. 
Деиартовы иоординаты точии получают на :конечном этапе вычислений делением 

R1 R2 Rз 
r1 = R4' r2 = R4' rз = R4. 

Следует заметить, что ве:кторы R и kR в однородных :координатах предста
вляют одну и ту же точиу. Для точен, имеющих вес, сдвиг, поворот, сим~етрия, 
масштабирование и друrие модификации описываются общей формулой (1.4.2). 

С помощью однородных иоординат и расширенных матриц удобно описы
вать преобразования иоординат. Например, переход из системы :координат 
Qi1i2iз в систему Ое1е2ез вместо равенств (1.2.4) может быть описан матрич
ным равенством 

а11 а21 аз1 Q1 

ai2 а22 аз2 Q2 

а~з а2з азз qз 

о о о 1 

Х1 

Х2 

Х3 

1 

Х1 

= Аqт. х2 

Х3 
(1.4.7) 

1 

Обратное преобразование (1.2.8) может быть описано матричным равенством 

Х1 а11 ai2 а1з 01 r1 r1 

х2 а21 а22 а2з 02 r2 
= Ао. 

r2 
(1.4.8) 

Х3 аз1 аз2 азз 03 rз. rз 

1 о о о 1 1 1 

Компоненты 01, 02, оз связаны с :компонентами Q1, Q2, qз соотношениями· 

01 = -а11 Q1 - a12Q2 - а~зQз, 

02 = -а21 q1 - a22Q2 - а2зQз, 

оз = -аз1Q1 - аз2Q2 - аззQз. 

(1.4.9) 

Матрицы преобразований (1.4.7) и (1.4.8) удовлетворяют равенству·А0 • Aq т = 
= Aq т · А0 - Е. 

Двухмерное пространство. Двухмерные точки в однородных иоординатах 
имеют аналогичный вид 

( 1.4.10) 
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Преобразования двухмерных расширенных веиторов аналогичны преобразо
ваниям пространственных расширенных венторов. Например, преобразование 
ноординат (1.2.16) может быть описано матричным равенством 

- sin 'Р q1] [Yl] 
cos (/) . q2 . У2 . 
о 1 1 [Р1] [cos 'Р 

~2 = si~<p (1.4.11) 

Обратное преобразование (1.2.17) может быть описано матричным равенством 

[
Yl] [ cos ер s1ncp 01] [Pl] 
~2 = - s~n <р со~ <р 7 · ~2 (1.4.12) 

где компоненты 01, 02 связаны с компонентами qi, q2 соотношениями (1.2.18). 
Использование однородных ноординат оназывается полезным и там, rде до

полнительная компонента точни отсутствует. В этом случае ее полагают равной 
единице. 

1.5.* Геометрия вривых J1ИНИЙ 

:Кривой линией или просто :кривой будем называть геометричесRое место точеR, 
Rоординаты :которых описываются непрерывнъrми и однозначными функциями r1 ( t ), 
r2(t), r3 (t) параметра t, принимающего значения на отрезRе tmin ~ t ~ tmax· В деRарто
вой прямоугольной системе Rоординат Ое1 е2ез :кривую можно описать радиус-вентором 

3 

r(t) = 2: ri(t)ei, tmin ~ t ~ tma.x· (1.5.1) 
i=l 

Представление Rривой в виде (1.5.1) называется параметричесним. Далее будем пред
полагать, что Rоординатные фуннции ri(t) имеют непрерывные производные до любого 
порядRа, Rоторый нам потребуется. ТочRу Rривой r(t) будем называть обыкновенной, 
если в этой точRе не обращается в нуль длина веRтора первой производной по параметру 
r' = dr/dt. В противном случае точRу :кривой будем называть особой. 

Положение точRи Rривой зависит от параметра t, Rоторый является ее внутренней 
Rоординатой. Параметр t своими значениями однозначно определяет точRи Rривой. 
Но таR наR геометричесRи он ничем не связан с Rривой, то для нее можно использо
вать другую nараметризадию. Для этоrо достаточно ввести новый параметр v, Rоторый 
свmан с параметром t фунRдиональной зависимостью 

t = t(v), Vmin ~ V ~ Vma.x, (1.5.2) 

где trnin = t(vrnin), tma.x = t(vma.x). Будем предполагать при этом, что фунRдия t(v) 
является взаимно однозначной и монотонно возрастающей. Когда параметр v пробегает 
свою область изменения от Vmin до Vma.x, параметр t пробегает свою область изменения 
от tmin до trna.x· Кривая (1.5.1), выраженная через параметр v, будет иметь вид 

r(v) = r(v(t)), Vmin ~ v ~ Vmax· 

При этом форма :кривой останется прежней. Как параметр t, таR и параметр v одинаRово 
годятся, чтобы характеризовать точRи рассматриваемой Rривой, и выбор параметра за
висит от нас. Мы будем пользоваться этим свойством :кривых, чтобы согласовать пара
метричесRие длины :кривых. Пусть имеются две Rривые: первая a(t), tmin ~ t ~ tma.x, 
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вторая c(v), Vmin ~ v ~ Vmax, и нам нужно, чтобы параметрические длины кривых 
были одинаковыми. Изменим параметризацию второй кривой так, чтобы пределы 
изменения ее параметров совпадали с пределами первой кривой. Для этого у второй 
кривой введем параметр t, связанный параметром v зависимостью 

( ) 
tmax - t t - tmin 

V t = Vmin + Vmax · 
tmax - tmin tmax - tmin 

(1.5.3) 

Вторая кривая теперь будет иметь вид с= c(t) = c(v(t)), tmin ~ t ~ tmax· В частном 
случае параметром кривой может служить длина ее дуги, отсчитываемая от начальной 
точки. В общем случае параметр t, как любая координатная система, может быть 
определен удобным для нас способом. 
· Для векторной функции, как и для скалярной, определяются производные. Произ
водные векторной функции также представляют собой векторы. Для любых векторных 

функций a(t) и c(t) и любой скалярной функции Л(t) справедливы правила дифферен
цирования 

d(a +с) da dc 
dt = dt + dt' 

d(Ла) =а~ Л da 
dt dt + dt) 

d(a ·с) da dc 
dt = с · dt + а · dt ' 

d(a х с) da dc 
dt = dt х с + а х dt · 

В декартовой прямоугольной системе координат производные векторной функции п-го 
порядка по ее параметру имеют простой вид 

(1.5.4) 

В криволинейной системе координат базисные векторы изменяют свою длину и напра
вление при переходе от одной точки к другой и формулы для производных имеют более 
сложный вид. 

Если координатные функции кривой в некоторой точке достаточное число раз диф
ференцируемы, то векторную функцию кривой в окрестности этой точки можно разло
жить в ряд Тейлора 

(дt)2 (Дt)n (дt)n+l 
r(t+дt)=r(t)+r'(t)дt+r"(t) 

2 
+".+r<n>(t) 1 +qn( l)I' 

п. n+ . 
(1.5.5) 

з tF+ 1 tF+1ri 
где Qn = iL1 dtn+I ei. Производные dtn+i вычислены при некоторых значениях па-

раметра t ~ ti ~ t + дt. Вектор Qn предс-rавляет собой остаточный член ряда Тейлора. 
Из свойств рядов Тейлора координатной функции ri(t) следует, что длина вектора Qn 
не превосходит некоторое положительное число, постоянное для всех t из его области 
изменения для кривой, и что предел длины остаточного вектора стремится к нулю при 
увеличении числа членов усеченного ряда 

lim lчnl =О. 
n-too 
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При изменении параметризации Rривой r(t), t(v) производные по новому параметру 
выражаются через производные по старому параметру следующим образом: 

dr dr dt 
dv = dt dv' 

·2 
d2r d2r ( dt) dr d2t 
dv2 ::: dt2 dv + dt dv2 ' 

d
3
r = d

2
r (dt)

3 
+ 3d2r dt d

2
t + dг d3

t. 
dv3 dt3 dv dt2 dv dv2 dt dv3 

Исследуем поведение Rривой на бес1<онечно малом участRе вблизи обы1<новенной 
ТОЧRИ. Если существуют производные по параметру RООрдинатных фун1<ций, то 1<ривая 
та1<же имеет производные по параметру соответствующего порядRа. Рассмотрим геоме
тричесRий смысл производной веRторной фуНRции. Пусть при 1<а1<ом-либо значении па

раметра t радиус-веRтор r(t) у1<азывает на неноторую 
точRу R. Перейдем к другому параметру ti = t + дt, 
при котором ве1<торная функция r( t + дt) указывает 
на некоторую другую точRу Ri. Разность этих двух 
значений ве1<торной функции дr = r( t + Лt) - r( t) 
описывает хорду RR1 (рис. 1.5.1). 

Вентор 
Лr 

t== -
Лt 

(1.5.6) 

Рис. 1.5.1 параллелен хорде RR1 , но в общем случае не равен ей 
по длине. Устремим дt R нулю, тогда точRа R1 будет 

приближаться R точ1<е R, вентор (1.5.6) будет стремиться н касательной н нривой в 
точ1<е R. Предел отношения (1.5.6) при Лt --t О является первой производной веRторной 
фуннции 

r' 
3 з 

L dri(t) . _ 1. L ri(t + дt) - ri(t) . 
d 

ei - im д ei. t дt~О t 
i=l i=l 

(1.5.7) 

ТаRим образом, производная r' (t) Rриво~ r(t) есть веRтор, направленный по касатель
ной R Rривой в точ1<е, определяемой параметром t. Заметим, что производная всегда на
правлена в сторону возрастания параметра. Зная первую производную радиус-ве1<тора 
Rривой, можно вычислить длину Rривой. Длина Rривой равна пределу, R Rотор ому 
стремится длина ломаной, вписанной в 1<ривую. Таким образом, длина Rривой равна 
интегралу 

tmax 

~ = J Vr1 
• г' dt. (1.5.8) 

tmin 

Натур8JIЬНЩI парамеrризация нривой. Длина ве1<тора производной зависит от спо
соба параметризации Rривой. Существует способ параметризации, при нотором длина 
ве1<тора проl'IЗводной равна единице. Для этого используется параметризацил, геоме
тричесRи связанная с Rрдвой, а именно: за параметр при:нимается длина дуги 1<ривой, 
отсчитываемая от некоторой ее точни (например, начальной). Действительно, в i}TOM 

случае длина хор;Цы RR1 стремится R длине дуги дt, а длина ве1<тора г' стремится R 
единице, Rогда дt стремится R нулю. Ве1<торная зависимость 

r = r(s), (1.5.9) 
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где s - длина дуги, называется уравнением нривой с натуральной параметризацией. 
Натуральная параметризация удобна в теоретичесRих исследованиях, так :иак она упро
щает формулы. С прантичес:иой точни зрения она не всегда удобна, та:и :иа:и требует 
знание длины дуги. 

Сопровождающий тpexrpaшnm. В наждой точне нривой можно построить плос
:иость, перпендинулярную ее первой производной. Таная плосность называется нор
мальной плоскостью кривой. ПлосRость, в ноторой лежат и первая производная нри
вой и ее вторая производная, называется соприкасающейся плоскостью. Если вторая 
производная нривой параллельна первой производной или ее длина равна нулю, то в 
:иачестве сопринасающейся плос:иости можно взять любую плосвость, в ноторой лежит 
первая производная нривой. Точна нривой, в ноторой вевторы первой и второй произ
водных :иривой :иоллинеарны, называется точной распрямления. Точни распрямления 
не зависят от способа параметризации Rривой. Название сопринасающейся плосности 
обусловлено тем, что она проходит через заданную точ:иу нривой с наивысшим поряд
вом Rасания, и ее можно определить нан предельное положение плосв,ости, построенной 

........ , 
................ 1 

.,......,,,,,. 1 
.,,.,. ........ ,,,, 1 

~....... 1 
Соприкасающаяся .,......,,., 1 -....... 1 

.,,.,.,,,, 1 .............. 1 
плоскость ........ 1 .............. .,...... .,...... .......i_ Нормальная 

".,,.,.,,,, n l j плоскость 
1 ,; ....... ,... 
1 1 ...................... 
1 1 .............. 
1 1 ............. 
1 1 ,,,,,,,, .... 
1 1 ,,,,,,,, 
1 ,; .............. 1 ,.,,,,,,,, 
1 ,,,,,,,, ............ ~,,,, ........ 
~:::: ,,,,,.,,,, 

................... ,.,,,,,,,....,,., Спрямляющая 
..................... ............. плоскость 

............. ........ ........ -
Рис. 1.5.2. Сопровождающий трехrранни:к :кривой 

по трем беснонечно близRим точRам Rривой. ПлосRость, перпендинулярная нормальной 
и сопринасающейся плосностям, называется· спрямл.яющей плоскостью (рис. 1.5.2). 

Единичный ве:итор, направленный вдоль первой производной :иривой, называется 
касательным вектором кривой в данной точве. Единичный вентор, направленный 
вдоль линии пересечения нормальной и сопри:иасающейся плосностей и направленный 
в сторону второй производной (в сторону вогнутости нривой), называется главной 
нормалью кривой в данной точве. Единичный вентор, направленный вдоль линии 
пересечения нормальной спрямляющей плосностей и образующий с насательным и нор
мальным ве:итором правую тройну ве:иторов, называется бинорма.д,ью кривой в данной 
ТОЧRе. 

ТаRим образом, с Rаждой точной нривой связаны три взаимно перпендивулярные 
плос:иости: нормальная, сопринасающаяся и спрямляющая, а ~анже три взаимно орто

rона.цьных ве:итора единичной длины: Rасательный t, нормаль n и бинормаль Ь = t х n. 
Со~зонупность трех перечисленных плосвостей и irpex веRторов t, n, Ь называется 
сопровождающим трехгранником кривой. 

ТройRа веRторов t, n, Ь выражается через производные венторной фуннции нривой. 
Они помогут нам в исследовании строения нривой в беснонечно малой оврестности 
наждой ее точки. Тройва единичнъ1х венторов связана соотношениями 

Ь = t х n, t - n х Ъ, n = Ь х t. (1.5.10) 
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ФормуJIЫ Френе-Серре. Предположим, что нам известно уравнение вривой с нату
ральной параметризацией (1.5.9). В этом случае 

dr 
t = ds· (1.5.11) 

Из того, что длина первой производной равна единице и не меняется вдоль вривой, 
следует 

d( t · t) = 2t . dt = 2t . d2r = 0 
ds ds ds2 ' 

(1.5.12) 

т. е. вевторы первой и второй производной ортогональны. Следовательно, вторая про
изводная вривой с натуральной параметризацией направлена по главной нормали: 

dt d2r 
----kn 
ds - ds2 - • 

(1.5.13) 

Коэффициент k называется кривизной вривой линии. Ниже мы понажем, что обратная 
ей величина равна радиусу онружности, сопривасающейся с нривой в рассматриваемой 
точве. Бинормаль по определению ортогональна васательному вевтору и главной нор
мали. Из этого следует, что 

_d( __ b_· t_) = t . dЬ + Ъ . _dt = t . _dЬ + kb . n = t . _dЬ = О 
ds ds ds ds ds ' 

d(b · Ъ) = 2Ь. dЬ =О. 
ds ds 

(1.5.14) 

Тавим образом, вевтор dЬ/ds ортогонален вевторам t и Ь и, следовательно, он парал· 
лелен главной нормали. Это принято записывать в виде 

dЬ 
- == -xn. 
ds 

(1.5.15) 

Коэффициент х называется кручением вривой линии. Равенства (1.5.13) и (1.5.15) 
определяют производные ортов t и Ъ по длине дуги. Найдем производную нормали по 
длине дуги 

dn d(b х t) dЬ dt 
- = · = - х t + Ъ х - = -xn х t + kb х n = хЬ - kt. 
ds ds ds ds 

Нами получены дифференциальные зависимости для вевторов t, n и Ь: 

dt 
-=kn, 
ds 

dn 
-=xb-kt 
ds ' 

(1.5.16) 

(1.5.17) 

воторые известны ван формулы Френе-Серре. Они выражают производные вевторов 
сопровождающего трехграннива в виде разложения по самим этим венторам. Используя 
(1.5.10), (1.5.11) и формулы Френе-Серре, выразим вевторы t, n, Ь, вривизну и иру
чение вривой через производные радиус-вевтора вривой по ее длине дуги следующим 
образом: 

dr 
t = -, 

ds 

k == d2r 
ds2 

1 d2r dr 1 d2r 
n = k ds2 ' Ь = ds х k ds2 ' 

1 (dr d2r) d
3
r 

Х = k2 J; х ds2 . dsз . 

(1.5.18) 
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Соnрmсаеающаяея овружиоеть. Поясним, почему ноэффициент k называют нри
визной нривой. Построим о:кружность радиусом равным неноторой величине р. Ее 
уравнение с натуральной параметризацией в неноторой местной системе ноординат с 
ортами il, i2 и iз имеет вид 

Нормаль н онружности и производные радиус-вентора онружности равны 

(8)· . (s). n = - cos р 11 - рsш р 12, 

dr . ( 8 ) • ( s ) • d
8 

= -s1n Р 11 + pcos Р 12, 

d2r 1 ( (8)· . (8)· ) n ds2 = р - cos р 11 - р s1n р 12 = р. 

Очевидно, что ноэффициент пропорциональности k для онружности в формуле (1.5.13) 
равен 1/ р. Таним образом, если мы построим для нривой соприкасающуюся с ueu 
окружность (с таним же d2r/d82 , ван у :кривой), то радиус это~ онружности будет 
равен р (рис. 1.5.3). 

Величина р = 1 / k называется радиусом нривизны нривой. Для произвольной нри
вой ее нривизна k и вручение х являются фуннциями параметра t. 

Поясним, почему ноэффициент х называют вручением :кривой. Построим в неното
рой точне :кривой сопровождающий трехграннин и посмотрим, ван он будет себя вести 
при движении вдоль нривой. Из (1.5.17) получим, что при увеличении параметра на 

Рис. 1.5.3. Соприиасающаяся с иривой ОRруж:ностъ 
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Рис.1.5.4. ВеRтор Дарбу 

небольшую величину дt насательный вентор t повернется в сторону главной нормали n 
на угол k, а бинормаль Ь повернется в сторону, противоположную главной нормали n, 
на угол х (рис. 1.5.4). 

Если наблюдать этот процесс, «сидя на нончине вентора t)>, то мы увидим, что глав
ная нормаль n и сопринасающаяся плосность повернулись в сторону бинормали Ь на 
угол Х· Теперь представим, что точна движется по нривой, проходя единицу дпины ее 
дуги за единицу времени. В этом случае угловая снорость вращения сопровождающего 
трехграннина вонруг :касательного вентора будет равна :кручению :кривой х. Если :кру
чение х = О, то :кривая является плоеной. Справедливо и обратное утверждение. Если 
вручение нривой равно нулю, то сопринасающаяся плосность во всех точнах нривой 
одна и та же, все бинормали параллельны друг другу, а :кривая является плоеной. 
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Полный вектор угловой скорости вращения сопровождающего трехгранника по от
ношению к пути, прохоnимому по кривой, называется вектором Дарбу. Он равен 

r.u = kb + xt. (1.5.19) 

Вектор Дарбу придает механический смысл ф~рмулам Френе-Серре (1.5.17), с исполь
зованием иоторого последние имеют вид 

dt 
- = UJ х t, 
ds 

dп 
- = UJ х n, 
ds 

dЬ 
- = UJ х ь. 
ds 

Натуральнь1е уравнения кривой. Кривизна и иручение полностью характеризуют 
форму иривой, если не считать ее положение и ориентацию в пространстве. Они таиже 
являются определенными функциями длины дуги как параметра 

k = k(s) >о, х = x(s). (1.5.20) 

Так иак длина дуги, иривизна и кручение не зависят от способа параметризации и от 
выбора координат в пространстве, то и функции k(s) и x(s) также от этого выбора не 
зависят. Уравнения (1.5.20) называются натуральными уравне.ни.ями кривой. Если 
две иривые имеют одинаиовые натуральные уравнения, то они идентичны и отличаются 

только положением и ориентацией в пространстве. Функции s(t), k(t) и x(t) однозначно 
определяют кривую с точностью до положения и ориентации в пространстве. 

Как правило, параметризация кривой не является натуральной. Определим орты 
t, n, Ь и коэффициенты k и х для произвольной параметризации. Производные по 
параметру будем обозначать штрихами. Первую, вторую и третью производные радиус
вектора иривой по ее параметру представим следующим образом: 

, dr dr ds , 
r. =-= -- =st 

dt ds dt ' 
(1.5.21) 

11 = d2r _ d(s't) _ d2 s dt (ds)
2 

_ 11 12k 
r - dt2 - dt - dt2 t + ds dt - 8 t + 8 п, (1.5.22) 

r"' = d?r = d(s"t + s'
2
kn) = d

3
s t Зkn ds d2s n (ds)

3 

dk ( Ь _ kt)k (ds)
3 

dt3 dt dt 3 + dt dt2 + dt ds + Х dt 

2 з ( зdk) з = (s"' - k s' )t + 3ks" s' + s' dt n + kxs' Ъ, (1.5.23) 

где s', s" и s"' - первая, вторая и третья производные длины дуги по параметру иривой. 
Из (1.5.21) получим формулу для вычисления производной длины дуги по параметру и 
формулу для вычисления касательного вектора t: 

s' = lr' 1 = J dr . dr 
dt dt' 

dr/dt _ dr/dt r' 
t- - - -

- jdr/dtl - ds/dt - s'' 

(1._5.24) 

(1.5.2Q) 

Умножив (1.5.21) венторно на (1.5.22),- получим формулу для определения кривизны 
кривой и направлениR бинормали 

r' х r" 
kb = 3 

s' 
(1.5.26) 
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Умножив (1.5.26) ве:кторно на (1.5.25) и используя равенство для двойного ве:кторного 
произведения (r1 х r") х t = (t · r1)r" - (t · r")r', получим формулу для вычисления 
направления ве:ктора главной нормали 

(r' х r") х r' r" r' · r" 
kп = = - - r 1 

s'4 s'2 s'4 . (1.5.27) 

Из правой части равенства (1.5.27) видно, что ве:ктор kn является составляющей ве:к
тора r" /(s 1

)
2 , перпенди:кулярной :к :насательному ве:нтору t (составляющая, параллель

ная t, вычитается). :Кривизна :кривой равна длине ве:нтора, стоящего в правой части 
(1.5.26), 

lr'xr"I 
k = lr'lз . (1.5.28) 

Соответственно, при /r' х r"I f:. О радиус сопри:касающейся о:кружности определится 
формулой 

lr'lз 
р = lr1 х r" 1 · 

(1.5.28.1) 

Умножив (1.5.26) с:калярно на (1.5.23), получим формулу для определения :кручения 
иривой 

(r' х r") · r 111 (r1 х r 11 
• r 111 

х- ------
- k2s16 - lr' х r1112 (1.5.29) 

Если :кривизна :кривой в данной точ:не не равна нулю, то, поделив обе части равенств 
(1.5.26) и (1.5.27) на :кривизну (1.5.28), получим бинормаль и нормаль: 

r' х r" 
b=---

lr/ х r1112' 

r" (r' · r') - r 1 (r1 
· r") 

n= . 
lr1 х r"l2s' 

(1.5.30) 

(1.5.31) 

Если известна ве:кторная фун:кция линии (1.5.1), то формулы (1.5.24)-(1.5.31) позво
ляют получить всю геометричес:кую информацию о :кривой линии. 

· Из формул (1.5.28) и (1.5.29) видно, что :кривизна всегда неотрицательна (в чи
слителе и знаменателе стоят :квадратные :корни), а :кручение может иметь любой знав. 
Если :кривизна равна нулю, то направление главной нормали, бинормали и :кручение не 
определены. Если :кривизна равна нулю в :каждой точ:ке :кривой, то она является прямой 
линией. Ве:ктор главной нормали в этом случае может иметь произвольное направление 
в нормальной плос:кости. Если ве:кторы r', r 11 и r 111 :коллинеарны, то :кручение :кривой 
равно нулю и :кривая является плоеной. 

1.6: Геомеrрия двухмерных вривых 

:Кроме пространственных линий, для нас пра:ктичес:кое значение будут иметь двух
мерные :кривые на плос:кости. В частности, двухмерным пространством будет служить 
область параметров поверхностей. 

Рассмотрим случай двухмерной :кривой. Пусть на плос:кости определена де:картова 
прямоугольная система :координат с началом в точ:ке О и базисными ве:кторами е1 
и е2 • :Компоненты двухмерных ве:кторов будем обозначать через х и у. Большинство 
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формул для двухмерных нривых можно получить из соответствующих формул для про
странственных нривых, положив в них третью ноординату равной нулю и опустив ее и 
все венторы, ортогональные плос:кости :кривой (в их числе бинормаль). Радиус-вентор 

двухмерной :кривой r(t) = [x(t) y(t)] т будет оп1:сываться выражением 

r(t) = x(t)e1 + y(t)e2. 

Для двухмерной ·:кривой r( s) формулы Френе-Серре имеют вид 

dt 
-=kn, 
ds 

dn = -kt 
ds ' 

(1.6.1) 

(1.6.2) 

где t = dr / ds - насательный ве:ктор :кривой, s - длина дуги :кривой. Кривизна двух
мерной нривой определяется равенством 

(1.6.3) 

Натуральное уравнение двухмерной нривой выражает ее нривизну :кан фун:кцию дуги 
вдоль нривой и имеет вид 

k == k(s). 

Чтобы сохранить справедливость всех приведенных выше формул, следует пере
определить операцию ве:кторного произведения для двухмерных ве:кторов. Результатом 

ве:кторного произведения двухмерных венторов r 1 = [х1 У1]Т и r2 = [х2 у2]т будем 
считать сналярную величину, равную 

(1.6.4) 

Выразим через :координаты х и у производную длины дуги и нривизну двухмерной 
нривой, используя формулы (1.5.24) и (1.5.26), 

r' х r" 
k=--

lr'lз . 
у" х' - х" у' 

( J х'2 + у'2)З. 

(1.6.5) 

(1.6.6) 

Эвоmота и 9Вощ.вента. Для :каждой обы:кновенной точ:ки :кривой можно указать 
центр нривизны. Геометричесное место центров :кривизны всех точе:к данной нривой 
называется эволютой этой нривой. Выражение для радиус-ве:ктора эволюты a(t) по
лучим, добавив н радиус-вентору :кривой r( t) ве:ктор нормали, деленный на :кривизну 
:кривой: 

1 1 d2 r 
a(t) == r(t) + k n(t) = r + k2 ds2 • (1.6.7) 

При произвольной параметризации :кривой нормаль выразим с помощью равенства 
(1.5.27) и получим 

r"(r' · r') - r'(r' · r") r"(r' · r') - r'(r' · r") 
a(t)=r+ 

2 4 =r+ (r'·r'). 
k s' /r' х r"l 2 

· 
(1.6.8) 
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Для двухмерной кривой r(t) = [x(t) y(t)] т запишем векторное равенство (1.6.8) от
дельно для каждой координаты эволюты a(t) = [xa(t) Ya(t)J т: 

х11(х12 + у'2) - х'(х'х" + у'у") 2 2 х'2 + у'2 
Xa(t) = х + . (у"х' - х"у')2 (х' +у' ) = х +у' х"у' - у"х'' 

у"(х'2 + у'2) - у'(х'х" + у'у") 2 2 х'2 + у'2 
Ya(t) = у+ (у"х' - х"у')2 (х' +у' ) == у+ х' у"х' - х"у'. 

(1.6.9) 

В точнах распрямления радиус-вентор соответствующей точки: эволюты стремится н 
бесконечности. Если точка распрямления является точной перегиба, то эволюта терпит 
в соответствующей точ:ие разрыв. Эволюта в нажцой своей точне насается нормали к 
исходной нривой: в соответствующей точне. Эволюту можно определить нан огибающую 
семейства нормалей. 

Исходная нривая по отношению н своей эволюте является эвольвентой (разверт-
ной}. Для нривой a(s) эвольвента описывается радиус-вектором 

da 
r(s) =а - (s - so) ds ==а - (s - s0 }t, (1.6.10) 

где s - длина дуги нривой a(s), so = const, t - насательная н нривой. Для заданной 
плосRой нривой можно построить множество эвольвент, в зависимости от s0 (или от 
того, в каной точне нривой принять длину дуги равную нулю). На рис. 1.6.1 показана 
Rривая a(s) и ее эвольвента. · 

Эвольвента строится следующим образом. Положим, что длина дуги нривой a(s} 
отсчитывается от точки Со. Для получения точки М эвольвенты, соответствующей 
некоторой точне ci исходной нривой, построим в точке ci касательную и отложим на 

Эвольвента ----------м --1 

Со 
Мо 

Рис. 1.6.1. Эволюта и эвольвента 

ней с учетом знана отрезон длиной, равной длине дуги CiCo, взятой с отрицательным 
знаRом, если значение параметра в точке Ci больше значения параметра в точке С0 , и 
взятой с положительным званом в противном случае. Можно сназать, что эвольвента 
представляет собой развертку исходной: кривой. . 

Для доказательства равенства (1.6.10) понажем, что эволюта нривой r(s) есть нри
вая а( s). Заметим, что параметр s является длиной дуги кривой а( s), но не является 
длиной дуги для эвольвенты r(s), поэтому радиус-вектора эволюты выразится правой 
частью формулы (1.6.8). Подставим в формулу эволюты (1.6.8) значения венторной 
фунRции r и ее производных, выраженные через векторную фуннцию а и ее производ
ные по параметру s: 

r ::::: а - (s - so)t, 
r' = t - (s - so)kn - t = -(s - s0 )kn, 
r" = (s - so)k2 t - kn, 
r' · r' = (s - s0 )

2k2
, 

r' · r" = (s - so)k2
1 

r' х r" = 1 - (s - so)kn х ((s - so)k2t - kn)f = (s - s0 ) 2 k3 , 
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где s - длина дуги :кривой a(s), k - ее :кривизна, n - главная: нормаль и t -
Rасательная: Rривой а( s). · В результате получим 

r" { r' · r') - r' ( r 1 
• r 11

) 
r + (r' · r 1

) =а - (s - s0 )t+ 
!r' х r"l2 . 

((s - so)k2t - kn)(s - so)2k2 + (s - so)kn(s - so)k2 ( _ )2 2 _ 
+ . ( )4k6 s s0 k - а, 

8 - so 

что и требовалось доRазать. 

1.7:.rеометрия поверхностей 

Поверхностью будем называть геометричесRое место точен, ноординаты ноторых 
описываются: непрерывными и однозначными фун:кция:ми r 1 (u, v), r2(u, v), rз(u, v) 
двух Параметров U И V, принадлежащих непрерЫВНОЙ И СВFIЗНОЙ двухмерной облаСТИ fl. 
В денартовой прямоугольной системе ноординат Ое1 е2еэ поверхность можно описать 
радиус-вектором 

3 

r(u, v) = L ri(u, v)ei, и, v Е п. 
i=l 

(1.7.1} 

Представление поверхности в виде (1.7.1) называетсR: параметричесним. В общем случае 
область изменения: параметров представляет собой часть двухмерной плоскости. В про
стейшем случае область изменения параметров поверхности представляет собой пря:мо
угольни:к, ноторый можно описать четырьмя: числами Umin, Urnax, Vrnin, Vrnax· Область 
изменениFI параметров длFI простейшего СЛ}'ЧаFI определяется неравенствами 

Umin ~ U ~ Umax, Vmin ~ V ~ Vmax· 

Такую область изменения: параметров могут иметь очень многие поверхности, но для: 
построения: математической модели детали сложной формы необходимы, поверхности 
общего вида. Два параметра и и v определR:ют точку поверхности. Если эти пара
метры сами я:вля:ются: фунRция:ми двух других параметров ио и vo, и = и(ио, v0 ), 

v = v(ио, v0 ), то поверхность будет описываться: радиус-веRтором 

r(uo, vo) = r{u(uo, vo), v(uo, vo)), ио, vo Е По, 

зависящим от параметров u 0 и v0 • Новые параметры и0 и v0 имеют свою область опре
делениFI П0 : Форма поверхности не зависит от способа ее параметризации и мы имеем 
возможность использовать удобную для нас параметризацию и область изменения: па
раметров. Параметры поверхности я:влR:ютсFI ноординатами внутренней двухмерной 
системы :координат, в начестве ноторой длFI простоты мы будем выбирать деRартову 
прямоугольную систему :координат на плоскости. 

Частные производные радиус-веRтора поверхности r(u, v) по параметрам и и v пред
ставляют собой венторы. Будем обозначать частные производные радиус-веRтора по
верхности численными нижними инденсами, соответствующими номеру параметра, по 

Rоторому выполнено дифференцирование 

8r дr 
ri = - ' r2 == - ' 

аи 8v 
82r 82r 

r11 = 8и2 ' r22 = 8v2 ' (1. 7.2) 

82r 82r 
r 12 = 8u8v = r 21 = avau. 
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Далее будем предполагать, что координатные функции ri(u, v) имеют непрерьIВные 
производнь1е по каждому параметру любого порядка, который нам потребуется. В даль
нейшем ограничимся рассмотрением поверхностей, для ноторых венторы r1 и r2 не _ 
ноллинеарны и не обращаются в нуль. Такую точну поверхности г(и, v) будем назы
вать обыкновенной. В противном случае точку поверхности будем называть особой. 
В обын.новенной 1'Очне существует единственная касательная н поверхности плоскость. 
Параметры и и v можно рассматривать как координаты двухмерной точки в плоскости 
параметров, тогда радиус-вентор поверхности можно рассматривать нак функцию точни 
ПЛОСRОСТИ параметров. 

При изменении параметризации поверхности r(u, v), где и= и(ио, vo)) v = v(uo, vo), 
производные ее радиус-вентора по новым параметрам выражаются через производные 

по старым параметрам следующим образом: 

дr дr ди дr дv ди дv 
-- = --- + --- = r1-- +r2--, 
дио ди дио дv дио дио дио 
дr дr ди дr дv ди дv 
-- = ---+ --- = r1-- +r?--, 
дvо ди дvо дv дvо дvо - дvо 

д2r ( ди ) 2 ди дv ( дv )
2 

д2и д2v 
д 2 = r11 -а + 2r12 -а -д + r22 -а + r1 д 2 + r2 д 2' 
и0 ио ио ио ио и0 и0 

д2 
r ( ди ) 2 ди дv ( дv ) 2 д2и д2 

v 
а 2 = r11 8 + 2r12 -8 -8 + r22 -д + r1 д 2 + r2 а 2' v0 Vo Vo vo Vo v0 v0 

д2r ди ди ди дv --- = rн-- +r12-- + 
дио дVо дио дvо дио дvо 

ди дv дv дv д2и д2v 
+r:н-8 -

8 
+r22-8 -

8 
+r1 8 д +r2 8 д . 

Vo ио uo vo ио vo ио vo 

Если зафиксировать один из параметров, а другой изменять в некоторых пре
делах, то мь1 получим кривую линию, ноторая лежит на поверхности. Такие нри
вые называются координатными лини.я.ми поверхности. Будем назь1вать и-лини.я.ми 
поверхностные кривые, вдоль ноторых меняется тольно параметр и, а v-лини.ями 

поверхностные кривые, вдоль ноторых меняется тольно параметр v. Производные r1 
и r 2 радиус-вентора поверхности представляют собой венторы, касательные к соответ
ствующим координатным линиям. Для: поверхности можно построить семейство 

Рис. 1.7.1. Координатная сетна поверхности 

и-нривых при различных значениях v, и семейство u-нривых при различных значе
НИRХ и. Два та.них семейства кривь1х образуют координатную сетку на поверхности 
(рис. 1.7.1). На координатной сетке поверхности можно построить криволинейную 
систему координат в пространстве. 

З - 5293 Голованов 
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Произвольную линию на поверхности можно построить, если ввести зависимость 
параметров поверхности и и v от не:которого общего для них параметра t 

и = u(t), v == v(t). (1.7.3) 

Радиус-ве:ктор линии на поверхности будет описываться зависимостью 

r(t) = r(u(t), v(t)). (1.7.4) 

Через наждую точну поверхности можно провести множество различных нривых (1.7.4). 
Найдем дифференциал радиус-ве:ктора (1.7.4) вдоль неноторой нривой на поверхности: 

dr .- r1(u, v) dи + r2(u, v) dv, (1. 7.5) 

где du = и' dt, dv = v' dt. В дальнейшем будем считать, что и' и v' не обращаются в 
нуль одновременно, та:к нан в противном случае точна перестает быть обьrнновенной. 
Вентор производной (1. 7.4) 

(1.7.6) 

лежит в плосности, определR:емой венторами r 1 и r2. Если зафинсировать точну на 
поверхности и провести через нее всевозможные нривые, изменяR: зависимости (1.7.3), 
то производные всех этих нривых в рассматриваемой точне будут лежать в плосности, 
определяемой венторами r1 и r 2 . Эта плосность называется касательной плоскостью 

Рис. 1.7.2. Касательная плос.Рюстъ и производные радиус-вентора поверхности 

поверхности в данной точне (рис. 1.7.2). Дифференциал (1.7.5) имеет то же направле
ние, что и производная (1.7.6). Из (1.7.5) видно, что направление дифференциала и 
производной ( 1. 7 .6) зависят от отношения du: dv = и' : v'. 

Пространственной привой (1.7.4) соответствует двухмерная нривая 

luv(t) = (u(t) v(t)]T 

на параметричесной плос:кости поверхности. 

Перва11 квадратичная форма поверхности. Метричес:кие свойства поверхности выра
жаются через метричесние свойства нривых на них. Мы будем исследовать геометрию 
поверхности в малой о:крестности неноторой ее точни R, определяемой параметрами и 
и v. Сместимся из точни R по напой-нибудь привой на поверхности (1. 7.3) в беснонечно 
близную ей точну R 1 , определяемую параметрами и+ du, v + dv и вычислим длину дуги 
RR1 • С точностью до слагаемых, линейно зависR:щих от беснонечно малых величин, 
длина дуги RR1 равна длине дифференциала (1.7.5) 

ds = lr1 du + r2 dvl. 
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Квадрат длины бес1:шнечно малой дуги равен 

Сналярные произведения венторов r 1 и r 2 , нан и сами вен.торы, зависят тольно от вы
бора точни R и являются нен.оторой характеристиной поверхности в этой точне. Введем 
обозначения 

gll =r1 ·r1, 
g12 = g21 = r1 · r2 = r2 · ri, 
g22 = r2. r2. 

{1.7.8) 

Тогда нвадрат длины бесн.онечно малой дуги н.ривой на поверхности будет определяться 
формулой 

ds 2 = g11 du2 + 2g12 du dv + g22 dv2
• (1.7.9) 

Выражение в правой части (1.7.9) является нвадратичной формой дифференциалов du 
и dv. Оно называется первой основной квадратиrчной формой поверхности. Первая 
основная нвадратичная форма является метричесной харан.теристин.ой поверхности и 
служит для беснонечно малых измерений вдоль поверхности. Выражение (1. 7.9) можно 
записать в матричном виде 

ds2 = [dи dv] · G · [dи dv]т, 

где G = [g11 g12] - матрица первой нвадратичной формы. 
g21 g22 

(1.7.10) 

С помощью первой нвадратичной формы можно вычислить длину дуги нривой на 
поверхности. Пусть задан участон нривой на поверхности и= u(t), v = v(t), t0 ~ t ~ 
~ t 1• Интегрируя дифференциал длины дуги ds в пределах от t0 до t 1 , получим длину 
соответствующего участи.а н.ривой 

t1 

·• = J· J g11 и' и' + 2g12u' v' + g22 v' v' dt. 
to 

(1.7.11) 

Первая нвадратичная форма поверхности позволяет вычислять угль1 между нри
выми на поверхности. Пусть имеются две нривые на поверхности, проходящие через 
общую точи.у М. Обозначим через du и dv дифференциалы параметров поверхности, 
соответствующие бесн.онечно малому смещению вдоль первой н.ривой на поверхности, а 
через ди и дv дифференциалы параметров поверхности, соответствующие беснонечно 
малому смещению вдоль второй нривой. Эти бесн.онечно малые смещения определятся 
венторами 

dr = ri du + r2 dv, дr = riбu + r2бv. 
Данные дифференциалы направлены по насательным R нривым и R поверхности и 
поэтому угол между нривыми равен углу между венторами дифференциалов. Найдем 
носинус угла между н.ривыми на поверхности н.ан сналярное произведение н.асательных 

R ним венторов, деленное на произведение длин этих вен.торов: 

..-:--- dr · дr 
cos (dr дr) = ldrJlдrl 

(1.7.12) 

З* 
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Выражение (1.7.12) позволяет найти угол ер между :координатной и-линией и v-линией 
в неrюторой точле _ш:wерхности, если мы положим в ней dи f= О, dv = О, ди = О, дv f= О: 

(1.7.13) 

Знак :косинуса угла мы взяли совпадающим со зналом g12 , следовательно, исходя из 
обозначения (1.7.8), угол <р мы измеряем между положительными направлениями :коор
динатных и-линии и v-линии в рассматриваемой точле. Если g12 - О, то лоординатные 
линии в данной точке ортогональны. 

Первая лвадратичная форма используется и для вычисления площади поверхности 
или ее части. Пусть нам требуется вычислить площадь части поверхности, :которая на 
параметрической ПЛОСRОСТИ имеет область О. Разобьем область о лонечным числом 

и, v+dv и+ с/и, v+ с/и 

и +du, v 
и, v 

Рис. 1.7.3. Бесионечно малый элемент поверхности 

ноординатных и-линий и v-линий. Рассматриваемая часть поверхности разобьется на 
RОнёЧ:Ное чисдо та~ _называемых нриволинейных четырехугольнилов. Один из талих 
четырехугольнилов поназан на рис. 1. 7.3. 

Пусть стороны этого четырехугольнила равны dи и dv. В первом приближении 
ппощадь четырехугольнина равна 

Представи~ ___ I\вадрат длины вектора r 1 х r 2 следующим образом: 

\r1 х r2 l2 = lr1 l2 lr2 l2 sin2 <р == 

= lr112lr2\2_(l - cos2 r.p) == gнg22 (1 - gi22 ) = g11g22 - gi2 2. (1.7.14) 
gllg22 

Таким образом, площадь четырехугольнина в первом приближении определится фор
мулой 

(1.7.15) 

Будем теперь измельчать разбиение, увеличивая число :координатных линий, та
ним образом, t;rтобы наибольшие из значений dи и dv стремились R нулю. За исломую 
площадь примем предел, :к ноторому стремится сумма площадей нриволинейных четъr
рехугольнилов при беслонечном измельчении ноординатной сетли. Из теории лратных 

интегралов известно, что если фунлция g11g22 - g12 
2 непрерывна по и и v, то пре

дел улазанной суммьr существует, не зависит от способа разбиения и равен двойному 
интегралу от улазанной фунлции по области О изменения переменных и и v 

S = j j Jg11g22 - g122 dudv. 
n 

(1. 7.16) 
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Заметим, что так как первая квадратичная форма в (1.7.9) определяет квадрат длины 
дуги, который в обыкновенной точке больше нуля при всех du и dv, одновременно не 
равных нулю, то определитель матрицы G положителен: 

(1.7.17) 
. 

Первая квадратичная форма поверхности используется для вычислений длин кри
вых на поверхности, углов между ними, площади поверхности. Те геометрические свой
ства поверхности, которые можно установить из знания первой квадратичной формы, 
называются внутренней геометрией поверхности. 

Вторая :нвадрати1П1ая форма поверхности. Найдем нормаль к поверхности. Так 
иак векторы r 1 и r2 лежат в касательной к поверхности плоскости, то их векторное 
произведение перпендикулярно к касательной плоскости. Поделив вектор r 1 х r2 на его 
длину, определяемую выражением (1.7.14), получим формулу для единичной нормали 
к поверхности в рассматриваемой точке 

ri х rz 
Ill- --;=========== - J gllg22 - gi22 . 

(1.7.18) 

Продолжим исследование поверхности вблизи некоторой ее точки R путем исследо
вания кривых на ней. Рассмотрим неноторую кривую на поверхности и= u(t), v = v(t). 
Вычислим приращение радиус-вентора нривой, которое он получит при бесконечно 
малом приращении ее параметра dt. Для этого используем разложение радиус-вентора 
в ряд Тейлора (1.5.5). Приращение радиус-вектора кривой Лr с точностью до второго 
порядка малости относительно dt равно 

dr 1 d2r 2 Лr--dt+--dt. 
dt 2 dt2 

(1. 7.19) 

Найдем проекцию приращения радиус-вектора кривой Лr на нормаль к поверхности в 
данной точке. Для этого используем производные радиус-вентора нривой 

r' = ri и' + rzv', 

r" = rн и'2 + 2r12u'v' + r22v'
2 

+ ri и" + rzv". 
(1.7.20) 

Вектор r' ортогонален вектору нормали, поэтому основную роль в проекции на нормаль 
приращения радиус-вектора Лr будет играть вторая производная. Проекция вектора r" 
на нормаль к поверхности In характеризует искривление поверхности (именно поверх-
ности, а не кривой). Если мы имеем кривую на плоскости, то как бы она искривлена 
ни была, проенция вектора r" на нормаль н плосности будет равна нулю. Умножив 
скалярно (1. 7.19) на нормаль к поверхности, получим 

л 1 " d 2 1 ( / , , , / ') d 2 r·Ill= 2r ·Ill t = 2 r11·Inии 2r12·Inиv +r22·IllVV t. 

Скалярные произведения векторов rн · In, ri2 · In и r22 · In зависят только от выбора 
точии на поверхности и являются неноторой ее характеристиной в этой точке. Введем 
обозначения 

Ь11 - r 11 · In, 

Ь12 = Ь21 = ri2 · In = rz1 · In, 
Ь22 = r22 · In. 

(1.7.21) 

Тогда для главной части отклонения кривой на поверхности от касательной плоскости 
получим значение 

1 ( 2 2) Лr · In = 
2 

Ь11 dи + 2Ь12 dudv + Ь22 dv . (1. 7.22) 
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В (1.7.22) использовались обозначения (1.7.21). Выражение в снобнах правой части 
(1. 7.22) является :квадратичной формой от дифференциалов du и dv. Оно называется 
второй основной квадраmu'Чной формой поверхности. Танже нан и первая квадра
тичная форма, вторая нвадратичнаR: форма является харантеристикой поверхности и 
служит для определения иснривленности поверхности. Выражение (1.7.22) можно за-
писать в матричном виде · 

2Лr · m = [du dv] · В · [du dv]т, (1.7.23) 

в [Ь11 Ь12] где = Ь Ь - матрица второй квадратичной формы. 
21 22 

:Компоненты второй нвадратичной формы можно выразить неснольно иначе. Ис
пользуем тот фант, что вентор нормали m всегда ортогонален венторам r 1 и r 2 • Диф
ференцируя равенства rn · r1 = О и m · r2 = О по и и v, получим 

m 1 · r 1 + m · r 11 = О, 
m2 · ri + m · r 12 = О, 
rn1 · r2 + rn · r21 = О, 
m2 · r2 + m · r22 = О, 

где rn1 и m 2 - частные производные вентора нормали по параметрам и и v. Подставим 
в эти равенства обозначениR: (1.7.21): 

Далее вычислим дифференциальr 

Ь11 = -m1 · ri, 
Ь12 = -rn2 · ri, 
Ь21 = -rn1 · r2, 
Ь22 = -m2 · r2. 

dr = r1 du + r2 dv, 
dm = rn1 du + rn2 dv 

и перемножим их сналярно. В результате придем н равенству 

dr · dm = m1 · ri dи2 + (m2 · r 1 + m1 · r2) du dv + m2 · r2 dv2 = 

(1.7.24) 

= -(Ь11 du2 + 2Ь12 du dv + Ь22 dv2
). (1. 7.25) 

Дифференциалы dr и dm берутся в одной и той же точне поверхности при одних и тех 
же du и dv. 

Деривационные формуJПJI ВеЙШ'артена. ДлR: построения энвидистантных поверхно
стей нам необходимо будет уметь определять производные вентора нормали. Вентор rn 
х:арантерен тем, что он всегда имеет единичную длину, и поэтому его производные по 

параметрам и и v не содержат составляющих, параллельных m, т. е. его производные 
лежат в нас а тельной плоскости. Действительно, 

_д __ ( m_· m _____ } = 2rn1 · rn = О 
ди ' 

д(m · m) 
__.._д_v __ = 2m2 · rn = О. 

Используя это, представим производные нормали в виде 

m1 = -Ь1 1 r1 - Ь1 2 r2, 
m2 = -Ь2 1r1 - Ь2 2 r2, 

(1. 7.26) 
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где Ь1 1 , Ь1 2 , Ь2 1 , Ь2 2 поRа неизвестные Rоэффициенты разложения. ЗнаR минус 
выбран из соображений удобства в дальнейшем. Для определения этих Rоэффициентов 
умножим Rаждое из равенств (1.7.26) скашtрно на r1 и r2 . Испо11ьзуя (1.7.8), получим 
две системы уравнений 

Ь11 == Ь1 1 
g 11 + Ь1 2 

g 12 , 

Ь12 == Ь1 1 
gz1 + Ь1 2 

g22, 

Ь21 == b2
1

g11 + b2
2
g12' 

Ь22 = Ь·/ g12 + Ъ2 2g22· 
Решая эти уравнения относительно исRомых RОЭффициентов, получим 

(1. 7.27) 

(1. 7.28) 

где g == g 11g 22 - g 12g 21 = g 11 g12 == IGI ~ определитель матрицы G. Формулы 
g21 g22 

(1.7.26) с учетом (1.7.28) называются деривационными формулами Вейнгартена. Они 
выражают частные производные норма11и R поверхности через Rоэффициенты первой 
и второй Rвадратичных форм в рассматриваемой точRе. Запишем эти форму11ы в ма
тричном виде 

(1. 7.29) 

где В' матрица коэффициентов (1.7.28). 
Деривационные форму11ы Вейнrартена можно записать более кратко, если исполь

зовать матрицу, обратную матрице G. Для Rомпонент матрицы, обратной матрице G, 
введем следующие обозначения: 

-1 [il g12] 
G == f-1 i-2 ' (1. 7.30) 

где 

Jl - g22 
о - ' g 

,.12 - _g12 
о - ' g 

..21 - _ g21 
о - ' g 

Матрица В' с учетом (1.7.30) равна В'== В· G- 1 , а деривационные формулы Вейнгар
тена примут вид 

[:~] =-В. G-
1 [~~] . (1. 7.31) 

1.8.* Кривизна линий на поверхности 

Теорема Ме:нъе. Продолжим исследование поведения Rривых на поверхности с по
мощью второй квадратичной формы. Установим зависимость :кривизны Rривой на 
поверхности от ориентации ее Rасате11ьного вектора на соприкасающейся п11оскости. 
Рассмотрим равенство 

" ,2 2 , , ,2 Ь ,2 2Ь , , Ь ,2 r · m = r 11 · mu + r12 • mи v + r22 · mv == 11 и + 12и v + 22V • (1.8.1) 
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Вторая производная радиус-вектора кривой на поверхности согласно (1.5.22) равна 

" d
2
r d(s't) " ,2k 

r = dt2 = ds = s t + s n, (1.8.2) 

где n - главная нормаль Rривой на поверхнос'Fи. :Касательный вектор t иривой лежит 
в касательной плоскости и ортогонален нормали поверхности m, поэтому равенство 
(1.8.1) перепишем в следующем виде 

ds 2 kn · m = Ь11 dи2 + 2Ь12 dи dv + Ь22 dv2
• (1.8.3) 

Квадрат дифференциала длины дуги иривой определяется равенством (1.7.9). Обозна
чим угол между нормалью к поверхности и нормалью к кривой на этой поверхности че

рез u;. Разделим последнее равенство на квадрат дифференциала длины дуги и получим 
выражение, связывающее кривизну кривой, угол между нормалями w и иоэффициенты 
первой и второй квадратичных форм поверхности: 

k 
Ь11 du2 + 2Ь12 du dv + Ь22 dv2 

cosw = . 
911 dи2 + 2912 du dv + 922 dv2 (1.8.4) 

Для уяснения геометричесиого смысла последнего соотношения рассмотрим 
рис. 1.8.1, где показаны некоторая кривая на поверхности и соответствующее ей нор
мальное се'Чение поверхности, проходящее через точку М кривой. Нормальное сече
ние поверхности есть иривая пересечения поверхности и плосиости, проходящей че
рез нормаль к поверхности и касающейся: кривой в точке М. Так как нормальное 

m 

м 

сечение лежит иаи на поверхности, так и на 

секущей плоскости, то нормаль к нему таюке 
лежит в этой плоскости и, следовательно, для 

него 1 cos.wl = 1. I\оэффициенты первой и вто
рой квадратичных форм зависят тольио от по
ложения точии М. А вот дифференциалы du 
и dv зависят от направления: привой на по
верхности, поэтому величина k cos w зависит 
каи от положения точки, таи и от направле

ния иривой на поверхности, определяемого от
ношением du: dv. Любая другая иривая на по-

Рис. 1.8.1. Нормальное сечение поверх- верхности, проходящая через ту же точиу lvf и 
ности имсющап общую н.аrательную с рассматривае-

мым норыа.:п.ны~~ сечением, будет иметь одно 
и то же значение k cos w, несмотря на то, что у нРР другал привизна. I\ривизна таиой 
кривой будет не меньше криви:зны норl\н1льногu сРчсния. таи иак нормальное сечение 

имеет мансимальное значение 1 cos w!. Обоэначпы щнши;~ну нормального сечения через 
µ. Таним образом, нривизна нормального сечения опрс.:хслпстсп равенством 

Ь11 dи2 + 2Ь12 du dv + Ь22 (1v 2 

JL = g11 du 2 + 2g12 du dv + 1!;22 dv2 · 
(1.8.5) 

Угол w есть угол между нормалью к поверхности и нормалью к иривой, он же ра
вен углу между нормальной к поверхности плосиостью и соприиасающейся плоскостью 

кривой. Таним образом, нормальное сечение имеет минимальную кривизну из всех 
кривых, проходящих через заданную точиу в заданном направлении, и его кривизна 

является неиоторой характеристииой поверхности. I\ривизна нормального сечениR на
зывается нормальной кривизной поверхности в заданной точие и в заданном напра
влении. Если известна кривизна нормального сечения, то м01.кно определить кривизну 
линии на поверхности, насательной и этому нормальному сечению, при условии, что 

известен угол между нормалью поверхности и гл~вной нормалью иривой. Этот фант 
констатирует 
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Теорема Менье. Радиус кривизиы р = 1/k в задаииой то'Чке кривой иа по
верхности равен произведению радиуса кривизиы Рт= l/11 соответствующего нор
мального се'Чени.я в этой то'Чке на косинус у2ла между иормалью к повер.хиости и 
2лавиой иормалью кривой: 

1 1 1 
- = - cos w ::::: - n · m. 
k µ µ 

(1.8.6) 

В заданной точве поверхности можно построить бесчисленное множество нормаль
ных сечений, Rоторые отличаются направлением, определяемым отношением dи: dv. 
Направление нормального сечения, для Rоторого Rривизна нормального сечения равна 
нулю, называется асимптоти'Ческим направлением в рассматриваемой точRе. В Rаж
дой точRе поверхности существует не более двух асимптотичесRих направлений, если 
.не считать те случаи, Rогда в точRе все Rоэффициенты второй Rвадратичной формы 
равны нулю. 

Мы рассмотрели проеRцию вентора .кривизны kn произвольной .кривой на поверх
ности на нормаль R поверхности m. Теперь рассмотрим оставшуюся часть веRтора 
:кривизны - его проеRцию на .касательную плос.кость, равную 

h=kn-m(kn·m). 

Длина этого ве.ктора равна k siп w и называется геодези1tеской кривизной линии на 
поверхности. Бентор h совпадает с ве.ктором .кривизны Rривой, являющейся ортого
нальной прое.кцией на насательную плос.кость рассматриваемой .кривой на поверхно
сти. Геодсзичес.кая нривизна нормального сечения равна нулю. Нормальная Rривизна 
является хараrпсристи.кой поверхности, а rеодезичес.кая .кривизна является харавтери
сти1юй линии на ней. 

К поверхностям применnют та1юй термин, RaR изгибание. Изгибание - это измене
ние формы поверхности, не вызывающее ее деформации. При изгибаниях поверхности 
ее первая .квадратичная форма не меняется, т. е. изгибания не меняют внутреннюю 
геометрию поверхности. Пусть мы нарисовали не.которую линию на поверхности. При 
изгибаниях поверхности в общем случае изменяется Rривизна этой линии и нормаль
ная :кривизна поверхности вдоль линии. Геодезичсс.кая иривизна линий на поверх
ности при изгибаниях остается неизменной. Геодези'Ческой линией на поверхности 
называется :кривая на поверхности, геодезичесRая .кривизна .которой в :каждой точ.ке 
равна нулю. Длина дуги геодезичес:кой линии, проходящей через две заданные точ:ки, 
меньше длины дуги любой другой Rривой на поверхности, соединяющей эти точ:ки. 

Рассмотрим случаи, .когда .кривизна нормального сечения не равна нулю. Если 
нормальное сечение :касательно R Rоординатной и-линии, то dv = О и 

Ь11 
µи=-, 

gll 

где через µи обозначена нормальная .кривизна поверхности в и-направлении. Анало
гично нормальная :кривизна поверхности µ 11 в v-направлении равна 

Ь22 
µv=-. 

g22 

Главнь1е крившны поверхности. В заданной точRе поверхности Rривизна нормаль
ного сечения зависит от выбранного направления на ней. Выражение (1.8.5) перепишем 
в другом виде (используя равенство (1.7.25)) 

µ(dr · dr) = -(dr · dm), (1.8.7) 

Обратим внимание на то, что .кривизна нормального сечения зависит от направлений 
веRторов dr и dm относительно друг друга. Зададимся целью найти таRое направление 
движения по поверхности, при .котором веRторы dr и dm были бы .коллинеарными. 
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Другими словами, попро()уем найти направление на поверхности, определяемое отно
шением du: dv, для :которого выполняется равенство 

dm == -Лdr 

или 

где Л неизвестный пока :коэффициент. Мы можем считать r 1 и r 2 базисными ве:кто-
рами, по :которым разложены векторы dr и dm. Для их :коллинеарности нужно, чтобы 
:коэффициенты при r 1 и r2 в правой и левой частях (1.8.8) были равны. Это равенство 
выразится следующим образом: 

[
1 о] . [dи] = !:. [ь 1 1 

О 1 dv Л Ь1 2 

или 

Ь12] . [du] . 
Ь22 dv 

Для перехода :к последнему равенству мы использовали соотношение В' = В· G-1 . 
Итак, для определения искомого направления мь1 пришли :к системе линейных алге
браических уравнений для du и dv 

(1.8.9) 

Данная система является однородной и имеет ненулевое решение, если определитель 
ее матрицы равен нулю. Раскрыв определитель, придем :к :квадратному уравнению 
относительно Л, откуда в общем случае найдем два :корня: Л1 и Л2. Подставив :каждый 
из :корней в любое из уравнений (1.8.9), получим два направления на поверхности, 
определяемые отношениями du 1 : dv1 и du2 : dv2. 

Направления движения на поверхности, для :которых векторы dr и dm :колли
неарны, называются главиь~ми иаnравлеии.ями nоверхиости. Сравним соотношения 
(1.8.7) и (1.~.8) и увидим, что Л1 и Л2 равны :кривизне нормальных сечений в глав
ных направлениях, :которые обозначим через µ 1 и µ2. Нормальные сечения в данной 
точке поверхности, :касательные :к :которым идут по главным направлениям, называ

ются главиыми се'Чеии.ями, а их :кривизны назьmаются главиыми кривизиами в данной 
точке поверхности. Запишем :квадратное уравнение, из :которого определяются главные 
:кривизны 

(1.8.10) 

Из (1.8.10) лerno получить сумму и произведение :корней уравнения, т. е. сумму и 
произведение главных :кривизн: 

+ 
Ь11g22 + Ь22g11 - 2Ь12g12 

µ1 µ2 = ' g 

Ь11 Ь22 - Ь12Ь21 
g 

(1.8.11) 

(1.8.12) 
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Полусумма главных :кривизн назьmается средней кривизной nоверхпости в данной 
точ:Rе, а произведение главных :кривизн называется гауссовой кривизной поверхности 
в данной точRе. 

Обозначим через t 1 и t 2 :касательные ве:кторы главных сечений. По:кажем, что 
главные направления поверхности ортогональны друг другу. Выразим главные напра
вления через производные радиус-ве:ктора 

t1 = r1 dи1 + r2 dv1, 

t2 = r1 du2 + r2 dv2. 

Их с:калярное произведение равно 

(1.8.13) 

По:кажем, что оно в общем случае равно нулю. Для этого систему двух уравнений (1.8.9) 
запишем для первого главного направления, первое из этих уравнений умножим на du2, 
второе уравнение умножим на dv2 и сложим с первым, в результате получим равенство 

Аналогично получим второе равенство, поменяв местами главные направления, 

Вычтем последние два равенства одно из другого и получим равенство: 

(1.8.14) 

из :которого следует, что если главные :кривизны различны, то выражение (1.8.13) 
равно нулю и главные направления ортогональны. Если главные :кривизны поверх
ности равны, то за главные могут быть выбраны любые два ортогональных направле
ния (та:кую ситуацию мы имеем на сфере и плос:кости). Точна, в :которой µ2 = µ1, 
называется точной за:кругления. 

Таи :ка:к главные направления в общем случае ортогональны, то производные ра
диус-ве:ктора поверхности и ее нормали в любом направлении можно разложить по 
единичным ве:кторам t 1 и t2 главных направлений: 

где угол ер отсчитывается в :касательной плос:кости от первого главного направления 
:ко второму. Кривизна нормального сечения в произвольно выбранном направлении с 
учетом последних равенств и формул (1.7.25) и (1.8.4) определится равенством 

dr dm 2 ·2 
µ = - ds · ds = µ1 cos 'Р + µ2 s1n 'Р· (1.8.15) 

Формула (1.8.15) называется формулой Эйлера. Она выражает :кривизну произволь
ного нормального сечения в точ:ке через главные :кривизны и угол между нормальным 

сечением и первым главным направлением. Из этого равенства мы видим, что главные 
Rривизны поверхности µ 1 и µ2 являются ма:ксимальной и минимальной :кривизнами 
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соответственно. За опред~ение главных направлений поверхности можно принять сле
дующее: направления, для которых кривизна нормального сечения принимает макси

мальное и минимальное значение, называются главными направлениями поверхности. 

Гауссова кривизна поверхности (1.8.12) может быть использована для определения 
поведения поверхности в неноторой ее точке М. Таи иак знаменатель в (1.8.12) больше 
нуля, то знак гауссовой нривизны зависит от знана числителя, т. е. от знака опреде

лителя матрицы В. Если IBI > О, то точка М называется эллиптической. Поведение 
поверхности в эллиптичесной точне показано на рис. 1.8.2. 

При движении от точни М в любом направлении поверхность изгибается или в 
сторону нормали или в противоположную сторону в зависимости от знаков главных 

Рие. 1.8.2. Эллиптичесная точна поверхности Рис.1.8.3. Гиперболичееная точна поверхности 

нривизн. Если \В 1 < О, то точна М называется гиперболичесной. Поведение поверх
ности в rиперболичесной точне поназано на рис. 1.8.З. Таи нак в такой точке главньrе 
кривизны имеют разные знаки, то согласно (1.8.15) существуют такие нормальные 
сечения, для которых выполняется равенство 

(1.8.16) 

Rасательные к нормальным сечениям под углами 

(1.8.17) 

расположены в насательной плоскости симметрично относительно главных направле

ний и определяют асимптотические направления в точне М. Если в точке М IBI =О, то 
· такая точка называется параболической. Поведе

Рис. 1.8.3. Параболичесная точна по
верхности 

ние поверхности в параболической точке поназано 
на рис. 1.8.4. 

В случае µ 1 = µ 2 - О каждое из направлений 
является асимптотическим. В противном случае 
главным направлением является асимптотическое 

направление, для ноторого нривизна равна нулю. 

Соответствующее нормальное сечение в точне М 
имеет точку распрямления. 

Rривая на поверхности называется лииией 
кривизны, если насательная в каждой точне н ней 
параллельна одному из главньrх направлений в 

этой точке поверхности. Линиями кривизны часто являются координатные линии. 
Пусть координатные и-линии и v-линии являются линиями нривизны. В этом случае 
в каждой точке поверхности выполняются равенства 

(1.8.18) 
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в силу ортогональности главных направлений. Справедливо и обратное утверждение: 
если в каждой точке поверхности выполняются равенства (1.8.18), то координатные 
линии являются линиями кривизны. Действительно, в этом случае согласно (1.7.28) 
воэффициенты Ь1 2 и Ь2 1 в разложении (1. 7.26) равны нулю и, следовательно, вдоль во
ординатных линий производные нормалей коллинеарны производным радиус-вектора. 

Третья квадратичная форма поверхносm. Нормаль в поверхности, как и ее радиус
вевтор, есть функция параметров и и v. Модуль дифференциала нормали к поверхности 
равен углу между нормалями в двух бесконечно близких точках, связанных параметри
ческим смещением du и dv. Квадрат этого угла определяется равенством 

Введем обозначения 

!11 = m1 · m1, 
f 12 = /21 = m1 · m2 == m2 · m1, 
/22 - m2 · m2. 

Равенство (1.8.19) примет вид 

dm · dm = /11 du2 + 2/ 12 du dv . 
2 /22 dv . 

(1.8.19) 

(1.8.20) 

(1.8.21) 

В правой части (1.8.21) мы получили квадратичную форм~· пт du и dv. Эта ввадратич
ная форма называется третьей основной квадраmu'ЧНD1'L фор.мой поверхности. Та:к 
же как первая и вторая квадратичные формы она является характеристикой поверхно-

сти в заданной точке. Выражение (1.8.21) можно записать в матричном виде 

dm · dm = [du dv] · F · [du dv]т, 

где F = [~~: ~~~] - матрица третьей ввадратичной формы. 
Производные вектора нормали по параметрам поверхности ортогональны вектору 

нормали. Дифференцируя равенства m · m 1 - О и m · m2 =О по параметрам, получим 
еще одно выражение для коэффициентов третьей квадратичной формы поверхности 

m · m11 == m1 · m1 = - /11, 
m · m12 = -m1 · m2 == - /12, 

m · m21 = -m2 · m1 = - /21, 
m · m22 = -m2 · m2 = - /22. 

(1.8.22) 

Таким образом, воэффициенты третьей квадратичной формы отражают проекции на 
нормаль вторых производных вевтора нормали. 

Полученные нами три квадратичные формы связаны друг с другом уравнением. 
Получим его. Для этого выразим производные радиус-вектора и нормали по. длине дуги 
в произвольном направлении, определяемом в касательной плоскости углом <р отно

сительно первого главного направления, через касательные векторы главных сечений 

ti и t2: 
dr 
-= 
ds 
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Векторы 

коллинеарны главным направлениям, и, следовательно, ортогональны. Перемножив 
скалярно эти векторы, получим уравнение, связывающее квадратичные формы поверх
ности 

или 

(1.8.23) 

Та:к как du и dv в общем случае не равны нулю, то для выполнения соотношения (1.8.23) 
должно выполняться матричное равенство 

(1.8.24) 

Это и есть уравнение, связывающее :коэффициенты трех квадратичных форм поверхно
сти. Из (1.8.24) следует, что коэффициенты третьей квадратичной формы поверхности 
выражаются через коэффициенты первой и второй квадратичных форм поверхности 
соотношением 

(1.8.25) 

1.9: Тензоры поверхносжи 

· Далее мы рассмотрим уже известные нам квадратичные формы поверхности не
с:коль:ко с другой точки зрения, а также получим новые связывающие их уравнения. 

:Квадратичные формы являются характеристикой поверхности в некоторой ее точке. 
Если изменить параметризацию поверхности не изменяя поверхность, то изменятся 
коэффициенты квадратичных форм, но останутся неизменными формулы определения 
площади, главных направлений, главных кривизн, других характеристик поверхности 
и уравнения, связывающие :коэффициенты квадратичных форм. При изменении пара
метризации квадратичные формы ведут себя аналогично тому, как ведут себя векторьI 
при изменении пространственной системы координат, т. е. меняются описывающие их 

числа, но не меняются связывающие их соотношения. По аналогии с векторами можно 
считать, что коэффициенты квадратичных форм являются характеристиками некото
рых объектов, связанных с поверхностью. Объекты, математические свойства которых 
могут быть описаны упорядоченной сово:купностью чисел, преобразующихся по опре
деленному закону при переходе от одной координатной системы к другой, называются 
теизора.ми. Операции над тензорами не зависят от системы координат, поэтому тен
зоры называют инвариантными геометрическими объе:ктами. Они описываются сво
ими компонентами, которых может быть довольно много, поэтому прежде чем уточнить 
определение тензора, мь1 договоримся о символике записи сумм компонентов объектов. 

Соrлашение о суммировании: по повторmощимся шrдеисам. Многие из приведен
ных выше формул примут ·компактный вид, если мы будем использовать сог.л.аwеиие 
о су.м.мироваиии по повтор.яющи.мс.я иидекса.м. Для этого наряду с нижними ин
дексами для некоторых величин будем использовать верхние индексы и смешанные 
индексы. Так нижние индексы использовались нами для обозначения производных 
радиус-вектора поверхности и :коэффициентов основных квадратичных форм в выра
жениях (1.7.9), (1.7.22), (1.8.21); верхние индексы использовались для обозначения 
компонент матрицы G-1 в (1.7.30); смешанные индексы использовались в формулах 
(1. 7.28). 
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Соглашение о суммировании за:ключаетсR в том, что в выражениях выполияется 
суммирование по повтор.яющемус.я один раз снизу и один раз сверху индексу, при 
котором индекс пробе2ает зна'Чени.я от единицы до раз.мерности пространства. 
Например, 

3 3 3 

а bi - """"' а bi а. Ьii k Ck -- """"' """"' а. bij k Ck • i k = L i k' • L L · 
i=l i=l k=l 

Инде:ксы, по :которым п_роизводитсR суммирование, называют немы.ми, а остальные ин
денсы называют свободны.ми. Немые инде:ксы отсутствуют в одной из частей равенства. 
Свободные инде:ксы могут принимать значение номера одного из измерений простран
ства. Чтобы не путатьсR в инде:ксах при большом их :количестве, следует помнить о 
трех правилах: 

• свободные индексы по обе стороны знака равенства занимают одинаковые 
позиции; 

• индексы, по которым производите.я су.м.мирование, встре'Чаютс.я один раз 
вверху и один раз внизу и только в одной 'Части равенства; 

• индекс пара.метра, по которому выnолн.яетс.я дифференцирование, .яв.л..яетс.я 
нижним. 

Теваоры. Далее параметры поверхности и и v будем обозначать с помощью верх
них инде:ксов через и 1 и и2 , а их дифференциалы - через dи 1 и dи2 соответственно. 
Использование верхних или нижних инденсов длR :компонент не:которого объе:кта отра
жает зависимости, по :которым изменяютсR :компоненты этого объе:кта при переходе от 

одной системы :координат :к другой. Та:к при переходе от параметров и1 и и2 :к пара
метрам и 1 ' = и 1 '(и1, и2 ) и и2' = и21 (и1, и2 ) производные радиус-ве:ктора поверхности 
по новым параметрам будут свRзаны с производными радиус-ве:ктора поверхности по 
старым параметрам соотношениRми 

2 диi 
г k' = L 8 k' r i, k = 1, 2, 

. и 
i=l 

(1.9.1) 

тогда :ка:к бес:конечно малые приращениR параметров будут свRзаны соотношениRми 

2 k' 
k1 

""""' ди i
1 

du = L дui dи , 
i=l ' 

k-1, 2. (1.9.2) 

За:кон преобразованиR номпонент объента при изменении системы :координат и обусла
в.11ивает место написаниR его инде:ксов. Обозначим :коэффициенты матриц преобразо
ваниR параметров через 

и запишем равенства (1.9.1) и 
соглашение о суммировании 

. диi 
Ai -

k' - диk'' (1.9.3) 

а k' 

Ak'. - _и_ 
i - диi 

(1.9.4) 

(1.9.2), опустив зна:к суммы и используR вместо него 

rk' = А i k' ri, (1.9.5) 

dиk' = Ak' i dиi, (1.9.6) 

где k' и i принимают значениR 1 и 2. 
Я:кобиан матриц преобразованиR (1.9.3) и (1.9.4) должен быть отличен от нулR. 

Матрицы с :компонентами (1.9.3) и (l.9.4) описывают однородные линейные преобра
зования. При переходе :к другой параметризации поверхности :компоненты матриц G, 
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В и G - l изменяются по формулам 

gk1 n1 == А i k' Ai п' gij, 

Ьk1п1 == Ai k' Aj nl ЬiJ, 
,.,,k' , k' , .. 
15 n -А iAnj{f3. 

(1.9.7) 

(1.9.8) 

(1.9.9) 
Тензорами называются объекты, компоненты которых при изменении системы коорди
нат подвергаются линейным однородным преобразованиям, причем матрица преобра
зования для каждого нижнего индекса составлена из производных (1.9.3), а матрица 
преобразования для каждого верхнего инденса составлена из производных (1.9.4). Ко
эффициенты первой основной :квадратичной формы играют особую роль они явля
ются компонентами метрического тензора двухмерного пространства поверхности. 

Этот метрический тензор м6жет быть представлен своими ковариантными компонен
тами в виде матрицы G (1.7.10) или своими контравар11антными компонентами в 
виде матрицы а- 1 (1. 7.30). Тензор, представленный своими новариантными ном
понентам:и, называется ковариантным тензором. Ковариантные компоненты имеют 
нижние индексы. Тензор, представленный своими контравариантными номпонентам:и, 
называется контравариантным тензором. Контравариантные компоненты имеют вщэх
ние индексы. По ноличеству индексов у компонент тензору приписывают ранг. Так 
метрический тензор является тензором второго ранга. 

С помощью коэффициентов метрического тензора производится «поднятие» и «опус
кание» :индексов номпонент других объектов этого пространства, что уже осуществля-

лось равенствами (1.7.28) и (1.7.27), связывающим коэффициенты Ь/ и bij: 
k 'k bi = bijg1 ' (1.9.10) 

(1.9.11) 

· В первом равенстве суммирование производится по :индексу j, и объект выражается 
через смешанные номпоненты Ьik, ноторые получаются из ЬiJ заменой индекса j на 
индекс, стоящий рядом с индексом j в компоненте метрического тензора gik. Во втором 
равенстве мы получили ковариантные компоненты bij объента через его смешанные 
компоненты Ьik, а суммирование выполняется по инденсу k. 

Верхние и нижние индексы являются равноправными. Векторы r 1 , r 2 и m образуют 
местный базис в заданной точке поверхности, по ноторому можно разложить любой 
другой вектор в этой точке. Базис r1, r2, m называется касательным, так как его 

Рис. 1.9.1. Касательный и взаимный базисы поверхности в точ:ие 

первые два вектора направлены по касательным к координатным линиям поверхности. 

Введем еще один базис, по ноторому танже можно разложить любой другой вентор в 

этой точне. Этот базис представлен векторами r 1 , r 2 и m. Он называется взаимным 
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упомянутому базису, и определяется равенствами 

. 

r 1 
· r 1 = 1, 

r 2 
· r1 =О, 

r 1 · r2 =О, 

r 2 · r2 = 1, 

r 1 
· m =О, 

r 2 
· m =О. 

Веиторы r 1 и r 2 лежат в иасательной плосности, их ориентация поназана на рис. 1.9.1. 
Веиторы r 1 и r 2 определим равенствами 

2 r 1 х m 
r = - -

J"i 

(r2 · r2)r1 - (r2 · r1)r2 
g 

_ g22r1 - g12r2 J i J2 Ji ___ ...___... _____ - 15 r1 + 15 r2 - 15 ri, 
g 

(r1 ·r2)r1 -(r1 ·r1)r2 
g 

- - gi2r1 - g11r2 = g21r1 + g22r2 = g2iri. (1.9.12) 
g 

Эти равенства можно получить другим способом: разложить веиторы r 1 и r 2 по веиторам 
r1 и r2 аналогично тому, RaR были разложены производные нормали m 1 и m2 в (1.7.26), 
и найти ноэффициенты разложения, что в результате даст 

Умножив с:иалярно венторы взаимноrо базиса, получим выражение для :контравариант
ных номпонент метричесного тензора поверхности 

(1.9.13) 

Формулы Гаусса и Петерсона-:Кодацп;и. Найдем разложение вторых производных 
радиус-вентора поверхности rij по местному базису поверхности в этой же точне, пред
ставленному венторами r 1, r2 и m. Для этого запишем их в виде 

(1.9.14) 

где Гijk - неизвестные пона :коэффициенты разложения ве:иторов rij по венторам rk. 
Коэффициенты разложения венторов rij по ве:итору m равны :коэффициентам второй 
:квадратичной формы bij, таи :как при сналярном умножении (1.9.14) на m мы должны 
получить равенства (1.7.21). Умножим (1.9.14) сналярно на r 1 и r2 и получим систему 
уравнений для Г ij k 

Гi/g11 + Гij 2g12 = Гij,1, 
г 1 г 2 г ij g21 + ij g22 - ij,2, 

(1.9.15) 

где введено обозначение Гij, 1 = Гij ·r1 и Гij,2 = rij ·r2. Itоэффициенты Гij,k могут быть 
выражены через производные ноэффициентов первой основной нвадратичной формы. 
Для этого выпишем известные равенства 

4 - 5293 Голова1rов 
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Эти равенства выражают одно и то же, просто в них циклически переставляются ин
дексы i, j, k, которые могут принимать значения ОТ единицы ДО размерности простран-
ства. Продифференцируем первое равенство по ui) второе - по uj, третье - по uk и 
получим 

8gjk 
r · · · Гk + r · · rk · = --з~ J i 8ui ' 

8g .. 
'tJ 

Гik . Гj + Гi . Гjk = 8uk. 

Если сложим первые два равенства и вьrчтем из них третье, то получим формулу для 
определения коэффициентов Г ij, k 

(1.9.16) 

Теперь решим систему уравнений (1.9.15) относительно Гijk и получим равенства 

С использованием соглашения о суммировании последние равенства и равенства (1.9.15) 
примут вид 

(1.9.17) 

Гij,n = gknГijk· (1.9.18) 

Подставим в последние равенства значения (1.9.16) и получим окончательное выраже
ние для коэффициентов в разложении (1.9.14) 

(1.9.19) 

Коэффициенты Гij,k называются символа.ми Кристоффел.я 1-го рода, а коэффици

енты Гijk - символа.ми Кристоффед.я 2-zo рода. Они выражаются через коэффици
енты первой основной квадратичной формы поверхности и их частные производные по 
параметрам. Символы Кристоффеля не являются компонентами тензора. 

В (1.9.14) мы выразили производные векторов r 1 и r2 по параметрам. Формулы 
(1.9.14) называются деривациоииы.ми фор.мула.ми Гаусса. Совместно с деривацион
ными формулами Вейнгартена (1.7.26) они представляют собой деривационные фор
мулы для локального базиса r 1, r2, m на поверхности. Перепишем их в виде 

(1.9.20) 

Эти формулы аналогичны формулам Френе-Серре (1.5.17) для кривых. Они выражают 
производные ве:кторов локального базиса r 1 , r 2 , m в виде разложения по самим этим 
векторам. Дифференцируя формулы (1.8.9) еще раз и пользуясь имеющимися разложе-



1.9. Тензоры поверхности 51 

ниями первых производных, можно получить вторые производные ло:кальноrо базиса, 
а за ними - третьи производные и та:к далее. Например, вторые производные ве:ктора 
нормали равны 

8Ь/ k дЬ/ k ( n ) 
Шij = - f)uj rk - ьi rkj = - диj rk - ьi Гkj rn + bkjШ = 

( f)~k n k) k = - oui - Ьi Г ni rk - Ьi Ьk3m. (1.9.21) 

Найдем разложение производных ве:кторов r 1 и r 2 по взаимному базису поверхности 
1:1 этой же точ:ке, представленному ве:кторами r 1 , r 2 и m, дифференцированием формул 
(1.9.12) 

дr1 1 1 1 f)g 
-
8 

. = r 2 i х m ;;;. + r 2 х mi Га - r2 х m 
2 

, Га -
0 

. = 
и~ yg vg gvg и~ 

1 k 1 k 1 k 
= -Ги rk х m - -bi rz х rk - r Гki = .,;g .,;g 

= -Г2/r2 + Г2?r1 + Ь/m - r1 (Г1i 1 + Ги2 ) - -Г1/r1 - Г2/r2 + Ь/m, 
8r2 1 1 1 дg 
-. = -rн х m- - ri х mi- + r1 х m -. = 
аи~ .,;g Jg 2gvg дui 

1 k 1 k 2 k == --Гн rk х m+ -Ьi r1 х rk - r Гki == 
Jg Jg 

г 1 2 Г 2 1 Ь 2 2(Г 1 Г 2) Г 2 1 Г 2 2 Ь 2 = н r - н r + i m - r н + 2i = - н r - 2i r + i m, 

где использовались деривационные формулы (1.9.20) и равенство 

1 дg 1 2 k 
-
2 8---:- = Ги + Г2i = Гki , g и~ 

Равенство (1.9.24) следует из соотношения 

8g д(g11g22 - g12g21) 2 ( ) 2 ( ) 
диi = f)ui = rн · gz2r1 - gi2r2 + r2i · gll r2 - gz1 ri = 

(1.9.24) 

= 2grн · (g11r1 + g12r2) + 2gr2i · (g22r2 + g21r1) = 2grJi · rkf!j = 2gГk/. (1.9.25) 

М:ы получили деривационные формулы для взаимного базиса r 1 , r 2 , m на поверхнщ~ти, 
выражающего производные ве:кторов взаимного базиса r 1 , r 2 , m в виде разложения по 
самим этим ве:кторам 

дr 1 1 1 1 2 1 
диi = -Гн r - Г2i r + Ьi m, 

дr2 
2 1 2 2 

ди i = - Г н r - Г 2i r2 + bi m, 

дm 
-
8 

. = -bilr1 - bi2r2 • 
и~ 

(1.9.26) 

Фун:кции gi3(u1
, и2 ) и bij (и1 , и2 ) однозначно определяют поверхность с точностью 

до положения и ориентации в пространстве, аналогично тому, :ка:к фун:кции s(t), k(t) и 
x(t) определяют :кривую. Фун:кции gi1(u 1 , и2 ) и bij(u1

, и2 ) не являются независимыми, 

4* 
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они связаны между собой уравнениями, RОторые мы получим ниже. Дифференцируя 
равенство (1.9.14) по одному из параметров, получим вторую производную веRтора ri 

(1.9.27) 

Изменим последовательно.сть дифференцирования вентора ri в (1.9.27), что приведет R 

смене мест инденсов n и J: 

(1.9.28) 

Левые части равенств (1.9.27) и (1.9.28) равны, следовательно, должны быть равны и 
правые их части. Вычитан (1.9.28) И3 (1.9.27), получим равенство 

( 8Гijm 8Гin т k m kГ m Ь Ь т Ь т) 
аиn - oui + Г iJ Г kn - Г in ki + in i - biJ n r m + 

( дbii 8Ьiп k k ) + оип - ouJ +Гii bkп-Гin bkJ m=O. ( 1.9.29) 

TaR RaR в обыRновенной точRе веRторы r1, r2, m неRомпланарны, то длн выполнения 
венторного равенства (1.9.29) должны выполннтьсн следующие соотношения 

аг .. т 
'Ч аг in т г k г in г k г т ь ь m ь т 

а · + ij kn - in kj = ij n - inbj , 
из 

(1.9.30) 

(1.9.31) 

Эти уравнения связывают между собой Rоэффициенты первой и второй основных 
Rвадратичных форм поверхности. Уравнение (1.9.30) называется уравнением Гаусса. 
Уравнения (1.9.31) называются уравиеии.я.ми Петерсона-Кодацци. Правая часть ра
венства (1.9.30) нвлнетсн тензором, следовательно, и его леван часть таRже представляет 
собой тензор. Этот тензор называется теизором кривизны или тензором Римана и 
об означаетсR 

R .. т - aгijm 
JШ - 0Un 

8Гiпm Г mr k Г mг k 
а · + kn ij - kj in · 
из 

(1.9.32) 

Умножим обе части уравнения Гаусса на gml и, произведя суммирование, опустим в 
нем верхний индеRс 

Аналогично получим Rовариантные Rомпоненты тензора Rривизны 

R· . _ 8Г;.J,l 
JШl - 0Un 

(1.9.33) 

(1.9.34) 
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В силу симметрии символов Rристоф феля по первым двум инде:ксам тензор кривизны 
(1.9.34) обладает определенной симметрией, он :кососимметричен по первой паре инде:к
сов и по второй паре индексов: Rjnil = Rujn = -Rпjil == -Rjnli· Для поверхностей 
равенство (1.9.34) э:квивалентно одному равенству 

8Г11, 2 

8и2 
(1.9.35) 

Мы использовали равенство (1.8.12) для гауссовой :кривизны поверхности. Таким обра
зом, гауссова кривизна поверхности может быть определена через :коэффициенты пер
вой квадратичной формы и их производные. Уравнения Петерсона-Нодацци (1.9.31) 
сводятся к двум уравнениям 

(1.9.36) 

(1.9.37) 

Если над тензором :кривизны (1.9.32) выполнить операцию свертки по инде:ксам п 
и m, то мы получим :ковариантные :компоненты тензора РU'Ч'ЧU 

(1.9.38) 

Операци..я свертывани..я за:ключается в том, у тензора выбираются два инде:кса, один 
верхний, другой нижний, и выполняется суммирование всех компонент тензора, в ко
торых два выбранных индекса имеют одинаковые значения. Так как для поверхностей 
индексы принимают значения 1 и 2, то ковариантные компоненты тензора Риччи по
верхности равны 

RiJ = µ1µ2giJ· 

Найдем уравнения, :которым должна удовлетворять геодезичес:кая :кривая на по

верхности и1 = u 1 (s), и2 = u2 (s), где s - длина дуги :кривой. По определению, 
прое:кция вектора :кривизны геодезической кривой kn на :касательную плоскость :к по
верхности должна быть равна нулю. Найдем ве:ктор :кривизны произвольной :кривой 
на поверхности 

d2
r (du1

)
2 

du
1 

du
2 (du2

)
2 

d2 и1 d2u2 

kn - ds2 = r11 ds + 2r12 ds ds + r22 ds + r1 ds2 + r2 ds2 = 
dui dui d2uk dui dui d2uk dui duj 

- Гij ds ds + rk ds2 - rkГijk ds ds + rk ds2 + mbiJ ds ds . (1.9.39} 

По определению, вектор геодезической :кривизны равен проеRuии вектора кривизны 
:кривой на касательную плос:кость :к поверхности, т. е. он равен uентору 

от:куда следует, что координатные функции ui(s), i - 1, 2, геодезической кривой долж
ны удовлетворять уравнениям 

(1.9.40) 
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Сама геодезичес~<.ая ~<.ривизна линии на поверхности равна длине ве~<.тора геодезичес~<.ой 
нривизны q, приведенного выше. 

Для моделируемых нами поверхностей будет известна их ве~<.торная фун«ция. От 
нас будет требоваться умение получить всю необходимую информацию о поверхности 
по ее радиус-ве«тору. Выпишем полученные выше равенства, выразив все величины 
через радиус-ве~<.тор поверхности и его производные. Ита«, задана ве~<.торная фуннция 
r двух nараме:rуов u\. и u"l, nуинимающих oRO.'\~i=!.иn Ro. \:1?.Я.он.~"'Л ~n.o..~'tVL {\·. 

r = r(u1
, и2 ), и1 , и2 Е11. 

По ее производным найдем ве«тор нормали, взаимный базис и ~<.оэффициенты ~<.вадра
тичных форм; 

8r 
ri = oui' gii = ri · Гj, g= IGI = g11g22 - g12g21, 

r1 х r2 1 r2 х m 2 m х r1 
m= , r = , r = , .;g y'g .;g 

(1.9.41) 

gij = ri · rj, bij = r ij • m, Ь/ = -mi · rj. 

По вторым и третьим производным найдем символы I\ристоффелFI и деривационные 
формулы базисов поверхности в заданной точ~<.е 

г .. k - r··. гk 
~з - ~з ' 

8bij 
- - r··k · m+ r·· · mk 8uk - ~з ~з ' 

8r· · 
Гik = OU~ = Гik 3 Гj + bikШ, 

(1.9.42) 

В равенствах (1.9.41) и (1.9.42) верхние и нижние инде~<.сы принимают значения 
от 1 до 2. Вся необходимая информация о поверхности может быть получена на основе 
равенств (1.9.41) и (1.9.42) при известной вен.торной фун«ции (1.7.1). Из них мы 
видим, что для описания поверхности требуютсFI производные ее радиус-ве«тора до 
третьего поряд«а в~<.лючительно. 

1.1о:КривоJIИНейные ноординаты 

Наряду с де«артовыми прямоугольными системами ~<.оординат можно использовать 
и другие в общем случае «риволинейные ~<.оординатные системы. Та«ие ноординатные 
системы нужны та~<.же в неев~<.лидовых пространствах. В ~<.риволинейной системе ноор
динат при дифференцировании вен.торных фуннций приходится учитывать изменение 
базисных ве«торов системы, что значительно усложнFiет описание геометричес~<.их объ
е«тов. ·Но в определенных случаях «риволинейные ноординаты удобнее, чем денартовы. 
Мы уже стал«ивались с двухмерной нриволинейной системой ноординат, ноторая стро
илась по параметричесним линиям на поверхности. Мы вынуждены были ими поль
зоваться, та« нан в общем случае на «риволинейной поверхности невозможно постро
ить единую двухмерную де«артову прямоугольную систему ноординат. Мы рассмотрим 
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нриволинейные системы координат, чтобы знать, нание трудности нас ожидают при 
их использовании и чтобы уметь эти трудности преодолевать. Тан нан геометричесние 
объенты не зависят от системы координат, то для их описания можно построить и 
использовать математичесний аппарат, инвариантный по отношению к системе коор
динат. 

Пусть мы иl\;{еем в распоряжении эталон единицы длины и инструмент для измере
ния углов. С их помощью в той точке пространства, в ноторой мы находимся, можно 
построить декартову прямоугольную систему :координат с началом в этой точне и ба-

зисом е1 , е2 , е3 . :Координаты точен в ней обозначим через х 1 , х2 , х3 • Пусть имеются 
непрерывные дифференцируемые и однозначные фуннции 

ul = ul(xl' х2' хз), и2 = и2(х1) х2' хз), из= uз(х1' х2' хз), 

тание, что обратные им фуннции 

(1.10.1) 

(1.10.2) 

также являются непрерывными дифференцируемыми и однозначными. Потребуем, 
чтобы определитель матрицы .Яноби системы (1.10.2) был отличен от нуля: 

8х1 8х1 8х1 

8и 1 8и2 8и3 

8х2 8х2 8х2 

#о. (1.10.3) 
диl ди2 8uЗ 

8х3 8х3 8х3 

8и1 8и2 8и3 

Если один из параметров в (1.10.2) зафинсировать (иi = const), то мы получим неното
рую поверхность в пространстве, :которую назовем поверхностью i-й группы. Функции 
(1.10.2) должны быть такими, чтобы поверхности одной группы не пересенались друг 
с другом. В этом случае параметры и1 , и2 , и3 могут служить :координатами точен в 
рассматриваемом пространстве. Поверхность i-й группы называют i-й координатной 
поверхностью, а линии пересечения ноординатных поверхностей разных групп назы

вают ноординатными линиями. 

Метричее:ки:й тензор. В каждой точне R( и 1 , и2 , из) пространства можно построить 
локальную систему координат с началом в данной точне и базисными функциями r 1 , 

r2, rз, определенными следующим образом: 

(1.10.4) 

В силу (1.10.3) венторы r 1, r 2, r 3 неномпланарны и могут быть использованы в :качестве 
базиса для разложения по нему любого другого вентора в этой точне пространства. Этот 
базис будем называть касательиым базисом. Базисные венторы r1, r2, rз в каждой 
точке различны, и поэтому по ним можно производить разложение тольно тех векторов, 

ноторые вычислены в этой же точне пространства. Базисный вентор rk направлен 
по насательной н k-й :координатной линии в данной точне, его длина в общем случае 
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отлична от единицы. Нвадрат длины бес1юнечно малого отрезна, заданного беснонечно 
малыми приращениями ноординат dи1 , dи2 , dи3 , равен 

2 . . . . 
ds = ri · rj dиi dи3 = 9ij dи1 dи3 . 

Ноэффициенты 

gij = gij(и1 , и2 , из) = ri · rj, i, j = 1, 2, 3 (1.10.5) 

являются ковариантными компонентами метрического тензора в точне R( и1 , и2 , из). 
При переходе н другой нриволинейной системе ноординат и 1 ', и2 ', из' новариантные 
номпоненты метричесного тензора 9kn' в новой системе ноординат связаны с номпонен
тами 9ij соотношениями 

где 

8иi 
Aik' = 8иk'. 

Аналогичными соотношениями свFiзаны и базисные венторы нриволинейных систем 

(1.10.6) 
Матрицу, составленную из новариантных ноыпонент метричесного тензора, будем обо
значать через G, нан и матрицу ноэффициснтuв первой нвадратичной формы поверх-
ности. Обратную ей матрицу будем обозначать через G- 1 . 

Для насательного базиса r 1 , r 2 , rз в наждой точне можно построить взаимный базис 
r 1 , r 2 , rз по правилу 

ri·rk=8/, (1.10.7) 

где б/ - символы Кронекера, они принимают значения б/ 1 при i = k и 8/ = О 
прИ i f k. Для нахождения венторов взаимного базиса представим их в виде разложе
ния по насательному базису с неизвестными ноэффициентами. Из приведенных вЬiше 
условий получим систему линейных алгебраичесних уравнений относительно исномых 
ноэффициентов. После ее решения получим ноэффициенты разложениFI венторов вза
имного базиса по венторам насательного базиса 

(1.10.8) 

где li - ноэффициенты матрицы G-1 • Ноэффициенть1 li = rk · ri называются кон
травариантными компонентами метрического тензора, заданного в системе ноор-

динат и1 , и2 , и3 • При переходен другой нриволинейной системе ноординат и1 ', и2 ', и3 ' 
•/ 

нонтравариантные номпоненты метричесного тензора gnз в новой системе ноординат 
связаны с номпонентами li соотношениями 

где •'. 

gn'j' = An1 kAj' itfi' 

., 8иj' 
АЗ.--~ - а .. 

и~ 

Аналогичными соотношениями связаны и венторы взаимных базисов нриволинейных 
систем 

(1.10.9) 
Тан нан G-1 является обратной матрицей G, то их произведение равно единичной 
матрице, отнуда следует, что смешанные номпоненты метричесного тензора равны 

фуннции б/ 
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Вевторы взаимного базиса и васательного базиса связаны соотношениями 

2 rз х ri 
r = ' 

л 
з ri х r2 

r = y'g ' (1.10.10) 

rz = r 3 х r 1 Jg, rз r 1 х r 2 /g, 

где g равен определителю матрицы G. Последние соотношения можно записать в виде 

или 

где используются символы Леви- Чивита eijk и eiJk· Величины eijk и eiJk равны О, если 
в среди индевсов встречаются одинановые; равны 1 для последовательности инденсов 
1, 2, 3 и получающейся из нее нруговой перестановной последовательностей 2, 3, 1 и 
3, 1, 2; равны -1 при нарушении этого порядна (для последовательности индевсов 3, 2, 1 
и получающейся из нее нруговой перестанов:кой последовательностей 2, 1, З и 1, 3, 2). 

В нриволинейной системе ноординат произвольный вентор а может быть разложен 
по насательному или взаимному базису и представлен в виде 

Результатом операции свалярного произведения венторов а и Ь является число, воторое 
в зависимости от представления вевторов равно 

(1.10.11) 

Их венторное произведение может быть представлено в виде 

· · k · ·k rk 
ах Ь = a2 Ь1 eijky'gr = aibjei1 · /{j' (1.10.12) 

где использовались равенства 

eijk 
1 

-- (ri х ri) · rk, е r;;.g (r х r ) r ijk у 5 = i j . k. 
л 

Величины 

я:вля:ются соответственно нонтравариантными и новариантными номпонентами тен

зора Леви- Чивита. 

Символы Кристоф феля. Найдем изменение вевторов насательного базиса при пер ехо
де из точви R(и 1 , и 2 , и3 ) в беснонечно близвую в ней точну R1 (и 1 +би 1 , и2+&и2 , и3 +би3 ). 
С точностью до линейных слагаемых относительно биi, i - 1, 2, 3 изменение базисных 
вевторов можно представить в виде 

(1.10.13) 
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k 
где Г ij -, неизвестные пока коэффициенты разложения производных r ij касательного 
базиса по самому базису r1 , r2, rз. Умножив равенство 

скалярно на r1 , r2 и rз, получим систему уравнений для Г ij k 

ri/gн + Гij 2g12 + Гij 3 g13::: Гij,1 = Гij. r1, 

ri/ g21 + Гij 2 g22 + Гij 3 
g23 = Гij, 2 = Гij . r2, 

ri/gз1 +Гij2g32 + rij
3

g33 = Гij,3 = Гij. r3. 

(1.10.14) 

(1.10.15) 

Коэффициенты гii, k = Гij. Гk, могут быть выражены через производные ковариантных 
компонент метрического тензора. Для этого выпишем известные равенства 

в которых циклически переставляются индексы i, j, k; индексы могут принимать зна
чения от единицы до размерности пространства. Продифференцируем первое равенство 

по ui, второе по uj, третье - по uk и получим 

дgjk 
r · · · rk + r · · rk · = --з~ J i диi ' 

Если сложим первые два равенства и вычтем из них третье, то получим формулу для 
определения коэффициентов Гij, k 

(1.10.16) 

Теперь решим систему уравнений (1.10.15) относительно Гijk и получим равенства 

(1.10.17) 

Саму систему (1.10.15) перепишем в виде 

(1.10.18) 

Подставим в (1.10.17) равенства (1.10.16) и получим окончательное выражение для 
коэффициентов в разложении (1.10.13) 

(1.10.19) 

Коэффициенты Гij, k называются символами Rристоффеля 1-го рода, а коэффициенты 

Гijk называются символами Кристоффеля 2-го рода. Они выражаются через компо
ненты метрического тензора и их частные производные по криволинейным координа
там. Символы Rристоффеля не являются компонентами тензора. Как можно заме
тить, соотношения (1.10.15)-(1.10.19) идентичны соотношениям (1.9.15)-(1.9.19) для 
оболочек с той лишь разницей, что размерность пространства параметров оболочки на 
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единицу меньше. Мы использовали те же обозначения для компонент метрического 
тензора, символов :Кристоффеля, касательного и взаимного базиса. Все полученные 
для них соотношения справедливы для пространства любой размерности. 

Векторная фу:ннция. В де:картовой прямоугольной системе координат :компоненты 
радиус-вектора точ:ки равны :координатам этой точ:ки пространства. В криволинейной 
системе поняти~ радиус-ве:ктора ка:к преобразования, переводящего начальную точ:ку 
1:юординатной системы в заданную точку пространства, теряет смысл. 

Линию в криволинейной системе :координат можно описать :ка:к совокупность фун:к-

ций и1 = и1 (t), и2 = и2 (t), и3 = и3 (t) параметра t. Пусть приращению бt параметра 
нривой соответствуют приращения :координатных фун:кций би1 , би2 , би3 • Тогда ве:ктор 
r1 би1 + r2би2 + r3би3 будет направлен по касательной :к :кривой. Если поделить его на 
дt и устремить б t к нулю, то в пределе мы получим ве:ктор производной кривой 

(1.10.20) 

Производная кривой представляет собой векторную фун:кцию параметра t. 
Поверхность в :криволинейной системе координат может быть описана как сово:куп-

ность функций и1 = и1 (v, w), и2 = и2 (v, w), и3 = и3 (v, w) двух параметров v и w. 
Касательные к v-линиям и w-линиям поверхности ве:кторы обозначим через v и w. 
Эти ве:кторы определяются равенствами 

) аи i ( v' w) i ( ) 
v(v, w = av ri = v v, w ri, 

) 8и i ( v, w) i ( ) 
w(v, w = дw ri = w v, w ri, 

и представляют собой векторные функции параметров поверхности. Свойства поверх
ности могут быть определены с помощью кривых на ней, поэтому далее мы будем 
исследовать некоторую ве:кторную функцию a(t) параметра t. 

При вычислении производной ве:кторной фун:кции нужно учитывать то, что базис
ные векторы в каждой точ:ке пространства в общем случае различные. В де:картовой 
системе координат базисные ве:кторы во всех точ:ках пространства одина:ковы по вели
чине и направлению, поэтому при дифференцировании они выступают в роли :констант. 

Пусть изменению параметра бt :кривой соответствует приращение :координат би 1 , би2 , 
би3 . Найдем приращение ве:кторной функции а( t), связанной с этой кривой. Потре
буем, чтобы максимальная из величин биi стремилась :к нулю при бt -+ О. Приращение 
векторной функции в местном базисе точки и 1 (t), и2 (t), и3 (t) равно 

да= a(t + бt) - a(t) = ai(t + дt)(ri + бri) - ai(t)ri = ai(t + бt)(ri + Гijkrkбиi) - ai(t)ri. 

Поделив зто равенство на бt и устремив бt к нулю, получим формулу для производной 
венторной фун:кции 

da dai i k dиi dai nr i dиi (dai n idиi) ( ) 
dt = dt ri +а Гij rk dt = dt ri +а nj ri dt = dt +а Г nj dt ri. 1.10.21 

Выражение 

(1.10.22) 

называется абсолютной или ковариантной производной :контравариантных :компо
нент векторной фун:кции в направлении кривой и1 (t), и2 (t), и 3 (t). 
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:Касательный базис и взаимный базис в некоторой точне пространства равноправны, 
поэтому ве:ктор a(t) кривой может быть разложен та:кже по взаимному базису в точне 
кривой 

(1.10.23) 

где ai ковариантные компоненты вектора а. Для вывода производной a(t) в данном 
представлении нужно знать, ван меняются векторы взаимного базиса при переходе из 
точни R(u1 , и2 , из) в бесконечно близкую н ней точну R 1 (u 1 +ди 1 , и2 ди2 , из +диз). 
Дифференцируя равенства (1.10.7), получим 

8rk дri k п k k 
r· · - - -- · r - -r" r · r - -Г· · Z дuj - дuj - Z:J n - tJ , (1.10.24) 

откуда следует, что -Гijk нвлпш1тп коэффициентами разложения производных дrk /диi 
по взаимному базису · 

k - 8rk Г k i 
r ; - диj = - ij r . (1.10.25) 

Действительно, если мы сналнрно умножим равенство (1.10.25) на ri, то получим ра
венства (1.10.24). Таним образом, с точностью до линейных слагаемых относительно 
биj изменение векторов взаимного базиса равно 

(1.10.26) 

Используя покомпонентное представление (1.10.23), получим формулу для производной 
ве11торной функции кривой 

Выражение 

(1.10.28) 

называют абсолютпой или .коаариаптпой произв одпой ковариантных :компонент ве:к
торной функции в направлении кривой и1 (t), u2 (t), uЗ(t). 

Нан можно видеть, производная векторной функции представляет собой танже век
торную функцию. Дифференцируя представления 

da Dai i 
----r 
dt - dt ' 

и, используя формулы {1.10.21) и {1.10.27), можно получить для векторной функции 
а( t) производные более высоного порядна. 

Параметр t :кривой определяет некоторую точну пространства, поэтому компоненты 
венторной функции зависят от :координат точен, через :которые проходит :кривая. Пред
ставим, что в каждой точни пространства задана векторная функция а(и1 , и2 , из). Та
:кан векторная функция определяет в пространстве векторное поле. 

Ковариантные производнь1е. Найдем изменение векторного полн при переходе из 
точ:ки R(u1 , и2 , и3 ) в бесконечно близкую н ней точну вдоль одной из :координатных 
линий. Пусть этому переходу соответствует изменение ноординаты и3 на бесконечно 
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малую величину биj. Приращение венторного поля в представлении через нонтрава
риантные номпоненты а( и1 , и2 , и3 ) = airi с точностью до линейных по би; членов 
равно 

8ai . · 8ri · 
ба--8 .би3ri+ai-8 .би1 . 

из из 

Поделив обе части этого равенства на би; и устремив би1 :к нулю, получим формулу для 
производной венторного поля в представлении через :контравариантные номпоненты 

Выражение 

(
aai пг i) 
диJ +а nj Гi. 

t7 i aai пг i 
v ja = -а . + а nj 

из 

(1.10.29) 

(1.10.30) 

называется ковариантной производной нонтравариантных :компонент венторного поля. 
Приращение ве:кторноrо поля в представлении через :ковариантные номпоненты 

а(и1 , и2 , и3 ) = airi с точностью до линейных по биJ членов равно 

Отсюда получим формулу для производной венторноrо поля в представлении через но
вариантные номпоненты 

( 
aai n n) i 
ВиJ - а Гij r . (1.10.31) 

Выражение 

(1.10.32) 

называют ковариантной производной новариантных :компонент ве:кторноrо поля. 
Итан, нами получены формулы (1.10.22) и (1.10.28) для вычисления производных 

вектора нривой a(t) по параметру t в произвольной :криволинейной системе ноординат. 
Формулы (1.10.22), (1.10.28), (1.10.30), (1.10.32) представляют собой аппарат абсо
.п.ютиого диффереицироваии.я, ноторый дает формулы вычисления производных вен
торных фуннций в любой системе :координат. Ценой универсальности этого аппарата 
является необходимость вычисления производных базисных венторов по ноординатам 
выбранной системы ноординат. Для вычисления производной ве:ктора нужно знать его 
разложение по насательному или взаимному базису точ:ки, в :которой он задан. 

По:кажем, что компоненты метричесного тензора можно выносить из-под зна:ка :ко-

вариантной производной \lj. Дифференцируя равенства gki = Гk · ri и f!-i = rk · ri и 
используя (1.10.14) и (1.10.25), получим выражения для производных номпонент ме
тричесноrо тензора 

ki 
8g ,Jmг i пiг k 
-а . - -5 nj - g nj • 
из 

(1.10.33) 

(1.10.34) 
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Подставив в равенство (1.10.30) соотношения ai = f/'kak и (1.10.34), получим 

(1.10.35) 

Во время преобразований мы меняли обозначение немых индексов. Это вполне до
пустимо, тав кав немой индекс не входит в результат и, следовательно, может быть 
обозначен любой буквой. Аналогично подставив в равенство (1.10.32) соотношения 
ai = gikak и (1.10.33), получим 

(1.10.36) 

Из равенств (1.10.35) и (1.10.36 ) следует вывод о том, что компоненты метрического 
тензора можно выносить из-под знана ковариантной производной. 

1.11.*Тензоры в вривоJIИНейных ноординатах 

В криволинейных координатах мы рассмотрим понятие тензора объекта, опера-
циИ над которым не зависят от координатной системы. Одним из тензоров является 
метрический тензор. Компоненты первой квадратичной формы поверхности являются 
компонентами метрического тензора параметрического пространства поверхности. При
мерами тензоров могут служить тензор деформации и тензор напряжений сплошной 
среды, тензор инерции твердого тела, тензор кривизны пространства. Тензоры, за
данные для каждой точки ненотор ой области пространства, образуют тензорное поле. 
Тензоры описываются своими компонентами. 

:Криволинейная поверхность представляет собой двухмерный аналог искривленного 
пространства. Продолжим аналогию между трехмерным пространством и поверхно
стью - представителем двухмерных пространств. Если нам известны компоненты 
метрическогq тензора вак функции используемой системы координат, то мы можем 
по ним выполнить исследование некоторых свойствах самого пространства, в частно
сти его кривизны. Выше мы рассмотрели тензор кривизны поверхности. Компоненты 
аналогичного тензора можно вычислить и для трехмерного пространства. 

Тензор RрИВИЗШd. В искривленных пространствах последовательность дифферен
цирования по координатам в общем случае играет роль. При изменении последова
тельности дифференцирования появляются дополнительные слагаемые. Пусть дана 

некоторая векторная функция а= ai(u1
, u2, u3)ri. Рассмотрим некоторую поверхность 

1.Li = ui(t, w), i = 1, 2, 3 в пространстве. Всегда можно выбрать поверхность таи, 
чтобы она проходила через любую заданную точку или линию. Вычислим абсолютный 
дифференЦиал Dta векторной функции при бесконечно малом смещении из точки и1 , 

8и1 8и2 8и3 

u2
, u3 в точку и1 + Bt dt, u2 + дt dt, и3 + Bt dt вдоль поверхности в направлении 

первого ее параметра 
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Аналогично вычислим абсолютный дифференциал Dwa венторной фуннции при бесно-
8и1 8и2 

нечно малом смещении из той же точни и 1 , и2 , u3 в точку и1 + дw dw, и2 + дw dw, 

8и3 

и3 + дw dw вдоль поверхности в направлении второго ее параметра 

Полученные дифференциалы можно танже рассматривать RaR векторные фуннции тех 
же параметров в той же точне. Вычислим теперь дифференциал венторной фуннции 
Dta вдоль поверхности в направлении второго ее параметра и дифференциал венторной 
фуНRции Dwa вдоль поверхности в направлении первого ее параметра 

D D _ (8(Dwa)i _ (D ) Г· .п 8uj) i dt _ 
t wa - дt w а n ~з дt r -

( 
д2аi _ даn Г··n диi _а 8Гi;п 8иj _а Г· .п д2иi _ 
дw 8t дt iJ 8w n 8t 8w n ~з 8w 8t 

даn n дur m диj Г n диr) i d d 
- дw Г ir {)t + ат Г nj дw ir дt r W t. 

Полученные выражения отличаются тем, что в них переставлены местами производные 
по t и по w. Первые и четвертые слагаемые обоих выражений равны. Второе слагаемое 
первого выражения равно пятому слагаемому второго выражения (если немой индене r 
переобозначить через j). Вычтем из первого выражения второе и получим (используя 
возможность переобозначения немых индексов) 
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где введено об означение 

aгir n 

8ui 
(1.11.2) 

Коэффициенты Rrjin нвлнются :компонентами тензора кривизны пространства. Тен
зор :кривизны называют тензором Римана. Он зависит лишь от точ:ки пространства, 
в :которой вычцслен. 

Если в :качестве поверхности ui = ui(t, w) взнть одну из :координатных поверхно
стей и1 == и1 (и2 , и3 ), и2 == и2 (и3 , и1 ), и3 = и3 (и 1 , и2 ), проходнщую через рассматри
ваемую точ:ку, то выражение (1.11.1) примет вид 

(1.11.3) 

таи :ка:к dw = dur и dt == duj. Леван часть (1.11.3) называетсн вторым альтернативным 
дифференциалом ве:кторной фун:кции. Если ве:кторную фун:кцию взнть в виде раз.110--
женин по :касательному базису а == ai(u1 , и2 , u 3)ri, то проведи аналогичный вывод, 
получим следующее выражение длн второго альтернативного дифференциала ве:ктор
ной фун:кции 

(1.11.4) 

Из формулы (1.11.3) видно, что тензор :кривизны нососимметричен по первым двум 
инде:ксам 

(1.11.5) 

:Компоненты тензора :кривизны (1.11.2) нвлнются трижды ковариантными и один 
раз нонтравариантными. С помощью :компонент метрического тензора можно получить 
полностью ковариантные :компоненты тензора :кривизны 

Rrjik = gnkRjrin · 

Если над тензором :кривизны выполнить операцию сверт:ки по инде:ксам n и r, то 
мы получим тензор Ри'Ч'Чи, :ковариантные :компоненты :которого равны 

(1.11.6) 

В евилидовом пространстве все :компоненты тензора :кривизны равны нулю: 

Двухмерное пространство на не:которой поверхности в общем случае не нвлнетсн ев:кли
довым и имеет ненулевой тензор :кривизны. Плос:кан поверхность представлнет собой 
пример ев:клидова двухмерного пространства. Хотя ноординатные линии на плоскости 
могут быть кривыми, все :компоненты тензора :кривизны плос:кого пространства равны 
нулю. Пространства, для :которых :компоненты тензора иривизны везде равны нулю, по 
аналогии с поверхностями называются плос:кими. Изуr:Iением пространств с ненулевым 
тензором кривизны занимаетсн риманова геометри.я. 

Rовариант:иые производные номпонент тензора. Метричес:кий тензор явлнетсн тен
зором второго ранга, а векторы нвлнются тензорами первого ранга. По аналогии с 

записью ве:кторов в виде а = airi = airi можно записать тензор второго ранга, напри
мер, метрический в виде суммы диад базисных ве:кторов 

{1.11. 7) 
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Дифференцируя тензор в данном представлении по правилу дифференцирования суммы 
и произведения функций, получим выражение для ковариантных производных Rомпо
нент тензора второго ранга 

8(gikrirk) 
аиj 

где 

. k 
а gik i k ari k i дr 

=-а . r r +gik-a .r +gikr -а . = uJ из из 

8gik i k г i n k iг k n = -8 . r r - gik nj r r - gikr nj r -
из 

( 
дgik Г n Г n) i k n i k = аиJ - gnk ij - gin kj r r = v j gik r r ' 

n J;i ati ,.пiг k J;n г i 
v j /!, = диJ + б nj + ь ?1-j 

(1.11.8) 

(1.11.9) 

(1.11.10) 

(1.11.11) 

ковариантные производные компонент метрического тензрра. Как и следовало ожи
дать, из соотношений (1.10.33) и (1.10.34) RОвариантные производные вомпонент ме
тричесвого тензора равны нулю. Равенства (1.11.10) и (1.11.11) представляют собой 
определения вовариантных производных ковариантных и контравариантных вомпо

нент тензоров второго ранга (вместо компонент метрического тензора могут быть 
подставлены вомпоненты любого другого тензора второго ранга, так как при выводе 

никание свойства компонент не использовались). 

Аналогично записи векторов в виде а= airi = airi можно записать тензор произ
вольного ранга в виде суммы произведений его компонент на соответствующие базисные 

ве:кторы, например, Т = t~rkrirni. Каждому верхнему инденсу номпоненты тензора 
соответствует вентор касательного базиса r i, а каждому нижнему инденсу - вектор 

взаимного базиса ri. Используя аналогию с венторами, можно получить формулы длн 
новариантных производных :компонент тензора произвольного ранга. Например, диф-

ференцируя правую часть выражения Т = t~rkrirm по правилам дифференцирования 
суммы и произведения фуннций 

д(t~rюrirm) - at: т ki ark m ki дri m ki arm 

а . - -
8 

.rkrir +tm-
8 

.rir +tmrk-
8 

.r +tmrkri-
8 

. = 
~ ~ ~ ~ ~ 

ki 
atm m tkiг n m tkiг n m tkiг m n -
8 

. rkrir + m kj rnrir + m ij rkrnr - m nj rkrir == 
из 

ki 
atm m + tniг k m + tknг i m tkiг n m = -
8 

. ГkГiГ т nj rkrir m nj rkrir - n mj rkrir = 
из 

5 - 5293 Голованов 
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и взяв компоненты при одинаковых триадах базисных векторов результата, получим 
вьrражения для ковариантных производных смешанных компонент тензора третьего 

ранга 

дtki 
t'i tki т + tniг k tknг i tkiг n 
v j т = дui т nj + т nj - n mj · (1.11.12) 

Из полученного результата можно сформулировать общее правило вычисления кова
риантной производной компонент тензора произвольного ранга. Кроме частной про-
изводной данной компоненты тензора дt::: / диi (индексы заменены точками) в кова
риантной производной добавляются еще несколько сумм, каждая сумма соответствует 
одному из индексов. Так каждому нижнему индексу соответствует сумма вида 
-t:~:r ,..1n, а каждому верхнему индексу соответствует сумма вида +t:~;r nj *, где зна
чение соответствующего индекса (обозначенного точкой) переходит от компоненты к 
символам Кристоффеля, а по индексу n производится суммирование. В символической 
записи это выглядит так: 

дt*** 
n t*** *** + t*n* Г * + t*** Г n v j *** = ди1 + . . . *** nj ..• - •.. - •n* *1 -

Оператор Гам:ипьтона. :Ковариантные производные компонент тензора в свою оче

редь являются компонентами некоторого нового тензора Т = V71t~r1rkrirm. Символ \7 
обозначает набла-оператор или оператор Гамильтона, формальная запись которого 
представляется в виде 

а 1 а 1 а 2 а 3 
V7 = дu3r = диl r + дu2r + дu3r . (1.11.13) 

Оператору Гамильтона приписывают атрибуты вектора: он может д~йствовать на 
тензоры тензорно (результатом является тензор, ранг которого на единицу выше ранга 
исходного тензора), скалярно (при этом ранг результата на единицу меньше ранга ис
ходного тензора) и векторно (при этом ранг результата равен рангу исходного тензора): 

· да · · ( даi n) · · \7а == rJ диi = гJri диj - anГij = V71ar.rJr1 = grad а, 

· да · · ( даi п) · \7 ··а= г3 · --. = r3 • ri ---: - anГtj = V71a1 = div а, 
диз дuJ 

У' ха= гj х да. = ~1 х ri (даi. - anГijn) = -1
-efikrk V71ai = rota. 

диз диз ...;g 
Например, в результате действия его на скаляр f (тензор нулевого ранга) 
градиент скаляра 

. дf 1 д/ 2 дf 3 дf 
У'/= г3 диj = r дul +r ди2 +r аиз = grad/. 

(1.11.14) 

(1.11.15) 

(1.11.16) 

получим 

Для тензора Т = t::.rkrirm результат действия оператора Гамильтона имеет вид 

. ат · k . . 
V7T = r 3 --. = V7jt~rJrkrirm = gradT, 

дuJ 

. ат " 
V7 · Т == r1 · --. = \73t~rirm = divT, 

диз 

. ат ejqn . eikn . 
\7 Х Т = r1 Х -

8 
. = Га gkq V'3t~rпrirm = rr;. V71tkmrпrirm = rotT. 

из vg vg 
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Оператор Гамильтона может воздействовать нес:колыю раз на один и тот же объект. 
Так скалярное произведение операторов Гамильтона называется оператором Лапласа 

2 . .. д2 .k . д 
м - м . м - ...tJ - ,,..,, г 'kJ -v -v v-15д 'д. 15 i д .. 

и~ из из 
(1.11.17) 

Например, действие оператора Лапласа на скаляр записывается в виде 

V · V'f = V'2 f = divgrad/. 

В декартовой прямоугольной системе :координат оператор Лапласа имеет вид 

(1.11.18) 

Оператор Гамильтона используется при описании тензорных (в частом случае ска
лярных или векторных) полей. Приведенные формулы позволяют записывать уравне
ния для математических объектов безотносительно к какой-либо системе .координат. 
Если некоторый вектор а= а(и1, и2 , и3) является функцией своего положения в про
странстве, то дифференциал этого вектора da с использованием оператора Гамильтона 
можно выразить следующим образом: 

да . . да т 
da = -д . du1 = dunrn · r1 -д . = dr · Va = (Va) · dr, 

из из 
(1.11.19) 

где мы использовали обозначение dr = dunrn. 
Формулы ДJIЯ векторmп фунвций. Итак, мы получили формулы для работы с геоме

трическими объектами в :криволинейной системе координат. Для моделируемых нами 
.кривых и поверхностей всегда будем считать известными определяющие их :коорди
натные функции. Умен вычислять производные векторных функций в :криволинейной 
системе координат, мы сможем получить всю геометрическую информацию об объекте. 
Для этого необходимо знать зависимости (1.10.2), .которые по формулам (1.10.4) 
позволят вычислить :касательный базис. Всю остальную геометрическую информацию 
можно описать в терминах криволинейной системы координат. Полученные выше фор
мулы позволяют представлять векторные функции и их производные в виде разложения 
их по касательному или взаимному базису с помощью соотношений 

(1.11.20) 

1.12.* Орrоrонапьные вривоJIИНейные во ординаты 

Описание геометрии объектов в :криволинейных :координатах· является достаточно 
сложным. На практике в большинстве случаев используются ортогональные криволи
нейные :координаты. В ортогональной системе :координат :координатные линии раз
личного семейства взаимно ортогональны. Взаимно ортогональны и векторы r 1 , r 2 , r 3 
:касательного базиса, так как они направлены по :касательным к соответствующим 
:координатным линиям. В ортогональной :криволинейной системе :координат векторы 

5* 
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ri, r 2, r 3 васательного базиса и соответствующие им вевторы r1, r 2, r 3 взаимного 
базиса совпадают по направлению, но длина их в общем случае различна; недиагональ-

ные компоненты метрического тензора равны нулю: т. е. gij =О и g/-j = О при i f:. j, 
.. 1 

а g;i = -.. . Часть символов Кристоффеля в ортогональной вриволинейной системе 
gii . 

координат равна нулю и, следовательно, многие формулы упрощаются. 

Циmmдричесвая система воординат. В начестве примера рассмотрим цилиндриче
свую систему воординат. Параметрами цилиндричесвой системы являются полярный 
радиус и1 = r, полярный угол и2 = r.p и вертивальная ось u3 = z. Цилиндричесвие 
координаты r, r.p, z связаны с декартовыми воординатами х1 , х2 , х3 равенствами · 

Обратные зависимости имеют вид 

1 -х - r cos r.p, 

х2 
r.p = arctg -, 

xl 
z = х3 • 

х2 = r sin r.p, х3 = z. 

Матрица Явоби перехода от декартовой прямоугольной системы воординат в цилиндри
чесвой системе воординат равна: 

8х1 8х1 8х1 

--
8и1 8и2 8u3 

[c~s~ -r Slll r.p 

~] . 8х2 8х2 8х2 

8и1 8и2 8и3 
s1n r.p r cos r.p 
о о 

8х3 8х3 8х3 

-- -
8u1 &u,2 8u3 

Компоненты метрического тензора в новой системе воординат определяются по формуле 

дхi 8xj . 
gkn = диk аиn б/' 

где б/ - символы Кроневера (1.10.7). Цилиндричесвая система координат является 
ортогональной, вомпоненты метричесвого тензора и отличные от нуля символы Кри
стоффеля в н~й равны 

[~ 
о 

~] ~! 
g12 ~3] 

1 о о [gll g12 g!З] 1 
G = g21 g22 g23 r2 G-1 = : g22 g23 о r2 о 

g31 g32 g33 о g32 g33 
о о 1 

Г12,2 = Г21,2 = r, Г22, 1 = -r, 
2 2 1 

Г12 == Г21 = -, Г22 1 == -r. 
r 

Как можно заметить, в цилиндрических воординатах длины первого и третьего век
торов васательного базиса равны единице, а длина второго вевтора, соответствующего 
полярному углу, равна r. 

Векторные функции в цилиндрической системе координат будем выражать с помо
щью векторов :касательного и взаимного базисов следующим образом: 

(1.12.1) 
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Частные производные векторов касательного базиса (1.10.14) по цилиндрическим 
ноординатам равны 

8er _О 
дr - ' 
8е<Р 1 --- -е 

8r - r "'' 
8ez _О 
8r - ' 

8er 1 
----е 
д<р - r IP' 

8eip 
8<р = -rer, 

8ez =О 
8<р ' 

8er 
-- =О, 
дz 

8е"' = 0 az ' 
8ez =О 
8z · 

(1.12.2) 

. Частные производные векторов взаимного базиса (1.10.25) по цилиндрическим коорди
натам равны 

aer 
-- =О, 
8r 
8е<Р 1 
-- - --е"' 8r - r ' 
aez 
--=О, 
ат 

aer 
-- = re"', 
д<р 
8е"' 1 -- - --er 
8<р - r ' 
aez 
--О 
8<р - ' 

aer 
-- -0, az 
де<Р 
-=0 az ' 
деz 

дz -о. 

Мы видим, что неиоторые векторы касательного и взаимного базисов цилиндрической 
системы координат изменяются при переходе от одной точни пространства и другой. 
Все это в общем случае усложняет описание геометрических объектов, но в некото
рых частных случаях использование криволинейных систем является оправданным. 
Формула (1.10.21) для производной векторной функции в цилиндрической системе 
ноординат имеет вид 

da = ( dar _ ralP d<p) е (da"' а"' dr ar d<p) е daz 
dt dt dt r + dt + r dt + r dt <Р + dt (1.12.3) 

Пример кривой. Рассмотрим векторную функцию, описывающую один виток ци
линдрической спирали в цилиндрической системе координат. Пусть ось спирали па
раллельна ez и проходит через начало координат, ее радиус равен р, а шаг равен h. 
Опишем спираль фуннциями координат: 

r(t) = р, <p(t) = t, 
t 

z(t)-h
2

1r, о~ t ~ 27r. 

Касательная спирали в соответствии с (1.10.20) описывается венторной функцией 

h 
a(t) = е'Р + 

2
7r ez. 

Производная венторной функции спирали в соответствии с формулой (1.12.3) равна 

da 
- = -per. 
dt 

В каждой точке спирали она направлена к ее оси и имеет длину р. 
В дальнейшем при построении кривых линий и поверхностей мы будем исполь

зовать декартову прямоугольную систему координат, нак наиболее удобную для вычи
сления производных векторных функций в евклидовом пространстве. При этом будем 
использовать нижние индексы, так как в декартовой прямоугольной системе координат 

новариантные и контравариантньrе компоненты равны. 
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1.13. Математичееная модепь rеометрии объентов 

Моделирование реального или в.оображаемого объента представляет собой со
вонупность действий, RОТОрые позволяют создавать его математичесRую модель, 
редантировать ее, изменять ее положение и ориентацию в пространстве и обес
печиваю;r взаимодействие с другими моделями. Взаимодействием мы называем 
вьrполнение различных операций над моделями: установление зависимости па

раметров одной модели от параметров других моделей, определение взаимного 

положения моделей. Для выполнения этих действий необходима информация 
об объенте. ГеометричесRая информация об объенте может храниться в виде 
струRтурьI данных или может вычисляться. Определим математичесRую мо
дель реального или воображаемого объеша RaR совокупность данных и функ
цuй, позволяющих получить необходимую информацию об объенте и изменять 

Хранимая структура даных 

Набор выполняемых функций 

Рис. 1.13.1. Маrематичесная модель 

его модель требуемым образом (рис. 1.13.1). Программную реализацию струн
туры данных и фувRций называют к.11.ассом. 

ГеометричесRие объенты будут иметь свои данные и свои фуннции. 
· Для построения точRи в струRтуре ее данньrх достаточно хранить три ноор

динаты и иметь фуннции вьmолнения·операций над радиус-веRторами. 
Для построения произвольной линии нужно знать зависимость ее радиус

веRтора r(t) от параметра, область изменения параметра и иметь фунRции 
вычисления производных радиус-вентора. 

Для построения поверхности нужно знать зависимость ее радиус-веRтора 
r(u, v) от параметров, область изменения параметров и иметь фунRции вычи
сления частных производных радиус-вентора. 

Тело мы будем описывать совоRупностью ограничивающих его поверхно
стей, допол~енной информацией об их связях друг с другом. 

С математичесной точни зрения все геометричесние объеRтьr равноправны. 
Для них существует ряд общих вьmолняемых фунRций. Все геометричесRие 
объенты могут быть подвержены модифинациям сдвига, поворота, масштабиро
вания, симметрии, поэтому они должны иметь фунRции, соответствующие этим 
действиям. Кроме того, для работы с геометричесним объентом нужны фунн
ции создания объеRта (RонструRторы), удаления объеRта (деструRтор), фуннция 
создания RОпии объекта, фувRдии доступа R данным объеRта, фунRции р~даR
тирования даннь1х объеRта. МатематичесRая модель должна быть дополнена 
фуннциями, обеспечивающими взаимодействие объентов и выполнение над 
ними различных операций. 

Мы рассмотрели теоретичесние основы геометричесRого моделирования. 
Дальнейшее изложение будет посвящено RОиRретным моделям и -методам их 
построения. 



Глава 2 
МОДЕЛИРОВАНИЕ КРИВЫХ ЛИНИЙ 

2.1. М:атематичеевая модеJIЪ :кривьп mmий 

В данной главе мы рассмотрим способы построения линий. Линиями можно 
описать отдельные геометрические свойства предметов, с помощью линий можно 

представить характерные черты воображаемых объе:ктов. Кривые линии будут 
служить нам в качестве строительного материала для создания поверхностей и 
тел. В свою очередь, линии мы будем описывать с помощью скалярных вели
чин, векторов, точек и других линий. Линии могут быть пространственными 
и двухмерными. Они имеют много общего. Сначала мы рассмотрим простран
ственные линии, а затем остановимся на отличиях двухмерных линий от них. 

Пусть в пространстве задана неноторая глобальная де:картова прямоугольная 
система координат с базисными векторами е1, е2, ез. Мы будем описывать 
пространственную линию векторной фунRцией 

3 

r(t) = L ri(t)ei (2.1.1) 
i=l 

сналярного аргумента t, изменяющегося в пределах tmin ~ t ~ tmax· Компо
ненты r1 ( t), r2 ( t), rз ( t) радиус-вектора точки :кривой r ( t) являются однознач
ными непрерывными фун:кциями параметра t. Та:кое описание линий назы
вается nараметрu'Ческим. Область изменения параметра кривой представляет 
собой отрезон tmin ~ t ~ tmax в одномерном пространстве. Кривые могут быть 
замкнутыми или разом:кнутыми. Для замннутой :кривой г ( t±( tmax-tmin)) = r( t). 

Двухмерную линию мы будем описывать ве:кторной функцией 

r(t) = x(t)i1 + y(t)i2, tmin ~ t ~ tmax· (2.1.2) 

Двухмерные векторы i 1, i2 являются: базисными векторами не:которой деварто
вой системы воординат двухмерного пространства. Во многих случаях двух
мерные линии аналогичны пространственным линиям. 

В общем случае линию можно представить в виде системы двух уравнений, 
1юторым удовлетворяют :координаты радиус-ве:ктора точе:к линии. Каждое из 
этих уравнений можно считать уравнением поверхности, тогда система 9тих 

уравнений представит собой линию пересечения поверхностей. Если линия 
является плоской, то одним из уравнений может служить уравнение плоскости, 
а вторым - уравнение, связывающее двухмерные координаты радиус-вектора 

точек линии в этой плоскости. Если уравнение плоскости опустить, то мы при
дем к двухмерной линии, которая описывается одним уравнением. Такое опи
сацие двухмерной линии называется не.явным. Описание линий уравнениями 
относительно ее координат в отличие от параметричесного описания не всегда 
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однозначно. Оно таиже не является инвариантным относительно преобразо
вания RООрдинат, т. е. при переходе в другую систему Rоординат изменяются 

опись1вающие Rривую линию уравнения. Неявное описание линий используется 
в теоретичесRих исследованиях. При моделировании Rривых линий мы будем 
использовать их параметричесRое представление. 

Для построения математичесRОЙ модели Rривой линии нужно знать зави
симость ее радиус-веитора r(t) от параметра и область изменения параметра t. 
Каждому типу Rривой соответствует свой набор данных и свой алгоритм вы
числения по ним радиус-веитора, а таиже своя область определения параметра 
Rривой. При известной фунRциональной зависимости радиус-веRтора от параме
тра иривой определяется вся ~:еометричесRая информация иривой. Для Rривой 
всегда можно выполнить замену параметра и области ero изменения. 

Общение с математичесиой моделью Rривой происходит следующим обра-. 
зом. Мы обращаемся и фунRциям кривой с неиоторым значением параметра 
И в качестве ответа получаем геометричесRую информацию о кривой в точRе, 
соответствующей заданному значению параметра. Различные фуниции ири
вой выдают различную информацию. Для одних фунRций значение параметра 
должно принадлежать области его определения, для других может выходить 
за области определения. Если функция допускает выход значения параметра за 
область определения, то она должна выдавать геометричесRУю информацию для 
продолжения иривой. 

2.2. Аналитичесвие линии 
Рассмотрим линии, иоординаты радиус-веRтора иоторых могут быть пред

ставлены Rаи аналитичесиие фунRции неRоторого параметра t. Простейшими 
из них являются Rоничесние сечения, спирали и неRоторые другие линии, по

лученные RaR траеRтории движения точеR механизмов. Многие кривые, описы
ваемые аналитичесRими фунRциями, являются или замкнутыми или неогра
ниченными. Для замRнутых иривых областью определения параметра будем 
считать отрезоR параметричесиой оси, в пределах иоторого иривая проходит 

один цикл. Неограниченные иривые мы будем усевать, вводя минимальный и 
маисимальный параметры. 

Прямая линия. Одной из простейших линий является пр.яма.я .tt'U'Н/U.Я. Она 
может быть описана точRой р и веитором а. Радиус-веRтор прямой линии опре
делим зависимостью 

r(t) = р + ta, -оо < t < оо. (2.2.1) 
Длина веRтор а а в общем случае может быть произвольной (но отличной от 
нуля). ТеоретичесRи областью изменения параметра прямой является вся чи
словая ось, но на праRтиRе удобно ввести ограничения для предельных значений 
параметра. В последнем случае мы получим отрезоR прямой линии. 

Отреаон. Другой простейшей линией является отрезок пр.я.мой. Он может 
быть представлен через начальную Р1 и нонечную Р2 точни: 

r(t) = (1 - t)p1 + tp2, О ~ t ~ 1. (2.2.2) 
Введем обозначение v = {1- t), тогда радиус-веRтор отрезиа будет описываться 
формулой 

r{t) = vp1 + tp2, 
о ~ t ~ 1, о ~ v ~ 1, t + v = 1. 

(2.2.3) 
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Величины v и t, на которые умножаются координаты точек р 1 и р2, являются 
барицентр11,ческими координатами. С использованием барицентричес:ких 
координат точек Р1 и Р2 формула отрезиа приобретает симметричный вид. 

Плос:кие :кривые. Описанию плоских кривых в пространстве можно придать 
следующий вид: 

r(t) = р + x(t)ix + y(t)iy, (2.2.4) 

где р - некоторая точка привяз:ки характерной точии :кривой, ix и iy не 
коллинеарные ве:кторы, x(t) и y(t) - скалярные фуниции. Аналогичный вид 
r(t) = р + x(t)ix + y(t)iy имеет описание этих :кривых в двухмерном простран
.стве. Разница заключается в том, что в двухмерном пространстве линии опи-
сьmаются точ:ками и векторами, имеющими две компоненты, а в трехмерном 

пространстве имеющими три компоненты. Точ:ка р и векторы ix и iy вы
браны та:к, что с:калярные фун:кции x(t) и y(t) имеют :каноничес:кий вид. Ка
ноничес:кий вид примет и соотношение, связывающее эти с:калярные фун:кции. 
Ве:кторы ix и iy вместе с ве:ктором iz = ix х iy являются базисом местной де:кар
товой системы :координат, в :которой :кривая.имеет :каноничес:кий вид. Их всегда 
можно представить в виде разложения (1.2.3) по базису е1, е2, ез глобальной 
декартовой системы :координат: 

ix = а11 ei + ai2e2 + а1зез, 
iy = а21 ei + а22е2 + а2зез, 
iz = аз1 ei + аз2е2 + аззез. 

(2.2.5) 

Точ:ка р является началом этой местной де:картовой системы :координат. Она 
та:кже может быть представлена в виде разложения по базису ei, е2, ез глобаль
ной де:картовой системы координат: 

(2.2.6) 

Таким образом, стру:ктура данных аналитичес:ких линий содержит описание 
местной системы в виде начальной точ:ки и трех ортов. При изменении поло
жения и ориентации подобным образом описанной плос:кой :кривой изменяются 
компоненты точ:ки р и ве:кторов ix и iy, а с:калярные фуниции x(t) и y(t) оста
ются неизменными, сохраняя :каноничес11ий вид. 

Окружность. Окружность можно описать, задав ее радиус r, положение 
ц~нтра р и два взаимно ортогональных ве:ктора единичной длины ix, iy, опре
деляющих положение плос:кости о:кружности: 

r(t) = р + rcostix + rsintiy, О~ t ~ 21Г. (2.2.7) 

Окружность является плос:кой :кривой. О:кружность представляет собой геоме
тричес:кое место точе:к на плос:кости, равноудаленных от центра р. Ее неявное 

описание с помощью :координатных функций x(t) = r · cos t, y(t) = r · sin t на 
ПЛОСRОСТИ имеет вид 

х2 + у2 = r2. 

Эллипс. Э.л.лиnс в изложенной :концепции может быть описан радиус-вен-
тором 

r ( t) = р + а cos t ix + Ь sin t iy, О ~ t ~ 2w, (2.2.8) 
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где а и Ь - полуоси эллипса. Скалярные функции х( t) = а · сов t, у ( t) = Ь · sin t 
эллипса связаны уравнением 

Эллипс представляет собой геометрическое место точек на плоскости, для ко
торых сумма расстояний до двух фиксированных точек f 1 и f2 этой плоскости, 

Рис. 2.2.1. Эллипс 

называемых фокусами, есть постоянная величина, равная шах (2а, 2Ь). Пусть 
а> Ь, тогда радиус-векторы фокусов равны 

Эллипс показан на рис. 2.2.1. О1tружность и эллипс являются замннутыми 
линиями. 

rипербола. Гиnербо.11,а может быть описана радиус-вектором 

г(t) = р + achtix +bshtiy, tmin ~ t ~ tmax· (2.2.9) 

Радиус-ве:ктор (2.2.9) описывает толь:ко одну ветвь гиперболы. Вторая ветвь 
гиперболы может быть описана радиус-вектором 

г ( t) = р - а ch t ix + Ь sh t iy, tmin ~ t ~ tmax. 

Скалярные функции x(t) =а ch t, y(t) = bsh t гиперболы связаны уравнением 

Данному уравнению удо'влетворяют и фун:кции x(t) = ±acht, y(t) = ±bsht. 
У гиперболы мы будем использовать только одну ветвь. Гипербола представляет 
собой геометрическое место точек на плоскости, для которых абсолютная вели· 
чина разности расстояний до двух фиксированных точек f1 и f2 этой плоскости, 
называемых фокусами, есть постоянная величина, равная 2а. Радиус-векторы 
фокусов равны 
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Ветвь гиперболы, описываемая функцией (2.2.9), показана на рис. 2.2.2. 

Рис. 2.2.2. Ветвь гиперболы 

Парабола. Парабо.ла может быть описана радиус-вектором 

( ) 
1 2· • 

r t = p
2
pt lx + ptly, (2.2.10) 

1 
Скалярные функции x(t) = 

2
pt2 , y(t) = pt параболы связаны уравнением 

2рх-у2 =О. 
Парабола представляет собой геометрическое место точек на плоскости, для ко
торых расстояние до фиксированной тоЧRи f этой плоскости, называемой фоку-

Рис. 2.2.3. Парабола 

сом, равно расстоянию до некоторой фиксированной прямой d(w), называемой 
директрисой. Радиус-вектор фокуса и директрисы равны 

f р. d( ) р. • == Р + 
2 

ix, W = р -
2 

ix + Wly. 

Величину f = р /2 называют фокусным расстоянием. Парабола показана на 
рис. 2.2.3. 



76 Гл. 2. Моделирование кривых линий 

Дуrа. Дугу окружности можно описать, задав ее радиус r, положение цен-
.... . . 

тра р, два взаимно ортогональных вектора единичнои длины Ix, ly, определяю-
щих местную систему координат, начальный угол а0 , угол дуги а и направле

ние движения s1gn: 

r(t) = р + r cos (ао + t sign) ix + r sin (ао + t sign) iy, О~ t ~а, (2.2.11) 

где sign = +1, если точка перемещается по дуге против часовой стрелки при 
взгляде навстречу вектору iz == ix х iy, и sign = -1, если точка перемещается по 
дуге по часовой стрелке при взг.ляде навстречу вектору iz == ix х iy (в двухмерном 
случае при взгляде на плоско. сть). 

Аналогичной формулой может быть описана дуга эллипса: 

r(t) = р +а cos (а0 + tsign) ix + bsin (ао + tsign) iy, О~ t ~а, (2.2.12} 

где а и Ь - полуоси эллипса. 

Спираль. Ци.линдри'Ческа.я спираль также является аналитической кривой, 
но не является плоской. Она может быть описана положением начала оси спи
рали р, тремя взаимно ортогональными векторами единичной длины ix, iy, iz, 
радиусом r, шагом h и параметрической длиной tmax: 

( ) . . . h t . 
r t = r cos t Ix + r s1n t ly + 21Г lz, (2.2.13) 

Цилиндрическая спираль показана на рис. 2.2.4. Левую спираль можно получить 
путем присвоения отрицательного значения h. 

Производные аналитических линий можно найти дифференцированием ком
понент радиус-вектора по параметру. Рассмотренные линии могут быть заданы 

Рис. 2.2.4. Цилиндрическая спираль 

и несколько иным образом. Например, радиус может быть заменен длиной век
тора (уже не единичной), но в определенных случаях удобнее иметь данные о 
направлении и длине отдельно. 

Можно построить большое количество других плоских и пространственных 
кривых, координаты радиус-вектора которых описываются аналитическими 

функциями. Мы не будем их рассматривать по той причине, что на практине 
они применяются редко. 
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2.3; Кривые второrо порядна 

Эллипс, параболу и гиперболу называют коническими сеченинми, так как они мо
гут быть получены в результате пересеченин конической поверхности с плоскостью, при 
условии, что плоскость не проходит через вершину :конуса. Если угол плоскости с осью 
:конуса больше угла образующей :конуса с его осью, то получим эллипс. Если угол плос
кости с осью нонуса меньше угла образующей конуса с его осью, то получим гиперболу. 
Если указанные углы равны, то получим параболу. Конические сеченин нвлнютсн :кри
выми второго порнд:ка. Выше мы рассмотрели параметрическое представление кониче
ских сечений. В некоторых случанх, например, при обмене данными, приходитсн иметь 
дело с координатными уравненинми длн этих кривых. Поэтому требуется выполннть 
преобразование из ненвного представления в параметрическое и обратно. 

Декартовы координаты х и у на плоскости кривых второго порнд:ка связаны урав
·нением второй степени 

(2.3.1) 

где с11 , С22, сзз , с12, с13, с23 - коэффициенты, опр еделнющие тип кривой, ее положе
ние и ориентацию на плоскости (хотн бы один из :коэффициентов с11, С22, С12 должен 
быть отличен от нулн). При перемещении или повороте :кривой второго порндна :ко
эффициенты сн, С22, сзз, С12, с1 з, с2з не остаютсн неизменными. Путем поворота и 
перемещения начала системы rюординат уравнение (2.3.1) можно преобразовать :к наи-
более простому виду, называемому :каноническим. Величины 

С11 С12 С13 

11 = с11 + с22, 12 = с11с22 - с12с12, lз = с12 с22 с2з 
С13 С23 С33 

(2.3.2) 

нвлнются инвариантами линии второго порядка (2.3.1) относительно преобразований 
денартовой системы координат. Это можно доказать, рассмотрев преобразование пере
носа начала системы координат в точку ХоУо и поворота на угол r.p 

х == х' cos r.p - у' sin <Р + хо, 
у = х' sin r.p +у' cos r.p + Уо· (2.3.3) 

Тип линии второго порндка и ее положение в пространстве определнются значенинми 
инвариантов I1, I2, 13. 

В расширенной матричной записи уравнение :кривой второго порядка (2.3.1) 
имеет вид 

RT·Cc·R=O, 
где использованы расширенный вентор (1.4.3) 

R= ю 
и расширеннан матрица 

Се= [~:~ ~:: ~~:] . 
С13 С23 С33 

В расширенной матричной записи преобразование координат (2.3.3) имеет вид 

R=Аот ·R') 
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где Ао - расширенная матрица: 

Ао = [~~~:~ 
хо 

sin~ 

cos~ 

Уо 

Заметим, что определитель матрицы А0 равен единице. После перехода к новым 1юор
динатам х', у' получим уравнение :иривой второго порядиа 

R , т А С А т R' О R' т · Се' · R' -- О, . о . с . о . = или где Се' = Ао · Се · Ао т, 

откуда следует, что 13 есть инвариант относительно преобразования (2.3.3). Действи
тельно, 

Доказательство инвариантности величин 11, 12 может быть выполнено путем замены 
координат (2.3.3) в (2.3.1) и вычислении величин (2.3.2) аналогично доказательству 
инвариантности 13. 

Информации о типе линии и ее параметрах содержитсн в характеристической ква
дратичной форме, составленной из квадратичных членов относительно координат. 
Предположим, что найдена система координат О'х'у', в которой уравнение кривой вто
рого порядка имеет канонический вид 

Л1х' 2 + Л2у' 2 + l - О. 

В силу свойства инвариантов будем иметь равенства 11 = Л.1 + Л2, 12 = Л1Л2 , 13 = 
= Л1 Л2l, откуда следует, что свободный член в каноничесиом уравнении равен l = 
= ·l3/(Л.1Л2) = 13/ 12. Кривая второго порядна может быть приведена к уиазанному 
каноническому виду, если 12 =f:. О. Кривые такого вида называются центральными. 
Для определения остальных ианонических коэффициентов центральной иривой второго 
поряд:иа составим квадратный многочлен 

корнями которого являются канонические коэффициенть1. Так как 11 и 12 в любой 
системе координат имеют одни и те же значения, то следует вывод, что канонические 

коэффициенть1 Л.1 , Л.2 кривой второго порядиа являются корнями уравнения 

которое называется характерисmu'Чески.м уравнен.ие.м. В матричной записи характе
ристическое уравнение имеет вид 

С12 

С22 - Л =О. 

Таким образом, канонические иоэффициенты явлmотся собственными значениями ма
трицы характеристической квадратичной формы кривой второго порядка. :Корни Л. 1 , Л.2 
хара:итеристичес:иого уравнения являютсн действительными, так как матрица характе
ристичесиой квадратичной формы симметричнан. 

Если 12 =О, то один из :иорней характеристического уравнения равен нулю. Пусть 
это будет первый по счету иорень, и пусть 13 f. О. Тогда кривая второго порядка может 
быть приведена к виду 
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В силу свойства инвариантов для данного уравнения будем иметь равенства J1 = .Л.2 , 

/2 =О, 13 = -.Л2J2 . Отсюда следует, что J 2 = -13 /.Л. 2 = -13 /11. Такая нривая не 
является центральной и имеет действительные точни при 13 / 11 < О. 

Приведем нлассифинацию линий второго порядка. Тип линии оп.ределяется знаном 
инварианта 12: 

• э.л..л.иnmu'Чвский mun, если /2 > О, 
• nарабо.л.u'Ческий mun, если 12 = О, 
• 2иnербо.л.u'Ческий mun, если J2 < О. 
Для того чтобы линии второго порядна не вырождались в прямые, необходимо, 

чтобы 13 =f:. О. Если линия имеет эллиптичесний тип и ( 13 /11) > О, то уравнению 
(2.3.1) не удовлетворяет ни одна точна плосности, а уравнение назЫБают уравнением 
мнимого эллипса. Мы получим эллипс при 12 >О, 13 -:/=О и (Iз/ /1) < О, гиперболу 
·при / 2 < О и Iз -:/= О, параболу - при /2 = О и Iз -:/= О. 

Каждая :кривая второго порядна (2.3.1) в неноторой системе :координат принимает 
наноничесний вид. Эту систему назьшают главной центральной (если линия имеет 
центр) системой :координат. Rривая имеет центр, если 12 -:/= О. Двухмерные :коор
динаты х0, у0 центра системы :координат, в :которой :кривая второго порядна примет 
наноничесний вид, находятся из системы уравнений 

и равны 

снхо + с12Уо + С1з = О, 
С12Хо + С22Уо + С23 =о (2.3.4) 

(2.3.5) 

Угол поворота с.р главной системы :координат относительно исходной удовлетворяет 
системе уравнений 

(сн - .Л) cos 'Р + с12 sin 'Р =О, 

с12 cosrp + (с22 - Л) sin 'Р =О, 
(2.3.6) 

где Л - :корни харантеристичесного уравнения. Если :корни харантеристичесного урав
нения различны, то система (2.3.6) имеет одно независимое уравнение. Иснлючим Л 
из уравнений (2.3.6) и получим 

С12 tg с.р + с11 = С12 ctg 'Р + С22. (2.3.7) 

Если с12 f=. О или с11 -:/= с22, то мы можем найти угол поворота с.р главной системы 
:координат. Он определяется равенством 

(2 ) 
С11 - С22 

ctg с.р = 
2 

. 
С12 

(2.3.8) 

После преобразования :координат в новой системе уравнение :кривой (2.3.1) при
мет вид 

2 2 /3 
Л1х + Л2У + 

12 
= О, 

если 12 f=. О и, следовательно, оба :корня харантеристичесного уравнения отличны от 
нуля и 
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если 12 = О и, следовательно, один из норней хара:ктериетичес:кого уравнения равен 
нулю (штрих о:коло новых :координат опущен). Если 12 =fi О, то :каноничес:кое урав
нение :кривой имеет симметричный вид и у :кривой'есть центральная точна (эллипс и 
гипербола). В противном случае :кривая не имеет центра (парабола). 

При переходе :к главной центральной системе :координат уравнение :кривой второго 
порядна приобретает :каноничес:кий вид: 

(:)
2

+(~)
2

=1 длн эллипса, 

(:)2 - (~) 
2 

= 1 длн гиперболы, 
2рх _:_ у2 == О для параболы. 

Перенумеруем :корни хара:ктеристичес:коrо уравнения та:к, чтобы >ч ~ Л2 • Полуоси 
эллипса можно найти по формулам 

действительную и мнимую полуоси гиперболы - по формулам 

гт;
а= y->:;J;, 

параметр параболы - по формуле . 

п;
ь =у >:;i;' 

(2.3.9) 

(2.3.10) 

(2.3.11) 

Приведенные формулы позволяют построить параметричес:кие зависимости для 
:кривых второrо порядна по их :координатным уравнениям. Для перехода от параметри
чес:кого представления :к :координатным уравнениям нужно знать :каноничес:кое урав

нение f(x, у)== О, :которым связаны :координатные фун:кции x(t), y(t) :кривой. Пусть на 
плос:кости, в :которой лежит :кривая, заданы местная двухмерная де:картова прямоуголь

ная система :координат и не:которая глобальная двухмерная де:картова прямоугольная 
система :координат. Пусть положение местной де:картовой системы :координат описыва
ется центром в точ:ке q и ортами j 1 и j 2 , заданными в глобальной двухмерной системе 
:координат выражениями 

q = qie1 + q2e2, 

j 1 == cos'f?e1 + sin'r?e2, (2.3.12) 

j 2 - - sin 'Р ei cos 'Р е2, 

rде е1 , е2 ~ базис глобальной двухмерной системы :координат. Местные :координаты 
х, у связаны с rлобальными двухмерными :координатами Р1, р2 уравнениями (1.2.17), 
:которые в принятых здесь обозначениях имеют вид 

х == (Р1 - q1 ) cos 'Р + (р2 - q2) sin 'Р, 

у == - (Р1 - qi ) sin 'Р + (р2 - q2) cos 'Р. 
(2.3.13) 

Для получения уравнения F(p1 , р2 ) = О, связывающеrо глобальные :координаты, под
ставим в уравнение f(x, у)= О выражения (2.3.13) для :каноничес:ких :координат. 
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2.4. Сплайны 

Во многих праRтичесRих задачах аналитичес:кан формула линии не известна, 
но требуетсн, например, чтобы Rриван проходила через заданные точRи, имела 
определенную степень гладкости или в определенных точнах имела заданные 

производные. Рассмотрим та:кие Rривые. 
Довольно большой :класс линий можно построить по совоиупности точе:к. 

Та:кие линии можно назвать точечно-заданными. Это ломанан линин и различ
ные сплайны. Мы рассмотрим кубический сплайн, сплайн в форме Лагранжа, 
сплайн в форме Ньютона и сплайны Эрмита. Задача ставитсн следующим 
образом: имеется сово:купность точеR в пространстве, радиус-веRторы ноторых 
_равны Pi, где i = О, 1, 2, ... , п - номера точе:к; требуетсн построить линию, 
радиус-вектор которой при значениях параметра ti, i = О, 1, 2, ... , п был бы 
равен Pi· Другими словами, необходимо построить интерполнционную :кривую. 
ТочRи Pi, :которые определнют линию и нвлнютсн ее внутренними данными, 
будем называть характеристическими точками кривой, точки ti на числовой 
оси будем называть уз.11,ами, а значения параметра ti будем называть уз.ttовы.ми. 

Ломаная линия. Простейшей точечно-заданной линией явлнется ломанан 
линия. Она состоит из отрез:ков, последовательно соединяющих заданные точ:ки. 
Значение параметра в :каждой последующей точ:ке должно быть больше значенин 
параметра в предыдущей точке ti < ti+1· Радиус-вектор ломаной определяется 
равенством 

r(t) == Pi(l - w) + Pi+1W, 
t - ti 

w = , to ~ t ~ tn, 
ti+l - ti 

(2.4.1) 

где ti ~ t ~ ti+l · Параметр w будем называть местным параметром на участ:ке 
нривой между точ:ками Pi и Pi+ 1 · Перван производнан ломаной линии в точ
иах Pi терпит разрыв по длине и по направлению. Параметр ломаной линии 
изменяется в одномерном пространстве. В этом пространстве длн определения 

Рис. 2.4.1. Ломаная линия 

параметра t мы вправе использовать любую систему координат. Для параме
тра можно использовать систему :координат, где его значение в точ:ке Pi равно 
номеру точ:ки: ti = i. Таиан параметризация называетсн равномерной, а па
раметрическан длина ломаной в таком случае равна числу точек минус один. 
Ломаная линия приведена на рис. 2.4.1. 

Ломанан может быть зам:кнутой, в этом случае перван хара:ктеристичес:кая 
точ:ка одновременно нвлFrетсн и последней. Параметричес:кан длина замкнутой 
ломаной линии равна числу точе:к, на :которых она задана. Ломаная обладает 

6 - 5293 Голованов 
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рядом полезных свойств: ее тоЧRи легrю вычисляются, ее лег:ко можно реда:к

тировать (вставить новую точ:ку, удалить или сдвинуть имеющуюся), ее лег:ко 
можно разрезать на части, :каждая из :которых та:кже будет являться ломаной 
линией. 

Сплайн Эрмита. Во многих пра:ктичес:ких задачах требуется построить плав
ную :кривую линию, проходящую через заданные тоЧRи. Для этих целей стро
ятся сплайны. Термин «сплайн» для :кривых линий заимствован у названия 
чертежного инструмента - упругой гиб:кой линей:ки, :которая может изгибаться 
та:к, чтобы проходить через заданные тоЧRи. 

Если задана последовательность m + 1 точе:к, через :которую должна пройти 
:кривая, и производные ее радиус-ве:ктора в этих точ:ках, то по этим данным 

можно построить сплайн, опИсываемый полиномом степени 2m + 1 и носящий 
имя Эрмита. Мы рассмотрим частный случай сплайна Эрмита для m = 1. 

Ломаную линию можно рассматривать в :качестве составной :кривой, постро
енной из отрез:ков прямой линии. По аналогии можно построить составную 
:кубичес:кую :кривую, состоящую из сплайнов Эрмита третьей степени, глад:ко 
сты:кующихся между собой. Построим составной сплайн Эрмита, проходящий 
через заданную последовательность точе:к и имеющий в этих точ:ках заданные 

производные. Пусть радиус-ве:кторы этих точе:к равны Pi, ве:кторы производных 
:кривой в этих точ:ках равны qi, а значение параметра в этих точ:ках равны ti 
(ti < ti+1), где i =О, 1, 2, ... , п - номера точе:к. На участ:ке между тоЧRами Pi 
и Pi+l составной сплайн Эрмита является полиномом третьей степени местного 
параметра w 

ri(w) = ао + a1w + a2w2 + азw3 , 
t - ti 

w = ' ti+l - ti 

(2.4.2) 

Местный параметр w изменяется от О до 1. Ве:кторы aj, j = О, 1, 2, 3 найдем 
из условий на границе участ:ка :кривой 

r i (О) = Pi, r i ( 1) = Pi+ 1, 

r/(O) = qi, r/(1) = qi+l· 

После решения этой системы уравнений и подстанов:ки ис:комых значений в 
(2.4.2), получим зависимость радиус-ве:ктора для сплайна Эрмита 

r(t) = Pi(l - Зw2 + 2w3
) + 

+ Pi+l (Зw2 - 2w3
) + qi(w - 2w2 + w3

) + qi+l (-w 2 + w3
) = 

= o:o(w)pi + 0:1 (w)Pi+l + /Зo(w)qi + /31 (w)qi+1, (2.4.З) 

t - ti 
w = , to ~ t ~ tn, 

ti+l - ti 

где ti ~ t ~ ti+l · В (2.4.З) введены обозначения для фун:кций 

o:o(w) = 1- Зw2 + 2w3, 

f30 (w) = w - 2w2 + w3, 

0:1 (w) = Зw2 - 2w3, 

/31 ( w) = -w2 + wз' 
(2.4.4) 
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удовлетворяющих равенствам: 

ао(О) = 1, 
о:о'(О) =О, 

/Jo(O) =О, 
fЗо' (О) = 1, 

ao(l) =О, 
o:o'(l) =О, 
fЗo(l) =О, 

fЗо' (1) =О, 

а1 (О) =О, 

а1'(О) = О, 
f31 (О) = О, 
f31' (О) = О, 

а1 (1) = 1, 
a1'(l) =О, 
f31(l) =о, 
(31'(1) = 1, 
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rде штрих означает дифференцирование по w. Если точии Pi расположены рав
номерно, то можно принять значения параметра в точиах Pi равные номерам 
точен: ti = i. При неравномерном расположении точен Pi параметричес:кое 
расстояние ti+ 1 - ti можно положить пропорциональным расстоянию между 
соответствующими точиами IPi+I - Pil· Составной сплайн Эрмита может быть 
зам:кнутым. 

Мы рассмотрели случай, иогда для :кривой заданы производные в точ:ках. 
Если производные qi неизвестны, то их можно вычислить по одной из схем. 
В первом случае их можно положить равными 

Pi+l - Pi-1 
qi = . 

ti+l - ti-1 

При неравномерном расположении точен данный способ определения производ
ных Qi может привести :к появлению нежелательных петель. Для предотвраще-

Рис. 2.4.2. Ломаная линия и составной сплайн Эрмита 

ния появления петель нужно использовать другую схему определения производ

ных qi. Например, их можно положить равными 

Pi - Pi-1 Pi+l - Pi 
qi = Bi+ 1 + Si , 

Si + Si+l Si + Si+l 

где Si = IPi -Pi-11, si+I = IPi+l - Pil - расстояния между соседними точиами. 
По третьей схеме меняются местами вилады расстояний между соседними точ
:ками: 

Pi - Pi-1 Pi+l - Pi 
qi = Si + Si+1----

Si + Si+l Si + Si+l 

На рис. 2.4.2 приведены ломаная линия и составной сплайн Эрмита, постро
енный данным способом - по хара:ктеристичесиим точ:кам ломаной. 

б* 
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При неравномерном расположении точен данный способ определения произ
водных qi, нак и первый способ, может привести к понвлению петель. 

Предложенные схемы не позволяют получить производные радиус-вентора 
нривой на ее краях, если она не замннута. Производные на нраях можно полу
чить исходн из целей, :которые преследуютсн при построении кривой. Найдем 
производные в нрайних точках составной нривой из условин, что в этих точнах 

обращаются в нуль третьи производные радиус-ве:ктора. Длн этого вычислим 
по (2.4.3) производные длн соответствующих участ:ков и подставим в них соот
ветствующие значения параметра, в результате получим 

qo = 2(р1 - Ро) - qi, 
qn - 2(Рп - Рп-1) - qn-1· 

Аналогично можно найти производные в :крайних точках составной :кривой из 
друrих условий. Такими условиями могут служить: равенство нулю вторых про
изводных на концах нривой; равенство производных радиус-вектора на :концах 

заданным значенинм. Составной сплайн Эрмита дает приемлемую аппроксима
цию при большой плотности точен. Вторые производные в харантеристичес:ких 
точках составном сплайне Эрмита не сохраннюr непрерывность. 

Кубичесний сплайн. Построим на заданной совокупности хара:ктеристиче
сних точен сплайн, который бы имел непрерывными первые и вторые произ
водные радиус-вентора. На каждом участке между соседними характеристичес
кими точ:ками будем описывать радиус-вентор :кривой нубичесним полиномом 
тип9 (2.4.2). Введем обозначенин для вторых производных в характеристи-
ческих точвах r"(ti) - Si· Вторан производнан радиус-ве:ктора на участке 
ti ~ t ~ ti+l нвлнется линейной фун:кцией параметра t 

После дву:кратного интегрированин получим 

(2.4.5) 

Постоннные интегрированин с1 и с2 определим из условий на концах участка 
r(ti) - Pi и r(ti+l) = Pi+l· После вычислений получим 

Выражение (2.4.6) описывает :кубический полином на отрез:ке ti ~ t ~ ti+l и 
содержит две неизвестные величины Si и Si+l· Длн их определения приравннем 
первую производную сплайна на правом нонце отрезна ti-1 ~ t ~ ti первой 
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производной сплайна на левом нонце отрез:ка ti ~ t ~ ti+l· После дифференци
рования (2.4.6) и подстанов:ки t = ti получим 

(2.4. 7) 

После замены в (2.4.6) i на i - 1, дифференцирования и подстанов:ки t ti 
получим 

dr 

dt ti 

(2si + Si-1)(ti - ti-1) Pi - Pi-1 
~~~~~~~~~+ . 

6 ti - ti-1 
(2.4.8) 

Приравняв правые части последних двух выражений, получим следующее урав
нение: 

Si-1 (ti - ti-1) + 2si(ti+1 - ti-1) + Si+1(ti+l - ti) = 
= 6 Pi+l Pi _ 6 Pi Pi-1 

ti+l - ti ti - ti-1 
(2.4.9) 

Та:ких уравнений можно составить для п - 1 хара:ктti!ристичес:ких точе:к (в слу
чае. незам:кнутого сплайна). ЦlJдлежат определению п + 1 неизвестн~IХ ве:кто
ров Si. Два недостающих уравнения для определения всех неизвестных соста
вим, исходя из условий на нояцах :кривой. Например, если аналогично сплайну 
( линей:ке-инструменту) счита1ъ конц:ь1 :кривой свободными, то можно положить 
so = Sn - О. В не:которых случаях. можно nринять s 0 = s1, Sn - Sn-1, тогда на 
:концевых отрез:ках сплайн будет иметь постоннную :кривизну. Дополнительные 
условия зависят от физичес:ких или геометричес:ких условий в :каждом :кон:крет
ном случае. Если требуется построить зам:кнутую :кривую, то мы будем иметь 

Рис. 2 .4.3. Нубичес:кий сплайн ( 1), сплайн Эрмита ( 2) 

равное число неизвестных и уравнений. Та:ким образом, неизвестные ве:к
торы вторых производных Si в хара:ктеристичес:ких точ:ках найдем из системы 
линейных уравнений. Матрица этой системы линейных уравнений трехдиа
rональная, что значительно упрощает решение системы. После вычисленин 
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ве:кторов Si сплайн будет описываться формулой 

r(t) = (1 - w )Pi + WPi+l + 

(( 2 3) ( 3) ) (ti+l - ti)
2 

+ -2w + 3w - w Si + -w + w Si+1 
6 

, 

t- ti 
где w = , а ti ~ t ~ ti+ 1 · 

ti+1 - ti 

(2.4.10) 

Полученная нривая называется куби'Ч,еским сnдаu-ном. В отличие от состав
ного сплайна Эрмита для нубичесного сплайна изменение положения одной из 
харантеристичесних точен приводит R перевычислению сплайна. На рис. 2.4.З 
приведены нубичесний сплайн _и составной сплайн Эрмита, построенньщ по 
одним и тем же восьми точ:кам. 

Если положить, что значения параметра в хара:ктеристичесних точнах равно 
их номерам (ti = i), то уравнение (2.4.9) упростится и примет вид 

Si-1+4si + Si+l = 6(Pi+l - Pi-1)· (2.4.11) 

Таная параметризация является равномерной. Кубичесние сплайны широ:ко ис
пользуются в задачах интерполяции. Равномерная параметризация при постро
ении интерполяционного сплайна, проходящего через заданные точни, может 

привести :к необоснованным изгибам :кривой, если точни расположены неравно
мерно. Для избежания необоснованных изгибов нубичесного сплайна нужно ис
пользовать параметризацию, пропорциональную расстоянию между соседними 

тОЧRами. То есть параметризация должна соответствовать выражению 

IPi+l - Pil IPi - Pi-ll 
--~~~-~ ~~~~-

По аналогии с нубичесним сплайном могут быть построены сплайны более 
высоной с-rепени, :когда производные радиус-вентора третьего и более высоного 
порядна цепрерывны в хара:ктеристичесних точнах. Мансимально возможный 

Рис. 2.4.4. :Кубичес:кий сплайн {1), сплайн Эрмита {2), сплайн Лагранжа (9) 

порядон производных радиус-ве:ктора, для :которых можно сохранить непрерыв

ность, равен n при n+l хара:ктеристичесних точнах. Это можно сделать, постро
ив интерполяционный полином Лагранжа или Ньютона. Интерполяционные 
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формулы Лагранжа и Ньютона дают один и тот же полином при разных спосо
бах его вычисления. В обоих случаях ищется векторный многочлен степени n 
вида 

(2.4.12) 

который при заданных значениях параметра ti принимает заданные значения 
Pi, i =О, 1, 2, .. . ,.n. Для определения ве:кторов ai получим систему линейных 
уравнений, определитель :которой отличен от нуля, если среди точек нет совпа

дающих друг с другом. Сформулированная задача имеет единственное решение. 

Сплайн Лаrраижа. Интерполяционная формула Лагранжа представляет 
собой решение задачи построения кривой по заданным точкам в виде 

п 

r(t) = L Li(t)pi, (2.4.13) 
i=O 

где функции Li(t) равны 1 при t = ti и равны О в остальных узлах tj, j =j:. i. 
Функции Li(t) будем ис:кать в виде многочленов степени n, а именно: 

Li(t) = Лi(t - to)(t - ti) ... (t - ti-1)(t - ti+1) ... (t - tп). 

Из условия L;(t;) = 1 находим ;i = (t; - t 0 )(t; - t1) ... (t; - t;-1)(t; - tн1) ... 
. . . (ti - tп) и, соответственно, получим формулы для коэффициентов Лагранжа 

п 

п (t-tj) 

L ( ) 
j=O, j=fii i t = __ n ___ _ 

п (ti - tj) 
j=O, j=fii 

(2.4.14) 

Итак, интерполяционный полином Лагранжа имеет вид 

п 

п п (t-tj) 
r(t) = L j==~j#=i Pi, to :s;; t ~ tn. (2.4.15) 

i::O П (ti - tj) 
j=O.j=fii 

Часто интерполяционный полином Лагранжа записывают в другом виде 

где 

~ Wo,n(t) 
r(t) = ~ (t _ t·)И/; '(t·) Pi, 

i=O i О, п i 

(2.4.16) 

Wo,n(t) = (t - to)(t - t1)(t - t2) ... (t - tп-1)(t - tп), 

Wo,n'(t;) = d~~,n = (t; - to)(t; - t1) ... (t - t;-1)(t- t;+1) ... (t; - tn). 
ti 

На рис. 2.4.4 приведены кубический сплайн, составной сплайн Эрмита и сплайн 
Лагранжа, построенные по одним и тем же восьми точнам. На рисунке видно, 
что кривые ведут себя по-разному. 
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Сплайн Ньютона. Интерполяционный многочлен Ньютона, проходящий че
рез заданные точии, ищется в форме 

r(t) == ао + ai(t - to) + az(t - ta)(t - t1) + ... 
. . . + з.n(t - to)(t - t1) ... (t - tn-2)(t - tп-1). (2.4.17) . 

Ве:кторы ai будем определять из условия прохождения ве:кторной фун:кции r(t) 
через точ:ки Pi при значениях параметра ti, i =О, 1, 2, ... , п: 

Ро = ао, 
Р1 == ао + ai (t1 - to), 
Р2 - ао + ai (t2 - ta) + a2(t2. to)(t2 - t1), 
..... " ................. , ...................... . (2.4.18) 
Рп == ао + ai(tп - to) + а2(tп - to)(tп - ti) + .. . 

. . . + an(tn - to)(tп - ti) ... (tn - tn-2)(tn - tn-1). 
Матрица этой системы уравнений является треугольной и система решается за 
один прямой проход. Первое уравнение системы (2.4.18) дает а0 • Подставляя 
этот результат во второе уравнение, получим ai. Из третьего уравнения найдем 
а2 и таr"\ далее до an. Ниже будет по:казано, что ai могут быть получены :кан 
разделенные разности соответствующего порядна, вычисленные по хара:ктери

стиче с:ким точ:кам. Заметим, что вставляя дополнительную точ:ку Рп+ 1, мы уве
личиваем систему (2.4.18) на еще одно уравнение, а все остальные уравнения 
остаются неизменными. Это является преимуществом формулы Ньютона по 
сравнению с формулой Лагранжа при построении :кривых с увеличивающимся 
ч:Ислом точен. 

Рассмотренные способы позволяют строить :кривые определенной степени 
глад:кости, проходящие через заданную сово:купность точен в пространстве. Для 
моделирования геометричес:ких объеитов :кроме рассмотренных сплайнов на 
пра:ктине применяются еще более удобные с ионструнторсной точии зрения 
:кривые. 

2.5. Кривые Безье 

:Координатьr сплайнов являются полиномами параметра r'iривой. В общем 
случае сегменты та:ких :кривых описываются ве:кторными фун:кциями вида 

n 

r(t) = :Е tiai. (2.5.1) 
i==O 

Смысл веиторов ai за:ключается толЬRо в том, что их иомпоненты являются 1~0-
эффициентами полиномов для :компонент результирующего ве:ктор а. Другими 
словами, ве:кторы ai не несут геометричес:кой информации 1~аждый по отдель
ности. Но если перегруппировать правую часть (2.5.1), то можно получить 
выражение, в :котором ве:кторные величины имеют определенный геометриче

СI'iИй смысл. Это можно наблюдать на примере интерполяционной формулы 
Лагранжа, где радиус ве:ктор :кривой представлен в виде 

n 

r(t) = :Е Li(t)pi, (2.5.2) 
i::.::O 
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веиторные :коэффициенты Pi являлись радиус-венторами харантеристичесних 
точен :кривой, а зависимость :кривой от параметра сосредотачивалась в ,сналяр

ных фуннциях Li ( t), индивидуальных для иаждой хараитеристиче сной точии Pi. 
Де :Кастелье и независимо от него Безье предложили аналогичный (2.5.2) 

подход для по.строения иривых. Эти нривые получили название кривых Безье. 
Кривая Безье описывается формулой 

(2.5.3) 

где Pi - радиус-венторы точен, а n - число этих точен минус единица. Сово
нупность фуннций 

п• . . . . . 
вn·(t) = . ti(l - t)n-i = cz t1'(1 - t)n-i 

i "f( - ')f n i. п i . 
(2.5.4) 

называется базисом Бернштейна. Можно сиазать, что 1-\ривая Безье является 
полиномом Бернштейна с веиторными ноэффициентами. Сначала Де :Кастелье 
и Безье использовали частные случаи иривой (2.5.3) и тольно позже Форрест 
установил связь ноэффициентов нривой с полиномами Бернштейна. :Коэффици-

. . . п! 
енты при tz(l - t)n-i в (2.5.4) равны иоэффициентам cin - .,( - ')' бинома 

i. п i . 
n 

Ньютона: (а+ ь)n = L Cinan-iьi. Из этого следует, что базис Бернштейна 
i=O 

представляет собой разложение единицы (сумма всех ноэффициентов при лю
бом t равна единице) 

n 

Lвni(t) - (t + (1- t))n = 1n = 1. (2.5.5) 
i=O 

Фуннции Бернштейна удовлетворяют реиуррентному соотношению 

Это соотношение доназывается непосредственной подстановной: 

n-1 ( )вn-1 i n! i( )n-i n - i n! i( )n-i n 
tB i-1+ 1-t i = - .1( .) 1t 1-t + .1( ')'t 1-t =В i· 

п i. п - i . п i. п - i . 

Используя это ренуррентное соотношение, можно вычислить все фуниции Берн
штейна. Вычисление начинается с фуннции 

в0о(t) = 1. 

Далее получим В1 1 (t) = t, B 1o(l) = 1 - t. Все фуниции, один ИЗ инденсов 
ноторых равен отрицательному числу, считаются равными нулю. Продолжив 
вычисления, получим все фуннции Бернштейна. 
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А.вrоритм: Де Каетелье. Подставим ренуррентное соотношение в выражение 
(2.5.3), выделив :крайние точни и учитывая, что впо = (1 - t)n, впп = tn, 
получим 

n-1 
r(t) == Po(l - t)n + Pntn + L(tвn-li-1 + (1-:- t)вn-\)Pi = 

i=l 

= (1 - t) (Po{l - t)n-l + ~ вn-l ;р~ + t (Pntn-l + ~ вn-l i-lPi) = 

n-1 n-1 
= (1- t) Lвn-liPi + t Lвn-\Pi+l = (1- t)r~n-l)(t) + trln-.l)(t), 

i=O i=O 
где 

n-1 n-1 
ro<n-1) (t) = L вn-1 i(t)pi, ri (n-l)(t) = L вn-l i(t)Pi+l· 

i=O i=O 

Продолжив описанный процесс·разложения для ro{n-l} и r1 (n-l}, в :конце придем 
R равенствам 

о 

Гi(О} = L B 0a(t)pi = Pi, i =о, 1, ... ' n. 
j=D 

Обооначив r(t) через ro<n>(t), а Pi - через ri{o), получим ре:куррентное соотно
шение для вычисления точ:ки :кривой Безье 

r/k) = (1 - t)ri(k-l) + tri+l (k-l), i + k ~ п. (2.5.6) 

Алгоритм, описываемый соотношением (2'.5.6), называется алгоритмом Де Ка~ 
стелье. Алгоритм Де Кастелье позволяет вычислить любую точ:ку :кривой Безье 
по харантеристичесним точ:кам, ничего не зная о фун:кциях Бернштейна. Вели-

чины (1 - t) и t, на :которые умножаются :координаты точен ri(k-l) и ri+l (k-l), 
являются барицентричесними ноординатами. Кривую Безье можно определить 
:кан линию, точни :которой определяются ре:куррентным соотношением (2.5.6). 

Свойства нривых Безье. На рис. 2.5.1 и 2.5.2 приведены полиномы Берн
штейна третьей и четвертой степени соответственно. 

Из полиномов Бернштейна толь:ко нулевой и последний принимают ма:кси
мально возможные значения впо(О) = 1, впn(1) = 1, поэтому :кривая Безье 
проходит тольно через начальную Ро и :конечную Pn точ:ки. Касательные :к нри
вой Безье в начальной и :конечной точнах совпадают с направлением венторов 
Р1 - Ро и Рп - Рп-1 

r(O} = Ро, 
r(l) = Pn, 

r'(O) = п(р1 - Ро), 

r'(l) = п(рп - Pn-1 ). 
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По вершинам Pi строится характеристическа.я домаиал :кривой Безье, :которая 
насается :кривой в :крайних точ:ках. Кривая Безье RaR бы сглаживает углы своей 
харантеристичесной ломаной. 

t=O t=l t=O t=l 

Рис. 2.5.1. Полиномы Бернштейна Рис. 2.5.2. Полиномы Бернштейна 

Достаточно гиб:кой и в то же время достаточно простой для пра:ктичес:коrо 
применения является :кубичес:кая :кривая Безье, радиус-ве:ктор :которой описы
вается зависимостью 

Вид нубичесной нривой Безье и ее хара:ктеристичес:кой ломаной по:казаны на 
рис. 2.5.3 и 2.5.4. 

Рис. 2.5.3. Кривая Безье Рис. 2.5.4. Кривая Безье 

:Коэффициенты ai этой же :кривой в форме полинома {2.5.1) связаны с вер
шинами Pi соотношениями 

ао = Ро, ai = З(р1 - Ро), а2 = З(р2 - 2р1 + Ро), 
аз = Рз - 3р2 + Зр1 - РО· 

На примере :кубичес:кой :кривой Безье видно, что ее модифи:кация путем пере
мещения точеR Pi нагляднее, чем модифи:кация путем изменения ве:кторных 
но9ффициентов 8.i, таи нан в последнем случае трудно предугадать результат. 
Из-за того, что :кривая не проходит через внутренние вершины своей харанте
ристичес:кой ломаной, довольно сложно задать ей точное положение. :Кривые в 
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форме Безье более удобны там, где важна форма линий, например, при проен
тировании нонстру:кций типа :кузова автомобиля. Чем больше точен участвуют 

Р1 

Ро 

Рис. 2.5.5. Кривая Безье шестой степени 

в построении нривой, тем она более гладная. На рис. 2.5.5 приведена иривая 
Безье, построенная по 7 точнам. 

Для построения иривой, проходящей через заданные тоЧRи, можно исполь
зовать составные :кривые Безье. Кривая Безье всегда насается своей харанте

Рис. 2.5.6. Алгоритм Касте
лье для ввадратичной ври
вой Безье 

ристичесной ломаной на нонцах. Если мы хотим, 
чтобы составная нривая была гладной, необходимо 
с.1Iедить за тем, чтобы в точнах стыновни насатель
ные п частям привых совпадали. Но в общем случае 
в точках сочленения первая производная будет снач
ном менять свою длину, а все высшие производные 

будут претерпевать разрыв. Для непрерывности пер
вой производной составной привой Безье требуется 
насание и равенство длин прайних участпов хараи.

теристичесних ломаных в месте стыновни. Пара
метричесная длина со ставной привой Безье равна 
сумме параметричеспих длин частей, т. е. числу 
этих частей. 

Если вершины нривой Безье лежат на одной пря
мой, нривая обращается в отрезов прямой. Отрезном прямой линии является и 
нривая Безье первой степени 

r(t) - (1 - t)po tp1. (2.5.7) 

Радиус-вентор привой Безье второй степени описывается зависимостью 

{2.5.8) 

Точна с произвольным параметром t нвадратичной :кривой Безье обладает тем 
свойством, что насательная в ней делит венторы Pl -ро и р2 - Р1 в отношении 

t: (1 - t). Это можно заметить, если записать равенство (2.5.8) в виде 

r(t) - (1 - t) (Р1 + (Ро - P1)(l - t)) + t(p1 + (Р2 - P1)t). 

В этом же отношении точной нривой делится и часть насательной, занлюченная 
внутри хара1~теристичесной ломаной (рис. 2.5.6). 
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Рисунои 2.5.6 иллюстрирует алгоритм I\астелье. Точка А имеет радиус

веитор ro(l), точна В имеет радиус-веитор r 1 (l), точна С имеет радиус-веитор 
ro<2> = r( t). 
Мы продолжим исследовать кривую Безье второй степени, и это приведет 

нас н новым линия:м, обладающим весьма полезными свойствами. 

2.6. Представление кривых вз:ороrо порядна 
кривыми Безье 

Квадратичная иривая Безье (2.5.8) являетсн плоеной линией и представлнет 
собой полином второй степени параметра. I\оничес1~:ие сеченин (эллипс, пара
бола, гипербола) записываютсн в виде фуннции второй степени ноординат (но 
не параметра). Вознин.ает вопрос: можно .ли 'Некоторую часть коиического 
сечеиия описать кривой Безье второй степеии? Попытаемся: найти ответ на 
этот вопрос. 

В деиартовой системе I\ООрдинат на некоторой плоскости Оху ионическое 
сечение описывается: уравнением второй степени (2.3.1) 

Длн нахожденин :коэффициентов с11, с12, с22, с13, с23, сзз необходимо задать 
пfiть независимых условий. Воспользуемсн методом построенин ионичесиих 
сечений, иоторый использовал Лайминг длн проектированин поперечных сече
ний фюзеляжа самолета. Если обозначить через l 1 = О и l2 = О уравненин двух 
пря:мых, записанных в виде aix+b1y+c1 - О и а2х+Ь2у+с2 ==О, то уравнение 
l1l2 =О будет уравнением второго порндиа и, следовательно, оно описывает не
которое ионичесиое сечение. Возьмем еще одну пару прнмых азх+Ьзу+сз ==О и 
а4х + Ь4у + с4 = О, записанных в виде уравнений 13 = О и l4 = О, пересеиающих 
прямые первой пары, и составим уравнение 

(2.6.1) 

где Л некоторый параметр. Это уравнение также нвляетсн уравнением вто
рого- порядна и при определенном значении параметра Л описывает неиоторое 
:коничесиое сечение. При любом значении параметра Л ионическое сечение про
ходит через точки пересечения: пря:мой l1 с пря:мыми lз и l4 и через точни пере
сеченин прнмой l2 с прнмыми lз и [4. В этих точнах удовлетворпетсн уравнение 
(2.6.1) при любом Л. Уравнение (2.6.1) описывает семейство (или пучо1-\) кони
чесних сечений, проходнщих через четыре точки пересеченин двух пар линий 

(рис. 2.6.1). Выбрать нужное ионичесиое сечение из данного семейства можно, 
определив его пнтую точиу, не совпадающую с имеющимися точна ми, и тем 

самым определитсн параметр Л. 
Используя уравнение (2.6.1), можно получить уравнение семейства :кониче

сних сечений, имеющих в двух заданных точках заданные касательные. 

На рис. 2.6.1 видно, что по мере приближенин прнмой lз к [4 точна А прибли
жаетсн :к точие В, точна С приближаетсн :к точке D, хорда АВ и GD стремятсн 
:к иасательным линиям ионичесиих сечений семейства. Когда прнмые линии lз 
и l4 совпадут, уравнение (2.6.1) примет вид 

(2.6.2) 
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и будет представлять семейство RоничесRих сечений, Rасающихся: линий l 1 и l2 
в точRах их пересечения: с линией lз (рис. 2.6.2). Если задать еще одну точRу R, 
не совпадающую с точRами А и С, то мы определим RоничесRое сечение и пара
метр Л в (2.6.2). КоничесRое сечение в данном случае определяется: четырьмя 

Рис. 2.6.1 Рис. 2.6.2 

точками: А, С, R и точRой Е пересечения: прямых линий l1 и l2. Если тоЧRа R 
лежит внутри треугольниRа АЕС, то RОничесRое сечение будет иметь непрерыв
ный участоR, лежащий внутри этого треугольниRа. Можно поRазать, что если 
тОЧRа R делит пополам отрезоR, соединяющий середины отрезRов АЕ и СЕ, то 
RОничесRое сечение является параболой, если точRа R находится: между упомя
нутой параболой и отрезRом АС, то RоничесRое сечение является: 9ллипсом, в 
остальных случаях RоничесRое сечение является: гиперболой. 

Уточним поставленный выше вопрос: можно ли описать часть коничесRоrо 
сечения, лежащую внутри треуrольниRа АЕС, Rвадратичной Rривой Безье, по
строенной по хараRтеристичесRой ломаной с вершинами в точках А, Е и С. 
Пусть радиус-веRторы точек А, Е, С равны соответственно Ро, р1, Р2· Введем 
Rосоугольную систему ноординат на плосRости, начало Rоторой лежит в точRе 

Р1, а Rоординатным базисом являются веRторы Ро - Pl и р2 - Р1. Координаты 
этой системы обозначим через и и v. В носоугольной системе uv веRТор р0 
имеет ноордИ:наты и = 1, v = О, веRтор р1 имеет Rоординаты и = О, v = О, 
веRтор Р2 имеет координаты и =О, v = 1. Произвольная точRа R будет иметь 
радиус-веRтор 

r(u, v) = Р1 + и(ро - Р1) + v(p2 - Р1). (2.6.З) 

В Rосоугольной системе прямые линии l1, l2, lз описываются: уравнениями 
v = О, и = О, и + v == 1, соответственно. Подставим их в (2.6.2) и получим 
уравнение 

S(u, v) = (1- Л)иv + Л(и +v -1)2 =О, (2.6.4) 
. 

Rоторое описывает семейство RоничесRих сечений в Rосоугольной системе Rоор-
динат. 

Предположим, что мы выбрали из семейства (2.6.4) неRоторое RоничесRое 
сечение, т. е. нам известен в (2.6.4) параметр Л. Возьмем неRоторую точку r 
на RоничесRом сечении внутри треуголъниRа с вершинами в точRах р0 , р1, Р2 

(рис. 2.6.З). 
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Пусть ее ноординаты равны О < ио < 1 и О < vo < 1. Квадратичная нри
вая Безье описывается уравнением {2.5.8) нан венторная фуннция параметра t. 
Попытаемся записать в аналогичном виде ноничесное сечение. В общем случае 

v 

Рис. 2.6.3. Коничесвое сечение Рис. 2.6.4 

можно считать, что оно описывается фуннцией (2.6.3), в ноторой параметры и 
и v связаны соотношением (2.6.4). Запишем радиус-вентор ноничесного сече
ния в виде фуннции одного параметра, в свою очередь являющегося фуннцией 
и и v. Для этого нам потребуется насательная R ноничесному сечению в точне 
r(uo, v0 ) и точни пересечения этой насательной с осями носоугольной системы 
:координат. 

Касательная линия в ноничес:rюму сечению (2.6.4), записанному в виде 
S(u, v) =О, в точне с :координатами и= ио, v = vo описывается уравнением 

88 88 
(и - ио) + - (v - vo) =О. 

8и ио, vo дv ио, vo 
(2.6.5) 

Производные 88/ди и 88/8v в точке r(uo, vo) с учетом того, что ио, vo удовле
творяют уравнению {2.6.4), равны 

88 
( 1 ') 2 , ( 1) , ( иа + va - 1) ( иа - vo + 1) = -лvо+ лиа+vо- =л ' 

8и ио,vо иа 
88 

( ') 2 ,( l) ,(uo+vo-l)(vo-uo+l) = 1 - л ио + л ио + vo - = л . 
8v uo,vo vo 

Таним образом, уравнение :касательной в ноничесному сечению в точне r( иа, Vo) 
имеет вид 

(ио - vo + 1)vo(u - ио) + (vo - ио + l)uo(v - vo) =О. (2.6.6) 

Она пересенает ноординатные оси и и v в точнах 

vo - иа + 1 2ио 
и1 = ио + ио - ' 

ио - va + 1 ио - vo + 1 
ио -vo + 1 2vo 

V2 = VQ + VO l 
VQ - UQ + VQ - Uo + 1 ' 

что IIOI\aзaнo на рис. 2.6.4. 
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Обозначим отношения длин отрсзнов, на ноторые Rасательная R Rониче
сRому сечению делит веRторы Ро - Р1 и Р1 - р2, через 

и~ 2иа V2 2va 
Z1 :::: = , Z2 == == . (2.6. 7) 

1 - и i 1 - иа - va 1 ...... v2 1 - иа - va 
Точку r(u0 , v0 ) конического сечения можно характеризовать Rоординатами 

и0 , va, или иоординатами и1, v2, или отношениями z1, z2. Остановимся на 
последнем способе. Выразим иа и va через z1 и z2, используя соотношения 
(2.6.7) 

Z1 ~ 
иа - ' va == . 

2 + Z1 + Z2 2 + Z1 + Z2 
(2.6.8) 

Подставив (2.6.8) в (2.6.3), получим зависимость радиус-вектора 
сечения как функцию параметров z1 и z2 

КОНИЧеСRОГО 

( ) 
Z1Po + 2р1 + z2p2 

r z1, z2 == 
2 

. 
z1 + + z2 

:Координаты иа и va связаны уравнением (2.6.4), а параметры z1 и z2 
простым соотношением 

4uavo 
Z1Z2 = ( 1 - и0 - v0 ) 2 , 

4Л 

1- Л' 

(2.6.9) 

более 

(2.6.10) 

т. е. произведение z1z2 = const для заданного коничесного сечения. Фантиt.~ески 
радиус-вектор Rонического сечения зависит от одного параметра. 

Введем параметр t д.пя конического сечения, от ноторого будут зависеть ко
ординаты иа и va и, следовательно, параметры z1 и z2. В соответствии с нривой 
Безье для точки р0 параметр t =О, а для точки Р2 параметр t = 1. При· движе
нии по коническому сечению от точки ро н точ1~е Р2 координата ио изменяется 

от 1 до О, координата vo изменяется от О до 1, а параметр t должен изменяться 
от О до 1. Обратим внимание на выражениn (2.6.7). Заметим, что из (2.6.4) 
следует 

1 UQ - Vo 
иа·иа(Л 1) 

Л 

Подставим это равенство в (2.6. 7) и получим 

(2.6.11) 

J4uovo 
где k == = - постоянный коэффициент. В иачестве пара-

1 - UQ - Vo 
метра t конического сечения примем величину 

t - уГvО - vио + уГvО' (2.6.12) 

тогда равенства ( 2. 6 .11) примут вид 

1-t 
Z1 = k , 

t 
t 

z2 == k . 
1 - t 

(2.6.13) 
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Подставим последние равенства в (2.6.9) и получим зависимость радиус
ве:ктора :коничес:кого сечения (2.6.3) :ка:к фун:кцию одного параметра t 

r(t) = k(1 - t) 2Po + 2t(l - t)p1 + kt2p 2 

k(1 - t)2 + 2t(l - t) + kt2 . 
Более удобно д:Ля использования последнего равенства ввести параметр 

1 ~ 1-uo-vo 1 
w = k = У 4:х = J4uovo = y'ziZ2' (2.6.14) 

:который называется весом точ:ки Pl· При использовании веса w формула (2.6.9) 
примет вид 

r(t) = (1 - t) 2Po + 2t(l - t)wp1 + t2p 2 

(1 - t)2 + 2t(l - t)w + t2 · 
(2.6.15) 

Сравним выражение для радиус-ве:ктора :кривой Безье второй степени (2.5.8) 
и выражение для радиус-ве:ктора :коничес:коrо сечения (2.6.15). Они совпадают 
в случае, :когда w = 1, что справедливо для одной из :кривых семейства :кониче
с:ких сечений, :которой соответствует Л = -1/3. :Коничес:кое сечение (2.6.4) при 
..\ = -1/3 описывается уравнением 

и2 
- 2uv + v2 

- 2и - 2v + 1 = О, 
:которое является параболой, та:к :ка:к равен нулю его второй инвариант 12, соста
вленный из :коэффициентов при старших членах переменных и и v. Действи
тельно, если ввести новые переменные х =и - v, у= 2и + 2v - 1, то они будут 
связаны параболичес:ким уравнением у = х2 • Будем рассматривать выражение 

Р2 

Ро 
Рис. 2.6.5. Построение дуги о.иружности 

(2.6.15) :ка:к обобщение :квадратичной параметричес:кой :кривой, позволяющее в 
частных случаях получить :ка:к :кривую Безье втор ой степени (при w = 1), та:к 
и :коничес:кое сечение. 

Теперь мы можем ответить на поставленный выше вопрос: крив ой В езь е 
второй степе'l-tи в общем с.лучае 7-tе.льз.я описать часть ко7-tического сече'l-tи.я, 
uo его мож'l-tо описать как част7-tый с.лучай кривой (2.6.15). :Кривая Безье 
второй степени также может быть описана :каи частный случай кривой (2.6.15). 

Построим с помощью формулы (2.6.15) дугу окружности радиуса р и углом 
раствора а, по:казанную на рис. 2.6.5. Через Рои Р2 обозначены радиус-ве:кторы 
:крайних точек дуги, а через р1 обозначена точ:ка пересечения касательных 
линий :к дуге, построенных в :крайних ее точ:ках. 

1 - 5293 Голованов 
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Дуга симметрична относительно линии ОС и имеет симметричную харан
теристичесную ломаную. Воспользуемся симметрией и найдем ноэффициент k 
по одной из формул (2.6.13) через отношения z1 и z2, в ноторых насательная R 

дуге в точне В делит отрезни харантеристичесной ломаной. В точне В параметр 
t = 1/2 и, следовательно, k = z1 = z2. Из подобия треугольнинов следует, что 

. 
вс 

k = z1 = z2 = АВ. 

Длина отрезнов ВС и АВ вычисляются через радиус р и угол раствора дуги а 

. АВ = р ( 1 - cos ;) , 

ВС = СО - ВО= р - = 1 - cos (а/2). 
cos (а/2) р р cos (а/2) 

Тогда 
1 АВ а 

w = - = -- = cos - . 
k вс 2 

Таним образом, дуга онружности радиуса р с углом раствора а, может быть 
построена нан нвадратичная нривая (2.6.15), заданная точнами Ро, Р2 и Р1 с 
весом средней точни w = cos (а/2). Радиус-вентор дуги описывается фуннцией 

r(t) 
== (1 - t) 2p 0 + 2t(l - t) cos (а/2)р1 + t2p2 

2 / 2 ' о~ t ~ 1, ( 1 - t) + 2 t ( 1 - t) cos (О:' 2) + t (2.6.16) 

. 
где точни связаны соотношениями 

IPo - P1I = IP2 - P1I = ptg (а/2), 
(ро - Р1) · (р2 - Р1) = IPo - P1llP2 - P1ll cosaj. 

Параметричесная длина дуги равна единице. Формула (2.6.16) справедлива в 
диапазоне углов О < а < 27r. На рис. 2.6.6 приведена дуга онружности с углом 
120°, а на рис. 2.6. 7 приведена дуга онружности с углом 240°. Обе дуги имеют 

О· 

Ро 

Рис. 2.6.6. Положительный вес точни р1 Рис. 2.6.7. Отрицательный вес точни р1 

одни и те же харантеристичесние точни, но в первом случае вес средней точии 

равен 1/2, а во втором случае вес средней точни равен -1/2. Можно разбить 
дугу на неснольно частей и пре;n:ставить в виде составной нривой, тогда параме
тричесная длина дуги будет равна числу составных частей. 
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Построим с помощью формулы (2.6.15) четверть эллипса по трем вершинам 
ро, Р1 и Р2, образующим прямой уrол: (Ро - Р1) · (Р2 - Р1) = О, нан поназано' 
на рис. 2.6.8. 

Полуоси эллипса определяются длинами венторов: а = IPo - P1I, Ь = 
= /р2-Р1/· Для полноrо определения эллипса остается найти вес точни р1 . В но
соугольных нЬординатах и и v, приведенных на рис. 2.6.4, уравнение эллипса 
имеет вид (и - 1)2 + (v-1) 2 = 1, ноторому в Р 
(2.6.4) соответствует Л = -1. В соответствии 2 

с (2.6.14) вес средней вершины 

-h 
w=-

2 ' 

т. е. таной же, пан и у дуrи в четверть онруж

ности. В носоугольных ноординатах уравне
ние эллипса имеет вид уравнения онружно

сти, поэтому описание дуг эллипса похоже на 

шшсание дуг онружности. 

Рис. 2.6.8. Дуга еллипса 

Рассмотрим общий случай построения ноничесноrо сечения, чем дуга онруж
ности. Пусть известны три вершины харантеристичесной ломаной нривой Ро, 

Рис. 2.6.9. Коничес1<ое сечеиие, построенное по четырем точRам 

Р1, Р2 и четвертая точна р, лежащая на нривой. Точна р должна лежать в од
ной плосности с точнами ро, Р1, Р2 строго внутри угла, построенноrо по этим 
точнам с вершиной в Pl· Построим ноничесное сечение в виде 

r(t) 
= (1 - t)2po + 2t(l - t)w(p )р1 + t2p2 

0 
..,, ..,, 

1 
( 2 ( 2 ' :::::::;t:::::::; • 1 - t) + 2t ( 1 - t )w р) + t (2.6.17) 

где w == w(p) - вес вершины Р1, ноторый определяется положением четвер
той точни р относительно первых трех. Точни ро, Р1, Р2 и р на рис. 2.6.9 
обозначены через Ро, Р1 , Р2 и Р. 

Из (2.6.14) следует, что вес 

7* 

1 - Uo - Vo 
w= 

J4uovo 
(2.6.18) 
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Косоугольные :координаты ио, vo точ:ки Р, через :которые вычисляется вес в 
(2.6.18), равны отношениям длин отрезнов V Р/ Р1Ро и И Р/ Р1Р2, соответствен
но. Обозначим через Li длину отрезна Р1Ро, через L2 - длину отрез:ка Р1Р2, 
через l1 длину отрез:ка V Р, через l2 - длину отрез:ка И Р, через 81 
площадь треугольни:ка Р1РоР, через 82 площадь треугольни:ка Р1Р2Р, через 
8 площадь треугольни:ка Р1РоР2, через а-· угол РаР1Р2. Тогда 

8 = LiL2 sin а 8 = Lil2 sin а S = L2l1 sina 
2 ' 1 2 ' 2 2 ' 

v р l1 82 и р l2 81 
иа = = - = ' vo = - - - -. 

Р1Ро Li 8 Р1Р2 L2 8 . 
В принятых обозначениях вес средней точ:ки выразится через площади тре-
угольнинов 

(2.6.19) 

Вес w вершины Р1 можно найти, если 8182 f:. О, т. е. если точ:ка р не лежит 
на линиях Р1Ро и Р1Р2 (точна р должна лежать внутри угла РоР1 Р2). В общем 
случае вес может быть ван положительным, тан и отрицательным. Ка:к видно 
из рис. 2.6.6 и 2.6.7, если точна Р лежит внутри треугольни:ка РоР1 Р2, то вес 
точви Р1 положителен, если же точ:ка Р лежит вне треугольни:ка РоР1 Р2, то вес 
точни Р1 отрицателен. 

Если мы вычислили вес w средней вершины, то в соответствии с (2.6.14) 
1 

выч~слим параметр Л = 
1 

_ 
4
w2 :коничес:кого сечения: и :кон:кретный вид урав-

нения: (2.6.4) сечения 

и2 + v 2 + 2(1 - 2w2 )uv - 2и - 2v + 1 =О. 

Второй инвариант данного :коничес:кого сечения равен: 12 = 4w2 (1 - w2 ). В за
висимости от знана инварианта 12 ноничес:кие сечения делятся на три типа: 
эллиптичесний тип, если 12 > О; гиперболичесний, если 12 < О; параболиче
с:кий, если 12 = О. Значение инварианта и соответствующий тип ноничесного 
не зависят от того, в :ка:кой системе :координат вычислен инвариант. Та:ким 
образом, есл:ц lwl < 1, то нривая (2.6.17) описывает эллипс, если lwl > 1, то 
нривая: описывает гиперболу, если lwl = 1, то :кривая описывает параболу. 

Возможности :кривой (2.6.15) можно существенно расширить, если для на
ждой из вершин ввести вес. 

,2.7. Рациональные :кривые 

В формуле (2.6.15) средняя точ:ка Р1 имеет :коэффициент w, называемый 
весом. Для полного равноправия точе:к ро, р1, р2 в этой формуле припишем 
наждой из них свой вес wo, w1, w2. В результате правая: часть равенства (2.6.15) 
примет вид 

(2.7.1) 
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Три ноэффициента wo, w1, w2 придают правой части выражения (2.7.1) симме
тричнъ1й вид наждой вершине Pi соответствует свой ноэф фициент Wi. Будем 
рассматривать выражение (2.7.1) как обобщение :квадратичной параметриче
ской кривой, позволяющее в частных слу-чаях получить как кривую Безье второй 
степени (при ivo = w1 = w2), так и коническое сечение (при wo = w2 = kw1). 

Коническое сечение можно описать с помощью кривой более высокой сте
пени, чем это было сделано в (2.6.15). Пусть коническое сечение описывается 
равенством (2.7.1). Умножим числитель и знаменатель правой части равен
ства (2. 7.1) на равное единице число t + (1 - t), перегруппируем слаrаемые по 
степеням произведений t и (1 - t) и, в результате, придем к выражению 
r(t) = 

_ (1 - t)3woPo + t(l - t) 2 (2w1P1 + WoPo) + t2 (1 - t)(2w1p1 + W2P2) + t3'Ш2Р2 
(1 - t)3wo + t(1 - t)2 (2w1 + wo) + t2(1 - t)(2w1 + w2) + t3w2 

Придадим правой части этого равенства форму кубической кривой Безье. Для 
этого введем обозначения для весов и вершин в правой части последнего выра
жения: 

wo' = wo, 
, 2w1 + wo , 2w1 + w2 

W1 = 3 ' W2 = 3 ' 

Ро' = Ро, 
, 2w1P1 + WoPo , 2w1p1 + W2P2 

Р1 = Зwi' , Р2 = Зw2 ' , Рз' = Р2· 
Теперь нвадратичная кривая (2.7.1) примет форму кубической кривой (опустим 
штрих у вершин и их весов) 

3 
Е вз·w·р· 

r(t) = (1 - t)3woPo + Зt(l - t)2W1P1 + 3t2 (1 - t)w2p2 + t3w3p 3 = i=O i i i 

(1 - t)Зwo + Зt(l - t)2w1 + 3t2 (1 - t)w2 + t3 wз ~ 
3 L.J В iWi 

i=O 

Полученная кубическая кривая полностью совпадает с исходной квадратичной 
кривой, но внутренние вершины ее характеристической ломаной и их веса стали 
другими. Умножив числитель и знаменатель правой части последнего равенства 
на неравное нулю число t+ (1-t), перейдем к кривой четвертой степени) которая 
описывает все то же ионическое сечение. Этот процесс можно продолжать и 
дальше. 

РациоиаJIЬвые кривые Безье. Используем полученный результат для обобще
ния параметрической привой Безье произвольной степени. Аналогично зависи
мости (2.7.1) запишем формулу для вычисления радиус-вектора кривой Безье, 
построенной по произвольному числу n вершин, в виде 

n 
L вni(t)WiPi 

r(t) = _i -~---
L вni(t)wi 
i=O 

о~ t ~ 1, (2.7.2) 

где вn i ( t) - базисные функции Бернштейна. В общем случае каждая вершина 
Pi кривой (2. 7.2) имеет свой коэффициент Wi- Коэффициент Wi называется ве
сом (значимостью) вершины Pi· Кривые, характеристические точни кqторых 
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':обладают весами, назьmаются рациона.льны.ми. Рациональные нривые широно 
применяются в проектировании благодаря Кунсу. Одним из важных свойств 
рациональных нривых является то, что описанные ими ноничесние сечения 

сохраняют свою природу (остаются рациональными 1\ривыми) при любом про
ективном преобразовании. Кривая (2.7.2), построенная на основе базиса Берн
штейна, представляет собой рациона.льную кривую Безье степени n. Если веса 
всех вершин равны, то в силу свойства полиномов Бернштейна (2.5.5) рацио
нальная нривая Безье (2.7.2.) становится равной обычной нривой Безье (2.5.3). 
В общем случае мы всегда можем перейти от рациональной нривой Безье степени 
n :к рациональной :кривой Безье степени n+ 1, нан это было продемонстрировано 
въ1ше. 

Рациональные :кривые дают дополнительные возможности при моделирова
нии линий. Из.меняя веса точен, мы изменяем форму нривой. На рис. 2.7.1 
приведены рациональные :кривые Безье пятой степени, построенные по одним 

W3=-] 

w3 • -1/2 

Рз 

Рис. 2.7.1. Рациональные нривые Безье с различным весом точки рз 

и тем же харантеристичесним точнам. Веса всех точек, нроме р3, равны еди
нице, а вес wз точки р3 приведен на рисунке. Из рисунка видно, что чем больше 
вес точки, тем ближе она :к этой точке. Если вес точки отрицательный, то точна 
:кан бы отталкивает нривую от себя. 

Если считать, что в знаменателе правой части (2.7.2) стоит вес w(t) радиус
вентора нривой r(t), то ero можно считать дополнительной ноординатой, тан нан 
формула ero вычисления через веса вершин совпадает с формулой вычисления 
:координат радиус-вектора через ноорДинаты вершин. При работе с точнами, 
имеющими вес, удобно пользоваться однородными ноординатами (1.4.6) 

R= -[:], (2.7.3) 

rде ri, r2, rз ноординаты точни r, w вес точки. В терминах однородных 
:координат радиус-:-вентор (2.7.3) рациональной параметричесной :кривой Безье 
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описывается равенством, по форме совпадающим с равенством для кривой Безье 
(2.5.3) 

n 
R(t} = L вni(t)Pi, о~ t ~ 1. (2.7.4) 

i=O 

Мы видим, что вес точки подвергается тем же преобразованиям, что и ее де
нартовы координаты, поэтому с однородными номпонентами Ri радиус-вентора 
можно работать без выделения денартовых координат. Декартовы координаты 
любой вершины и радиус-вектора точки рациональной кривой получим из од
нородных координат делением их на последнюю (дополнительную) координату 

R1 R2 Rз 
r1 = R4 ' r2 = R4 ' rз = R4 . 

В однородных координатах рациональные нривые имеют более компактную 
запись, а ее точни моrут быть подвержены расширенному матричному преобра
зованию (1.4.2), обобщающему все преобразования простой точни. 

С помощью нривых Безье можно строить линии произвольной формы на 
любом числе точен. Но, если мы хотим построить кривую на n точнах, так 
чтобы она была заданной степени т < n - 1, то нам не удастся обойтись од
ной кривой. Если к тому же n не кратно m, то не все составные части будут 
нривыми заданной степени. Если совместить первую и последнюю вершины 
характеристической ломаной, то получим замннутую кривую, но в точке замы
нания в общем случае кривая будет иметь излом. Кривые Безье не обладаюr 
достаточной rибностью в том смысле, что на п точках можно построить нривую 
тольно степени n - 1. 

Обобщение рациональных кривых. Рассмотрим формулу для рациональной 
нривой Безье (2.7.2) в более широком смысле, а именно, подставим в нее вместо 
фуНRЦИЙ вn i ( t) НеRОТОрЫе ПрОИЗВОЛЬНЫе базисные фуНRЦИИ, RОТОрЫе обозначим 
через Ni(t), и запишем в общем виде формулу для радиус-вентора рациональной 
нривой, построенной на n вершинах, 

n 
L: Ni(t)WiPi 

r(t) = _i -~---- (2. 7.5) 
L: Ni(t)wi 
i=l 

rде п - число вершин, Pi радиус-вентор i-й вершины характеристичесной 
ломаной кривой, Wi - вес i-й вершины, Ni(t) - функция параметра нривой, 
дающая вклад i-й вершины в общую сумму при данном t. 

Функции Ni ( t) должны позволять интерполировать произвольную функцию 
f(t) на некотором заданном отрезне ti ~ t ~ tn, т. е. для любой фуннции f(t) 
должна существовать линейная номбинация 

!p(t) = c1N1 (t) + c2N2(t) + ... + CnNn(t), 

удовлетворяющая равенствам !p(ti) = f (ti), i = 1, 2, ... , n, rде ti < t2 < ... 
. . . < tn - последовательность узлов, с1, с2, ... , Cn - числовые коэффициенты. 

Потребуем, чтобы базисные фуннции Ni ( t) обладали свойством фуннций 
Bf(t), а именно, чтобы при любом t они представляли бы собой разложение 
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единицы, т. е. удовлетворя;ть равенству 

n 

L Ni(t) = 1. 
i=l 

(2. 7.6) 

Это требование выдвинуто для того, чтобы в с.Лучае равных весов всех вершин 
рациональная кривая (2.7.5) превращалась в обычную параметрическую кривую 
вида 

n 

r(t) = L Ni(t)pi, tmin ~ t ~ tmax, (2.7.7) 
i=l 

которая в частном случае (в зависимости от функций Ni(t)) может быть равна 
или кривой Безье, или векторному полиному Лагранжа (2.4.13 ), или ломаной 
линии (2.4.1). Таким образом, рациональную параметрическую кривую (2.7.5) 
можно было бы считать наиболее общей формой записи параметрической линии, 
которая в качестве частных случаев содержит в себе почти все рассмотренные 
выше линии. 

Для удобства в кривой (2. 7.5) нумерация вершин начинается с 1, а не с О, 
как это было у кривых Безье. Заметим, что формула (2. 7.5) отличается от (2. 7.2) 
еще и тем, что порядок функции Ni(t) не связан с количества вершин п. Един
ственная косвенная связь порядка кривой и числа вершин заключается в том, 

что порядок кривой не может превосходить число вершин. Мы хотим получить 
более универсальную кривую, чем все рассмотренные выше. Область измене
ния параметра t кривой (2. 7.5) в общем случае может быть выбрана удобной 
для нас. 

В терминах однородных :координат радиус-вектор рацион.а.rt.ьн.ой параме
трической кривой (2.7.5) описывается равенством 

n 

R(t) = L Ni(t)Pi, tmin ~ t ~ tmax, (2.7.8) 
i=l 

по форме совпадающим с равенством (2.7.7). 
Радиус-вектор рациональной кривой вычисляется каI{ частное от деления 

двух функций параметра нривой t, поэтому при вычислении производной раци
ональной кривой правую часть (2. 7.5) следует рассматривать как сложную функ

wr 
цию. Если условно обозначим радиус-вектор рациональной кривой как r = ~, 
то производные радиус-вектора рациональной кривой определятся 

dr 1 d(wr) wr dw 
dt = w dt - w2 dt ' 

d2r = _!_ d2(wr) 2 d(wr) dw wr d2w 2wr (dw) 
2 

dt2 w dt2 w2 dt dt - w2 dt2 + wз dt 

d3r 1 d3 (wr) 3 d2 (wr) dw 3 d(wr) iflw wr d3w 
dt3 = w dtз - w2 dt2 dt - w2 dt dt2 - w2 dt3 + 

w 
формулами 

(2. 7.9) 

(2. 7.10) 

_o_d(wr) (dw)
2 

6wrd
2
wdw _ бwr (dw)

3 

+ w3 dt dt + w3 dt2 dt w4 dt · 
(2.7.11) 
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Ниже мы найдем непрерывные дифференцируемые фун:кции Ni(t), при
нимающие ненулевые значения на отрез:ке ti ~ t ~ ti+m, равные нулю на 
остальной части параметричесиой области нривой и удовлетворяющие равен
ству (2.7.6). Та:кими фун:кциями являются фундаментальные сплайнqI или 
В-сплайны .. 

2.8. В-сплайны 
Поставим перед собой цель найти неиоторую непрерывную т -1 раз диффе

ренцируемую фун:кцию Вт ( t), принимающую ненулевые значения толь:ко вну
три отрезиа to ~ t ~ tm и имеющую равные нулю производные от О-го до 
(т - 2)-го порflдиа в:ключительно на его :концах. Производной нулевого порядна 
будем называть значение фун:кции в заданной точ:ке. 

По:кажем, что теоретичесии можно построить на отрезие to ~ t ~ tm иусочно
полиномиальную фуницию, удовлетворяющую поставленным условиям. Для 
этого разобьем отрезан to ~ t ~ tm оси параметра t на т произвольных участ
иов. Точ:ии разбиения обозначим через ti, t2, tз, .. . , tm-1, и построим на :каждом 
отрезие ti-1 ~ t ~ ti, i = 1, 2, ... , т, полиномы степени т - 1, rладио стыкуя 
их между собой по производным от О-го до (m - 2)-го порядна вилючительно. 
Вид исиомой фуниции поиазан на рис. 2.8.1. 

Каждый полином имеет m :иоэф фициентов, всего полиномов m. Для их опре
деления можно составить т -1 уравнений в точ~\ах стыиовии полиномов и т 1 
уравнений на :каждом из :краев. Всего мы получим (m - l)(m 1) = m2 - 1 
уравнений длfl m 2 :коэффициентов. Недостающее уравнение может нормиро
вать величину прогиба :кусочно-полиномиальной линии, например, путем нор
мирования площади под ней, что дает возможность удовлетворить требованию 

Рис. 2.8.1. Составной полиномиальный сплайн 

(2.7.6). Если :каине-либо два значения узла совпадают, например ti = ti+1, 
то полином на этом участие пропадает, а с ним пропадают т неизвестных и 

т - 1 уравнений стыиовии. Для сохранения равенства числа неизвестных и 
числа уравнений отиажемся от непрерывности наивысшей производной в I\рат
ном узле. Аналогично поступим при совпадении трех и более узлов. Таиим 
образом, предъявленные :к фуниции Sm(t) требования не являются противоре
чивыми и могут быть выполнены. 

Рассмотренные теоретичесии возможные нусочно-полиномиальные фуниции, 
а та:иже базисные фун:кции Бернштейна, являюгся частными случаями В-сплай
нов. Основу теории В-сплайнов заложили Фергюсон, Шёнберг, Уитни и :Карри. 
Гордон и Розенфельд установили связь между :кривыми Безье и В-сплайнами и 
поиазали, что В-сплайны являютсfl мощным обобщением фуниций Бернштейна. 
Teopиfl В-сплайнов базируется на разделенных разностях. 
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Раадепениые разности. Приведем необходимые сведения о разделенных раз
ностях. Пусть имеется неноторая фуннция f(t) и пусть нам известны значения 
фунвции для неноторых значений параметра fi = f (ti), i =О, 1, 2, ... , т. Раз
деленными разностями первоrо поря:дна называются отношения 

f[ t· t· ] = f (ti+l) - f(ti). 
i, i+l t t i+l - i 

(2.8.1) 

Точви ti на параметричесной оси называются уз.ла.ми. Будем считать, что разде
ленные разности составлены по узлам с соседними номерами. Пова не оrоворено 
противное, нумерация узлов может быть произвольной, и необязательно, чтобы 
узлы были пронумерованы в порядне возрастания значений. По разделенным 
разностям первого порядна вычисляются разделенные разности второго порядна 

f[t . t· t· ] - f[ti+l, ti+2] - f[ti, ti+l] 
i' i+ 1, i+2 - t t . 

i+2 - i 
(2.8.2) 

Следуя данному алrоритму, вычисляются разделенные разности более высових 
порядвов. Например, если известны разделенные разности (k - 1)-ro порядна, 
то разделе~ная разность k-го порядна определяется ваи отношение 

f[t . . t· ] - f[ti+l, ti+2, .. . , ti+k] - f[ti, ti+l, ... , ti+k-1] 
i, ti+I, · · ., i+k - · 

ti+k - ti 
(2.8.3) 

Разделенные разности будем обозначать символами фунвции, по которой они 
вычислены, с ввадратными снобвами, в воторых перечислены значения узлов. 
Порядов разделенной разности на единицу меньше числа узлов в квадратных 
снобвах. Разделенными разностями нулевоrо порядна являются значения фунв-

ций в узлах f[ti] = f(ti)· Если фунвция f(t) есть полином степени k, то пав 
будет повазано ниже, разделенная разность k-го порядна, построенная по этому 

полиному, равна коэффициенту при tk полинома. 
Если в разделенной разности первого порядна значения узлов совпадают, то 

она равна пределу отношения (2.8.1), т. е. производной фунвции в данной точне 

(2.8.4) 

Аналогично находятся разделенные разности более высовоrо порядна, постро
енные на совпадающих узлах. Тав разделенная разность k-ro порядна, соста
вленная на k + 1 равных узлах, равна k-й производной фунвции, вычисленной 
в данном узле, деленной на k! · 

(2.8.5) 

( k! в знаменателе правой части является следствием тоrо, что в знаменателе 
разделенной разности стоит длина нескольких участвов ti - t). Узлы, значения 
воторых совпадают, называются кратными узла.ми. Тав, если ti+l = ti+2 = ... 
. . . = ti+k, то rоворят, что эти узлы имеют вратность k. 
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Разделенная разность k-го порядRа следующим образом выражается через 
значения функции f ( t) в узлах: 

f[ti, ti+1, ... , ti+k] = 
i+k· f (t ·) 
-Е J -
- j=i (tj - ti)(tj - ti+1) ... (tj - tj-1)(tj - lj+1) ... (tj - tj+k) -

i+k f (t ·) 
= Е /( ) , (2.8.6) 

.. wik t3· J='L ' 

где Wi
1
k'(tj) - производная функции Wi,k(t) = (t - ti)(t - ti+1)(t - ti+2) ... 

. "(t - ti+k-1)(t - ti+k), вычисленная при t = tj. Инде:ксы i и k в обозначе
нии функции Wi, k(t) говорят об индексе начального узла и о :количестве узлов. 
Равенство (2.8.6) до:кажем методом индукции. Для: разделенной разности пер
вого порядка формула (2.8.6) совпадает с (2.8.1), т. е. для: k = 1 равенство (2.8.6) 
справедливо. Предположим, что равенство (2.8.6) справедливо для разделенных 
разностей (k-1)-го порнд:ка и убедимся, что из этого предположения следует его 
верность для разделенных разностей k-го порнд:ка. Для: этого вычтем равенства 

+k ~ (tj - ti)f (t ·) 
f [ti+l, ti+2, ... , ti+k] = L; ( )И!: J '( ) 

j=i+l tj - ti i+l, k-1 tj 
и 

i+k-1 ( ) ( ) '"" t . - ti+k f t . 
f[ti, ti+1, .. . , ti+k-1] = L.J ( 

1 
)W 

11( )' . . t3· - ti+k i k-1 t3· з=~ , 

аналогичные (2.8.6), для: разделенных разностей на порндо:к ниже, у :которых 
соответствующие слагаемые приведены к общему знаменателю. В результате 
получим равенство 

f[ti+1, ti+2, ... , ti+k] - f[ti, ti+l, ... , ti+k-1] = 
_ (t;н - t;)f (ti) ;~i (tj - t;)f (tj) - (tj - t;н)/ (t;1) 
- Wi,k'(ti) + j=i+l Wi,k'(tj) + 

i+k 
+ (tн~ - ~()/(t)н) = (t;н _ t;) Е /(~(~ ) , 

i,k ti+k j=i i,k j 

из :которого после деления на (ti+k - ti) на основании (2.8.3) следует (2.8.6). 
Из равенства (2.8.6) видно, что разделенная: разность не зависит от поряд:ка, в 
котором следуют узлы ti, ti+1, ... , ti+k в спис:ке аргументов. 

Разделенные разности полиномов. Если p(t) является: полиномом m-й сте
пени параметра t и нам известны значения: полинома p(ti) в точках ti, i = 
=О, 1, 2, ... , m, то разделенная: разность первого поря:д:ка 

[t t ] = p(to) - p(t) 
Р ' о to - t 
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является полиномом (m-1)-й степени. В самом деле, фунRцияр(tо)-р(t) имеет 
RОрень to и, следовательно, согласно теореме Везу делится без остатRа на to - t. 
Разделенная разность второго порядRа 

[ ] 
p[to, t1] .- p[t, to] 

р t, to, t 1 = ---------"'---
t1 - t 

является полиномом (m - 2)-й степени. Действительно, фунRция p[to, t1] -
- p[t, to] = p[t1, to] - p[t, to] имеет Rорень t1 (p[t1, to] - p[t1, to] = О) и, сле
довательно, согласно теореме Везу делится без остат1\а на t1 - t. С помощью 
аналогичных рассуждений приходим R тому, что разделенная разность m-го 
порядRа есть полином нулевой степени 

p[t, to, t1, ... , tm-1] = const, (2.8.7) 

а разделенная разность ( т + 1 )-го порядRа полинома степени m равна нулю: 

p[t, to, t1, ... , tm] =О. (2.8.8) 

Пусть теперь p(t) является интерполяционным полиномом фунRции f (t), со
впадающим с ней в m+l узлах ti, p(ti) = f (ti), i =О, 1, 2, ... , т. Разделенные 
разности, построенные по узлам ti, для фунRций p(t) и f (t) будут равны. Из 
определения разделенной разности для фунRцИи p(t), построенной на последо
вательности узлов t, to, t1, ... , tk-1, tk, 

. [ ] _ p[to, t1, t2, ... , tk] - p[t, to, t1, ... , tk-1] 
р t, to, t1, t2, ... , tk - · 

tk - t 

и равенств разделенных разностей p[to, t1, ... , tk] = f[to, t1, ... , tk] 
равенства: 

p[t, to, t1, ... , tт-1] = 

(2.8.9) 

следуют 

= f[to, t1, ... , tm] + (t - tт)p[t, to, t1, ... , tт] == f[to, ti, ... , tm], 

p[t, to, t1, ... , tт-2] = f[to, t1, ... , tm-1] + (t - tm-1)p[t, to, t1, ... , tm-1], 
•••••••••••• w •••••••••••••••••••••••• 

p[t, to] == f[to, t1] + (t - t1)p[t, to, t1], 

p[t] = f [to] + (t to)p[t, to]. 

TaR RaR p(t) = p[t], то подставляя последовательно эти равенства Rаждое по
следующее в предыдущее, начиная с последнего, получим интерполяционную 

формулу Ньютона (2.4.17) для сRалярной фунRции f (t) 

p(t) = f[to] + f[to, t1](t - to) + f [to, t1, t2J(t - to)(t - t1) + ... 
. . . + f[to, t1, ... , tk](t - to)(t - t1) .. . (t - tk-1) + ... 

. . . + f[to, t1, ... , tm](t - to)(t - t1) .. . (t - tm-1). (2.8.10) 

ТаRим образом, Rоэф фициенты в полиноме Ньютона являются соответствую
щими разделенными разностями интерполируемой фунRции. Если интерполя
цию (2.8.10) выполнить на совоRупности т + 1 совпадающих узлов to = t1 = 
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= t2 = ... = tm-1 = tm, то в соответствии с (2.8.5) разделенные разности про
порциональны производным соответствующего порядка интерполируемой функ

ции, и мы получим усеченный ряд Тейлора. 
Вычислим с помощью (2.8.10) разделенную разность m-го порядRа для т 

совпадающих узлов to = t 1 = ... = tm-I и одного отличного от остальных 
tm-1 -:/:- tm. Вс~ разделенные разности более низкого порядна в соответствии с 
(2.8.5) будут пропорциональны производным соответствующего порядка фунR
ции f (t), а р(tт) = f (tт)- Искомая разделенная разность определяется фор
мулой 

f[to, t1, ... , tm] = f[to, to, to, ... , to, tт] = 
f (tт) m-l f (j) ( ta) 

= (tm - to)m - h j!(tm - to)m-j' (2.В.11) 
rде J(i) (to) - производная j-го порядна в точке t0 (производной нулевого по
рядна мы называем значение функции). 

Свойства разделеввъ1х разностей. Известно, что по заданной совокупности 
значений функции f (ti) в узлах ti, i = О, 1, 2, ... , m, можно построить един
ственный полином степени m, совпадающий в узлах ti с заданной функцией. 
Из интерполяционной формулы Ньютона (2.8.9) видим, что разделенная раз
ность f[to, t1, .. . , tm] m-го порядка на заданной последовательности m + 1 
уалов равна ноэф фициенту при наивысшей степени аргумента tm полинома сте
пени m, значения которого в заданных узлах согласуются с функцией f (t). Это 
свойство может быть принято в качестве определения разделенной разности. 

Свойство 1. Если f(t) = ао + a1t + a2t2 + ... + amtm, то 

f[to, t1, ... , tт] =ат, 

f[to, tl, ... , tm, tm+1] =О 
(2.8.12) 

для любого дополнительного узла tm+l· 

С в ой ст в о 2. В силу единственности такого полинома, а также в силу 
(2.8.6), любая разделенная разность является симметричной функцией своих 
аргументов, т. е. значение f[to, tl, ... , tm] не зависит от порядна, в котором 
следуют узлы to, tl, ... , tm в списке аргументов 

(2.8.13) 

где tk, ti, ... , t1 есть последовательность узлов to, t1, ... , tm, записанных в про
извольном порядке. Разделенная разность выражается через значения функ
ции f(t) в узлах с помощью формулы (2.8.6). Если некоторые узлы являются 
кратными, то разделенная разность выражается через значения функции f(t) 
в простых узлах и ее производные в кратных узлах. 

Свойство 3. Если f(t) = k9g(t) + khh(t), то 

(2.8.14) 

Это равенство следует из единственности интерполяционного полинома. 
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С во :йс т во 4. Если f (t) = g(t)h(t), то 
m 

f [ to, t 1 , . • • , tm] = L g [ to , t 1 , • . . , t k] h [ t k , t k + 1 , . . . , tm] . (2.8.15) 
k=O 

Для доказательства этой формулы аппроксимируем каждую из функций g(t) 
и h(t) полиномом (2.8.10) и перемножим их. Коэффициент при наивысшей 
степени tm результирующего полинома будет равен правой части (2.8.15), что и 
требовалось доказать. Равенство (2.8.15) носит имя формулы Лейбница. 

Свойство 5. Если для функции f(t) построен полином Pm-1(t) степени 
т - 1 на последовательности узлов to, ti, ... , tm-1, то 

f (t) = Рт-1 (t) + 
+ f[to, ti, ... , tm-1, t](t - to)(t - t1)· .. (t - tm-2)(t - tm-1). (2.8.16) 

Это равенство получим, рассматривая t как дополнительный узел tm в последо
вательности узлов и рассматривая равенство как необходимое условие в допол
нительном узле для полинома степени т. 

Усеченная степенная фуmtция. Рассмотрим усеченную степенную функцию 
со смещенным началом, которую обозначим через 

am(z) == (z - t)m + = (max (О, z - t))m. (2.8.17) 

Эта функция равна О при z ~ t и равна (z - t)m в противном случае. Функция 
ат(z) - кусочно-монотонная, непрерывная при m > О; при m = О она имеет 
скаЧон в точке z = t, равный единице. Функция am(z) имеет непрерьmные 
производные до ( m - 1 )-го порядка включительно. Производная m-ro порядка 
имеет разрыв в точке z = t, равны:й m!. Функция (2.8.17) примечательна тем, 
что ее производные являются аналогичными функциями, только на порядок 

ниже. Нам понадобятся как производные по z, так и производные по t: 

dam ( }m-1 dz = m z - t + = mam-1, 

dam ( m 1 dt = -т z - t) - + = -mam_ 1, 

••••••••••••••••• 11 11 ••••••• " •••• " ••• " 

(2.8.18) 

(2.8.19) 

k = О, 1, ... , m. 

Графики функций am(z) приведены на рис. 2.8.2. Чем выше порядок функции 
о-т(z), тем она более гладкая в точне z = t. 

Рассмотрим. свойства вычисленных по значениям функции ат-1(z) = 
= (z - t)m-l + в узлах to, t 1, '. .. , tm разделенных разностей m-ro порядка 
M(t) = D'm-1[to, ti, ... , tm]·, Разделенная разность вычисляется при фикси-
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рованном параметре t, но является фуннцией параметра t. Если все ti < t, 
i =О, 1, ... , т, то все O'm-1(ti) =О и разделенная разность O'm-1[to, ti, ... , tm] 
танже равна нулю. Если все ti > t, i = О, 1, ... , т, то разделенная разность 
m-ro порядна равна нулю, тан нан все узлы находятся на участне, где фуннция 
представляет собой полином степени, меньшей m. · 

Предположим, что последовательность узлов является возрастающей, т. е. 
ti < ti+1 для всех i = О, 1, ... , т - 1. Тоrда по уназанным выше причинам 
разделенная разность O'm-1[to, ti, ... , tт] и ее производные по t при t = to и 

а 

J - - - ----- --..-------.1&-----а0 (z) 

о t z 

Рис. 2.8.2. Усеченная степенная фун:кция со смещенным началом 

t = tm равны нулю. Разделенная разность O'm-1[to, ti, ... , tm] нан фуниция 
параметра t является непрерывной фуннцией, отличной от нуля тольно на ин
тервале to < t < tm. В соответствии с (2.8.6) она выражается через значения 
усеченной степенной функции в узлах 

lТт-1[tо, ti, .. . , tm] = 
m (tj _ t)m-1 + m (tj _ t)m-1 + 

= h (tj - to)(t; - t1) .. . (t; - t;-1)(t; - tн1) .. . (tj - tm) = h Wo,m'(t;) ' 

rде Wo,m'(tJ) - производная фуннции Wo,т(t) = (t - to)(t - ti)(t - t2)· .. 
. . . (t- tm-1)(t- tт), вычисленная при t = tj. Производные разделенной разно
сти по t до ( т - 2 )_: ro порядна 

dkO'm-1[to, ti, ... , tm] _ (-l)k(m - 1)! [t t ] _ 
dtk - {m _ l _ k)! O'm-1-k о, 1, . · ., tm -

(-l)k(m - 1)! т (t; - t)m-1-k + 
= ) " 1 (2.8.20) 

(m - 1 - k ! ц Wo (t ·) j=O ,m J 

танже являются непрерывными фуннциями параметра t. 
Таним образом, разделенная разность M(t) = am-1[to, ti, · ... , tm] нан фунн

ЦИЯ параметра t удовлетворяет всем требованиям нроме требования (2.7.6), 
предъявленным н базисным фуннциям Ni(t) в формуле (2.7.5), и имеет вид, 
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приведенный на рис. 2.8.1. Набор фуннций M(t) является претендентом на роль 
базисных фуннций в формуле (2. 7.5). Для удовлетворения требованию (2.7.6) 
фуннции M(t) можно нормировать, умножив их на неноторый ноэффициент. 

В-сплайн (фундаментальный сплайн). В литературе используетсн неснольно 
различных определений и обозначений В-сплайна. Вводятся определения не
нормированного В-сплайна и нормированного В-сплайна. В общем случае эти 
определенин звучат таи. Неиор.мироваииый В-сnлайи дл.я иеубывающей nосле
довательиости т узлов есть разделеииа.я рази.ость т-го nор.ядка усечеииой 
степеииой фуикции со смещениым началом <Тт- 1 (z) = (z- l)m-l+· Нор
.мироваииый В-сnлайи д.n..я неубывающей nоследовательиости т узлов есть 
разделеииа.я рази.ость т-го nор.ядка усечеииой стеnеииой фуикции со сме-
щеииым и.а-чалом <Тт-1 (z) == (z - t)m-l +' умиожеииа.я и.а рази.ость зиачений 
последи.его и первого узла. Ненормированный и нормированный В-сплайны 
свнзаны между собой толыю ноэффициентом и с точностью до множителя их 
определенин одинановы. Далее, если не будет уназано ноннретно, термин 
«В-сплайн» мы будем использовать для обоих уназанных сплайнов. 

В зависимости от того, н наному узлу заданной последовательности (пер
вому или последнему) привязывается обозначение В-сплайна, и от того, напой 
порндон (равный порядну разделенной разности или равный степени усечен
ной степенной фуннции) приписываетсн В-сплайну, в литературе встречается 
четыре определенин В-сплайна. Приведем их все. Начнем с нормированных 
В-сплайнов, таи нан именно они представляют для нас наибольший интерес. 

Определение 1. Нормированный i-й В-сплайн m-го порядна Ni,m(t) для 
неубывающей последовательности узлов ti, ti+1, ti+2, ... , ti+m есть разделенная 
разность m-го порядна усеченной степенной фуннции <Тm-l (z) (z - t)m-l +' 
умноженная на ( ti+m - ti): 

Ni,m(t) == (ti+m - ti)am-1[ti, ti+1, .. . , ti+m]· (2.8.21.1) 

Определение 2. Нормированный i-й В-сплайн m-ro порндна Nm,i(t) 
длн неубывающей последовательности узлов ti-m, ti-m+1, ... , ti-1, ti есть 
разделенная разность m-ro порядна усеченной степенной фуннции <Тm-l (z) = 
= (z - t)~-l , умноженнан на (ti - ti-m): 

(2.8.21.2) 

Определение 3. Нормированный i-й В-сплайн ( т - 1 )-го порядна 

Nim-l(t) длн неубывающей последовательности узлов ti, ti+1, ti+2, ... , ti+m есть 
разделенная разность m-го порндна усеченной степенной фуннции <Тm-1 (z) = 
== (z - t)m-l +' умноженная на (ti+m - ti): 

Nim-l(t) = (ti+m - ti)Gm-1[ti, ti+1, .. . , ti+m]· (2.8.21.3) 

Определение 4. Нормированный i-й В-сплайн (m - 1)-го порндна 

иm-\(t) для неубывающей последовательности узлов ti-m, ti-m+l, ... , ti-1, 
ti есть разделенная разность m-го порндна усеченной степенной фуннции 

<Тт-1 (z) = (z - t)m-l +' умноженная на (ti - ti-m): 

(2.8.21.4) 
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Аналогично звучат определения: для соответствующих ненормированных 
В-сплайнов, ноторые мы рассмотрим ниже. Для приведенных определений 
мы ввели различные обозначения В-сплайнов, чтобы не вознинла путаница. 
В первом определении В-сплайн привязан R первому узлу (наследует его ин
дене) и этот индене стоит перед инденсом т порядна В-сплайна. Во втором 
определении ·в-сплайн привязан н последнему узлу (наследует его индене) и 
этот индене стоит после инденса т порядна В-сплайна. Третье определение 
аналогично первому, тольно В-сплайну приписывается порядон, равный степени 
усеченной фуннции, ноторый оназьmается на единицу меньше порядна разделен
ной разности. Для обращения: внимания на это отличие мы обозначили поря:
дон В-сплайна верхним инденсом. Четвертое определение аналогично второму, 
тольно В-сплайну приписывается порлдон, равный степени усеченной фуннции, 
ноторый на единицу меньше порядна разделенной разности. Нан и в третьем 
определении, мы обозначили порядон В-сплайна верхним инденсом. В третьем 
определении В-сплайн привязан н первому узлу, а в четвертом определе:uии 
В-сплайн привязан н последнему узлу (наследует его индене). Соответственно, 
в третьем определении индене узла привязни стоит перед индеисом, обозначаю
щим поря:дон В-сплайна, а в четвертом определении индене узла привязни стоит 
после инденса порядна В-сплайна. Все четыре определения равноправны и при
водят н одному и тому же ренуррентному соотношению для В-сплайнов, но 
форма записи этих ренуррентных соотношений различна. 

Дадим пояснения: н определениям В-сплайна на примере первого определе
ния. Последовательность узлов ti, ti+I, .. . , ti+m должна быть неубывающей, т. е. 
должно выполняться неравенство tз' ~ tj+l для всех j = i, i + 1, ... , i + т - 1. 
В остальном же значения: узлов последовательности не оговариваются и в об
щем случае могут быть произвольными, в том числе и совпадающими. То, что 
В-сплайн Ni,m(t) называется i-м, подчернивает, что разделенная: разность по
строена на последовательности узлов, начинающейся: с узла ti и нончающейся: 
на узле ti+m· Разделенная: разность D'm-1[ti, ti+1, ... , ti+m] вычислена по фунR
ции am-1 (z) = (z - t)m-l + при финсированном значении t, при рассмотрении 
ее на:к фуннции тольно аргумента z. Значение разделенной разности, есте
ственно, зависит от выбранного параметра t, о чем говорит аргумент Ni,m(t). 
В-сплайн Ni,m(t) нормирован ноэффициентом (ti+m-ti ), на ноторый умножена 
разделенная разность. 

При втором определении В-сплайна последовательность узлов ti-m, 
ti-m+1, ... , .ti танже должна быть неубывающей. То, что В-сплайн Nm,i(t) 
называется: ~-м, подчернивает, что разделенная разность построена на последо

вательности узлов, начинающейся с узла ti-m и нончающейся на узле ti· Раз
деленная разность am-1[ti-m, ti-m+1, .. . , ti] вычислена по фуннции am-1(z) = 
= (z - t)m-l + при финсированном значении t, рассмотренная нан фуннция 
тольно аргумента z. Значение разделенной разности зависит от выбранного 
параметра t, о чем говорит аргумент Nm,i(t). В-сплайн Nm,i(t) нормирован 
ноэффициентом (ti - ti-m), на ноторый умножена разделенная разность. 

Далее мы будем строить нривые r(t) на базе точен Pi, в ноторых индене узла 
привязни В-сплайна будет соотв.етствовать {равен) инденсу точни Pi· Таи нан 
инденсация: точен обычно начинается: с нуля или единицы, то при использова
нии второго или четвертого определений В-сплайна инденсацию узлов последо
вательности придется начинать с отрицательных значений таи, чтобы индене 

В - 5293 Голованов 
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m-ro по порядну узла был равен нулю, тогда индене первого по порядну узла 
будет равен -m. 

Гладность в"сплайнов харантеризуется порядиом, ноторый в первом и вто-
ром определениях равен порядну разделенной разности. В первых двух опреде-
ленинх приходится различать степень полин01у.1ов и порядон сплайнов. Порндон 
сплайна, ван и степень полинома, харантеризует непрерывность ее производ

ных. Для. сплайна порядна т должна существовать и быть отличной от нуля 
(за иснлючением отдельных точен) производная ( т - 1 )-го порядна, а произ
водная m-го порядна должна быть равна нулю. В первых двух определениях 
В-сплайны порядна т представляют собой нусочно-полиномиальные фуннции, 
построенные на полиномах степени т - 1, поэтому их порядон на единицу 
больше наивысшей степени полинома. В третьем и четвертом определениях 
В-сплайны порядна т представляют собой нусочно-полиномиальные фуннции, 
построенные на полиномах той же степени m, поэтому их порндон равен наи
высшей степени полинома. 

Дальнейшие вынладни вьшолним одновременно для первого и второго опре
делений нормированного В-сплайна. Для третьего и четвертого определений 
все формулы могут быть получены аналогично. 

Пусть В-сплайн m-го порядна построен на неубывающей последовательно
сти т + 1 узлов ta, ta+1, ... , tь-1, tь, где tь = ta+m· В-сплайн отличен от нуля 
на небольшой области, т. е. Na,m(t) =О и Nm,ь(t) = О при t < ta и при t ~ tь. 
Действительно, ван тольно t < ta, то между точнами ta и tь усеченная фунн
ция примет вид а m-1 { z) = ( z - t) m-l и в силу того, что ( z - t) m- l является 
полиномом степени меньшей m, любая разделенная разность m-го порядна, по-
строенная по этому полиному, равна нулю. Кан тольно t ~ tь, то разделенная 
разность равна нулю в силу того, что между точвами ta и tь Gm-I (z) = О. 
Тольно на участие ta ~ t < tь фуннция Gm-1 (z) представляет собой отрезов го
ризонтальной прямой, сопряженнЬl:й с отрезном смещенной степенной фуннции, 
и поэтому ее разделенная разность O"m-i[ta, ta+1, ... , tь] отлична от нуля. 

Если воспользоваться определением раsделенной разности (2.8.4), то 
В-сплайн можно записать в виде 

Na,m(t) = Gm-1[ta+1, ta+2, · · ., tь] - Gm-1[ta, ta+l, · .. , tь-1], 

Nm,ь(t.) = Gm-1[ta+1, ta+2, ... , tь] - О"т-1[tа, ta+l, · · ., tь-1]. 
(2.8.22) 

Для любого t; ~ t < tj+ 1 > в силу лональности отличны от нуля тольно т 

В-сплайнов, а именно, Nj-m+1,m(t), N1-m+2
1
m{t), ... , N1-1

1
m(t), N;,m(t) и 

Nm,j+1(t), Nm,j+2(t), ... , Nm,j+m-1(t), Nm,j+m(t). Используя равенство 
(2.8.22), найдем сумму всех В-сплайнов для tj ~ t < tj+1= 

J j 

L Ni,m(t) = L Nm,i+m(t) = 
i=j-m+l i-j-m+l 

j j 

L Gm-1[ti+1, ti+2, · · ., ti+m] - L am-1[ti, ti+l, . · ., ti+m-1] = 
i j-m+l i=j-m+l 

=am-1[tj+1, tj+2, ... , t;+т]-am-1[tj-m+1, t1-т+2, ... , t;] = 1-0=1. (2.8.23) 
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В (2.8.23) использовалось то, что O'm-1 [tj+1, tj+2, ... , ij+m] = 1 нан ноэффици
ент при наивысшей степени арrумента полинома (z - t)m-l, ноторым опjlсыв-а
ется усеченная степенная фуннция на отнрытом интервале ij+f · < z < tj+m· При 
этом на интервале tj-m+1 < z < tj усеченная степенная фуннция равна нулю, 
следовательно, O'm-1 [tj-m+1, t1-m+2, ... , t1] =О. Тан нан участон tj ~ t < tj+l 
был выбран произвольно, то аналоrичное равенство выполняется для любого 
дpyroro участна. Таним образом, при любом t длн суммы всех В-сплайнов 
справедливо равенство 

(2.8.24) 

Именно ради свойства (2.8.24) нормируются разделенные разности в опреде
лении нормированноrо В-сплайна. Фуннции Ni,m(t) и Nm,i(t) представляют 
собой разложение единицы. 

Вычисление нормированных В-сплайнов производится через ненормирован
ные В-сплайны, являющиеся обычными разделенными разностями. Обра
тимся н ненормированным В-сплайнам. Введем четыре различных опреде
ления ненормированноrо В-сплайна. Они соответствуют приведенным выше 
четырем определениям нормированноrо В-сплайна. 

Определение 1. Ненормированный i-й В-сплайн m-ro порядна Mi
1
m(t) 

для последовательности узлов ti, ti+1, ti+2, ... , ti+m есть разделенная разность 
m-ro порядна усеченной степенной фуннции O"m-l (z) = (z - t)m-l += 

(2.8.25.1) 

Определение 2. Ненормированный i-й В-сплайн m-ro порядна Mm,i(t) 
для последовательности узлов ti-m, ti-m+1, ... , ti-1, ti есть разделенная раз
ность m-ro порядна усеченной степенной фуннции O"m-1 (z) = (z - t)m-l += 

(2.8.25.2) 

Определение 3. Ненормированный i-й В-сплайн (m - 1)-ro порядна 
мim- 1 (t) для последовательности узлов ti, ti+1, ti+2, .. . , ti+m есть разделенная 
разность m-ro порядна усеченной степенной фуннции O"m-1 (z) = (z - t)m-l += 

(2.8.25.3) 

Определение 4. Ненормированный i-й В-сплайн (m - 1)-ro порядна 
мm-li(t) для последовательности узлов ti-m, ti-m+1, .. . , ti-1, ti есть разделен
ная разность m-ro порядна усеченной степенной фуннции O"m-l (z) = (z - t)m-l += 

(2.8.25.4) 

Инденсные обозначения ненормированноrо В-сплайна соответствуют ин
денсным обозначениям нормированноrо В-сплайна. Все определения ненор
мированноrо В-сплайна равноценны. Рассмотрим свойства ненормированного 
В-сплайна. 

в• 



116 Гл. 2. Моделирование кривых линий 

Ненормированный В-сплайн первого порядва для первых двух определений 
и ненормированный В-сплайн нулевого порядва для последних двух определе
ний равен разделенной разности первого порядва для фунвции o-o(z) = (z - t)0 += 

Mi, 1 (t) = { t;+1

1

- t;' 
о, 

M1 1 i(t) = { t; _\i-1' 
о~ 

если t < ti или t ~ ti+1, 

если ti ~ t < ti+1, 

если t < ti или t ~ ti+l, 

если ti-1 ~ t < ti, 

если t < ti-1 или t ~ ti. 

(2.8.26.1) 

(2.8.26.2) 

(2.8.26.3) 

(2.8.26.4) 

ФормуJiа Конса-Де Бура. Пусть имеется неубывающая последовательность 
m+l узлов ta = tь-т, ta+1, .. . , tь-1, tь = ta+m· Используем формулу Лейбница 
(2.8.i5) для вычисления В-сплайна (2.8.21), представив фунвцию О-т-1 (z) = 
== (z - t)m-l + в виде произведения O-m-1(z) = g(z) · O-m-2(z), rде O-m-2(z) 
= (z - t)m-2 + и g(z) = (z - t). Тогда при ta ~ t ~ tь разделенная разность 

O-m-1[ta, ta+1, .. . , tь-1, tь] = g[ta]O-т-2[ta, ta+1, · · ., tь] + 
+ g[ta, ta+1]0-m-2[ta+l1 ta+2, · · ., tь] +О+···+ О= 

= (ta - t)o-m-2[ta, ta+1, · .. , tь] + O-m-2[ta+1, ta+2, ... , tь]. (2.8.27) 

Подставим в (2.8.27) определение разделенной разности (2.8.3) для 

[ ] 
_ O-m-2[ta+1, ta+2i · · ., tь] - O-m-2[ta, ta+1, · · ., tь-1] 

ат-2 ta, ta+1, · · ., tь - t 
Ь - ta 

и получим 

О-т-1[tа, ta+1, · · ., tь-1, tь] = 
ta - t 

= (о-т-2[tа+1, ta+2, ... , tь]-o-m-2[ta, ta+1, ... , tь-1]) + 
tь - ta 

tь - ta + O-m-2[ta+1, ta+2, · .. , tь] = 
tь - ta 

_ (tь - t)o-m-2(ta+1, ta+2, · .. , tь] + (t - ta)O-m-z[ta, ta+1, · · ., tь-1] 
tь - ta 

(2.8.28) 
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Перепишем равенство (2.8.28) с использованием определений ненормированноrо 
В-сплайна (2.8.25.1)-(2.8.25.4) и получим формулы 

М (t) = (tь - t)Ma+l,m-1(t) + (t - ta)Ma1 m-1(t) 
а, т tь - ta ' 

м ( ) (tь - t)Mm-l ь(t) + (t - ta)Mm-l Ь-1 (t) t - ' ' 
т,Ь - tь - ta ' 

Ма т-1 (t) = (tь - t)Ma+l m-
2(t) + (t - ta)Ma m-

2 (t)' 
tь - ta 

m-1 ( ) (tь - t)мm-2ь(t) + (t - ta)мm-2ь-1(t) 
м ь t = . 

tь - ta 

(2.8.29.1) 

(2.8.29.2) 

(2.8.29.3) 

{2.8.29.4) 

Ренуррентные соотношения (2.8.29.1)-(2.8.29.4) были получены независимо 
Мэнсфилдом, Консом и Де Буром и носят имя фор.мул Кокса-Де Бура. Эти со
отношения занимают центральное место в теории В-сплайнов. Они побуждают 
забыть о разделенных разностях и определить В-сплайн m-ro или {m - 1)-ro 
порядна для неубывающей последовательности т + 1 узлов ta = tь-1, ta+1,, ... 
. . . , tь-1, tь = ta+m нан фуннцию, вычисляемую по одному из ренуррентных 
соотношений (2.8.29.1)-(2.8.29.4) при соответствующем начальном значении 
(2.8.26.1)-(2.8.26.4). Все ренуррентные формулы равноценны. 

Обратим внимание на то, что в формулах (2.8.29.1) и (2.8.29.2) В-сплайн 
m-ro порядна для неубывающей последовательности m + 1 узлов вычисляется 
через два В-сплайна (m 1)-ro порядна, определенных на последовательно
стях m узлов, лежащих внутри заданной последовательности. Один из двух 
В-сплайнов (m - 1)-ro порядна примынает н началу вычисляемоrо В-сплайна, 
а друrой - н нонцу вычисляемоrо В-сплайна (рис. 2.8.3). Каждый из двух 

Рис. 2.8.3. Иллюстрация рекурренmого соотношения Кокса-Де Бура 

В-сплайнов (m - 1)-ro порядна берется с ноэффициентом, пропорциональным 
расстоянию параметра t от нрайнеrо узла заданной последовательности, н но
торому В-сплайнов (m - 1)-го порядна примынает. Сумма этих двух ноэффи
циентов равна единице. 

Отвлечемся в формулах (2.8.29.1)-(2.8.29.4) от инденсации и рассмотрим их 
с использованием барицентричесних ноординат. Пусть дана произвольная по
следовательность m + 1 узлов to, t1, ... , tm, хотя бы два из ноторых имели 
отличные друr от друга значения. Вспомним, что разделенная разность не за
висит от порядна следования узлов в списне арrументов. Из последовательности 
т + 1 узлов выберем два произвольных несовпадающих узла ta и tь. На базе 
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этих двух узлов введем барицентричесиие иоординаты 

( ) _ tь - t Ь( ) _ ta - t at - , t - . 
tь - ta ta - tь 

Введем следующие обозначенин. Последовательность m + 1 узлов to, t1, ... , tm 
обозначим через Т. Последовательность m уЗлов, полученную из Т удалением 
узла ta, обозначим через Т\ а. Последовательность m узлов, полученную из 
Т удалением узла tь, обозначим через Т\ Ь. Разделенную разность m-го по
рндка усеченной степенной фуниции (z - t)m-l + на последовательности узлов 
Т обозначим через мт(t). Разделенную разность (m-1)-го порндва усеченной 
степенной фуниции (z - t)m-~ + на последовательности узлов Т \а обозначим 
через мт\а(t). Разделенную разность {m - 1)-го поряд:ка усеченной степен
ной функции (z - t)m-2 + на последовательности узлов Т \ Ь обозначим через 
мт.\Ь(t). Тогда формулы Коиса-Де Бура (2.8.29.1)-(2.8.29.4) длн вычисленин 
ненормированноrо В-сплайна на последовательности узлов Т можно заменить 
реиуррентным соотношением 

мт(t) = tь - t мт\а(t) + ta - t мт\Ь(t) = а(t)мт\а(t) + Ь(t)мт\Ь(t). (2.8.30) 
tь - ta ta - tь 

Так как в силу свойства 2 разделеннан разность нвлнетсн симметричной функ
цией своих арrументов, то последнее рекуррентное соотношение не зависит от 
выбора узлов ta и tь. Реиуррентное соотношение (2.8.30) начинаетсн с последо
вательности, состонщей из двух узлов ta и tь: 

M(t) = { ltь ~ tal, если min (ta, tь) ~ t < шах (ta, tь), 
О в остальных случаях. 

Последовательность узлов Т в общем случае может быть произвольной. Мы 
рассматриваем неубывающую последовательность узлов, так как нас интересует 

не отдельно взнтый В-сплайн, а совокупность отличных от нулн В-сплайнов при 
заданном параметре t. . 

Рекуррентные соотношенин (2.8.29.1)-(2.8.29.4) поиазывают, что если 
Ma+1,m-1(t) ·~О и Ma,m-i(t) ~О, то и Ma,m(t) ~О, и что если Mm-1,ь(t) ~О 
и Mm-1,ь-1(t) ~ О, то и Мт,ь(t) ~ О. Та1' как в (2.8.26.1) Mi,1(t) ~ О и 
в (2.8.26.2) M1,i(t) ~ О, то можно сделать вывод, что В-сплайны при любых 
значенинх параметра неотрицательные: 

Ma,m(t) ~О, Мт,ь(t) ~О, Ма m(t) ~О, Mmь(t) ~О. 

Нормированный В-сплайн свнзан с ненормированным В-сплайном соответ
ствующим соотношением: 

Na,m(t) = (ta+m - ta)Ma,m(t), 

Nm,ь(t) = (tь - tь-m)Mm,ь(t), 

Nam-l(t) = (ta+m - ta)Mam-l(t), 

Nm-l ь(t) = (tь - tь-m)мm-l ь(t). 

(2.8.31.1) 

(2.8.31.2) 

(2.8.31.3) 

(2.8.31.4) 
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Тоrда для нормированного В-сплайна формула RoRca-Дe Бура примет вид 

tь - t t - ta 
Na,m(t) = t t Na+l)m-1(t) + t t Na,m-1(t), (2.8.32.1) 

Ь - a+l Ь-1 - а 

tь - t t - ta 
Nт,ь(t) = Nm-1,ь(t) + Nm-1,ь-1(t), (2.8.32.2) 

tь - ta+1 tь-1 - ta 
tь - t t - t 

Nam-l(t) = Na+1m-2(t) + а Nam-2(t), (2.8.32.3) 
tь - ta+1 tь-1 - ta 

tь - t t - t 
Nm-1 ь(t) = Nm-2ь(t) + а Nm-2ь-1(t), (2.8.32.4) 

tь - ta+1 tь-1 - ta 
rде индеRсы а и Ь связаны равенством Ь = а + т или а = Ь - т. 
начинаются с В-сплайна наименьmеrо порядRа: 

N. ( ) { 1, е ели ti ~ t < ti + 1, 
i, 1 t = О, если t < ti или t ~ ti+ 1, 

N1 i(t) = { 1, если ti-1 ~ t < ti, 
' О, если t < ti-1 или t ~ ti, 

Nio(t) = { 1, если ti ~ t < ti+1, 
О, если t < ti или t ~ ti+1, 

No i(t) = { 1, если ti-1 ~ t < ti, 
О, если t < ti-1 или t ~ ti. 

Вычисления 

(2.8.33.1) 

(2.8.33.2) 

(2.8.33.3) 

(2.8.33.4) 

Если формально представить схему вычисления В-сплайна определения 1, 
то она выrлядит следующим образом (порядоR В-сплайна возрастает сверху 
вниз, а номера узлов возрастают слева направо): 

Ni,1(t) Ni+1,1(t) Ni+m-з,1(t) Ni+m-2,1(t) Ni+m-1,1(t) 
Ni,2(t) Ni+1,2(t) Ni+m-з,2(t) Ni+m-2,2(t) 
Ni,з(t) Ni+1,з(t) Ni+m-з,з(t) 

Ni,m-1 (t) Ni+l,m-1 (t) 
Ni,m(t) 

Среди В-сплайнов первого порядRа (2.8.26.1) тольRо один отличен от нуля при 
данном параметре t, а для вычисления точRи Rривой (2.7.5) требуются все 
В-сплайны, отличные от нуля при данном параметре t. Поэтому для параметра 
ti ~ t < ti+1 вычисление всех т отличных от нуля В-сплайнов m-го поряДRа 
удобнее производить по схеме 

Ni-m+2,m-1 (t) 
Ni-m+1,m(t) Ni-m+2,m(t) 

Ni-2)з(t) 
Ni-1,2(t) 
Ni-1,з(t) 

Ni,1 (t) 
Ni,2(t) 
Ni,з(t) 

Ni-2,m-1(t) Ni-1,m-1(t) Ni,m-1(t) 
Ni-2,m(t) Ni-1~m(t) Ni,m(t) 
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Эту треугольную таблицу можно вычислять построчно, полагая неупомянутые 
врайние соседние В-сплайны равными нулю. Вычислительные затраты мо
rут быть меньше, если работать с ненормированными В-сплайнами Mi, m ( t), 
нормируя их в последней стр о:ке. 

Схема вычисления В-сплайна определения 2 выглядит следующим образом 
(порядо:к В-сплайна возрастает сверху вниз~ а номера узлов возрастают слева 
направо): 

Ni,i-m+i (t) N1,i-m+2(t) 
N2,i-m+2 ( t) 

Ni,i-2(t) 
N2,i-2(t) 

Nl,i-1 (t) 
N2,i-l (t) 

Nl,i(t) 
N2,i(t) 

. " .. " ............ " ........... " .......... . 
Nm-2,i-2(t) Nm-2,i-1 (t) 

Nm-1,i-1(t) 
Nm-2,i(t) 
Nm-1,i(t) 
Nm,i(t) 

Среди В-сплайнов первого поряд:ка (2.8.26.2) тольво один отличен от нуля при 
данном параметре t. Поэтому для параметра ti-1 ~ t < ti вычисление всех т 
отличнь1х от нуля В-сплайнов m-ro поряд:ка при данном параметре t удобнее 
производить по схеме 

Ni,i(t) 
N2,i(t) N2,i+1(t) 

Nm-2,i(t) 
Nm-1,i(t) 
Nm,i(t) 

Nm-2,i+l (t) 
Nm-1,i+l (t) 
Nm,i+1 (t) 

Nm-2,i+m-3 (t) 
Nm-1,i+m-3(t) 
N m,i+m-3 ( t) 

Nm-l,i+m-2(t) 
Nm,i+m-2(t) Nm,i+m-1 (t) 

Эту треуrольную таблицу можно та:кже вычислять построчно, полагая неупомя
нутые :крайние соседние В-сплайны равными нулю. Вычисления проще выпол
нять для ненормированных В-сплайнов Mm, i ( t), а нормированные В-сплайны 
вычислить в последней стро:ке. 

Та:ким образом, мы нашли непрерывные m-1 раз дифференцируемые фун:к
ции Na,m(t) и Nm,ь(t), принимающие ненулевые значения толь:ко внутри от
рез:ка ta ~ t ~ tь и имеющие равные нулю значения фун:кций и их производных 
до (m - 2)-.ro поряд:ка в:ключительно на ero :концах. Мы не имеем аналитиче
с:коrо выражения этих фун:кций, но имеем реиуррентные формулы для вычи

сления значений фунвций в любой заданной точ:ке. Значения фуниций зависят 
от значений (m - 1)-ro внутреннеrо узла, принадлежащих отрез:ку ta ~ t ~ tь. 
Действительно, значения последовательности узлов, на :которой вычисляются 
В-сплайны, при выводе всех формул ничем не ограничивались. Единственное 
требование, предъявляемое :к значениям узлов, за:ключается в том, чтобы они 
не убывали. Это дает огромные возможности при построении :кривых и поверх
ностей с использованием В-сплайнов. 

Дифференцируя выражение для в"сплайна, получим формулу для вычисле
ния ero производных требуемоrо порядва. Производные В-сплайна тавже вычи
сляются по ре:куррентным соотношениям. Их вычисление может выполняться 
одновременно с вычислением значений самих В-сплайнов. 

В дальнейшем мы будем пользоваться первым определением В-сплайна 
(если не оговорено противное), хотя все с:казанное будет справедливо и при 
друrих определениях В-сплайна. 
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2.9. NURBS нривые 
В-сплайны используют для построения рациональных вривых линий в фор

ме {2.7.5). Формула для вычисления радиус-вектора рациональной параметри-
ческой :кривой на основе В-сплайнов Ni,m(t), построенной по вершинам Pi, 
i = 1, 2, ... , п (п ~ m), обладающим весами Wi, имеет вид 

п 

L Ni,m(i)WiPi 
r(t) = _i -~---

I: Ni,m(t)wi 
1 

(2.9.1) 

Радиус-вектор кривой равен частному от деления не:которого вектора на вес 
:кривой в данной точке. Каждый из В-сплайнов m"порFiд:ка Ni, т(t) построен 
на последовательности из т + 1 узлов ti, ti+1, ti+2, ... , ti+m· ЗначениFI уз
лов должны образовывать неубывающую последовательность, а в остальном на 
них не накладывается нинаI'iих ограничений. Кривые линии, построенные на 
множестве не равноотстоящих узлов, называютсFI пеоднородными. Параметри
чес:кое расстояние ме;:кду соседними узлами у неоднородных :кривых меняется 

при переходе от узла к узлу. Кривая (2.9.1) в общем случае Fiвляется неоднород
ной и рациональной. Кривая (2.9.1) носит имя NURBS :кривой, составленное 
из первых букв ее названия Non-Uniform Rational B-Spline (неоднородный 
рациональный фундаментальный сплайн). 

Когда все вершины NURBS :кривой имеют равные веса, то формула (2.9.1) 
для вычисления радиус-ве:ктора :кривой на основе В-сплайнов примет вид 

п 

r(t) = L Ni,m(t)pi, tmin :::;;; t ~ tma:x· 
i=l 

Эта :кривая та:кже может быть использована в моделировании, та:к :каи она обла
дает определенным порядном глад:кости, достаточно леги.о вычисляется и лег:ко 

управляется своими вершинами. 

В формуле (2.9.1) для построения сово:купности из п В-сплайнов m-го по
рядна требуется n + т узлов в случае незамкнутой :кривой и п + 2m узлов 
в случае замкнутой кривой. Число узлов всегда больше числа вершин, по
этому множество узлов называется расширенным. Воспользуемся той свободой, 
которую предоставляет нам выбор значений узлов при вычислении В-сплай
нов. Пусть вершины сплайна (2.9.1) пронумерованы от 1 до п. Пронумеруем 
узлы, на которых построены В-сплайны, от 1 до п + т. Чтобы незамкну
тая NURBS кривая проходила через первую и последнюю вершину, первый 
В-сплайн должен иметь кратными первые т узлов (из m + 1 узлов, на ко
торых он строитсFI), а последний В-сплайн должен иметь :кратными послед
ние т узлов (из т + 1 узлов, на которых он строится). Для построения 
незам:кнутой (m - 2)-раз дифференцируемой NURBS :кривой первые т узлов 
должны иметь равные значения: t1 = t2 = ... = tm, следующие п - т уз
лов должны образовывать возрастающую последовательность: tm+i < tm+i+l 
(i ·= 1, 2, ... , n - m), оставшиеся т узлов должны принимать равные зна" 
чения: tn+l = tn+2 = ... - tn+m· Для построения замкнутой (m - 2)-раз 
дифференцируемой NURBS :кривой последовательность узлов должна отражать 



122 Гл. 2. Моделирование кривых линий 

замвнутость: значения первых п + m узлов должны образовывать возрастаю
щую последовательность: ti < ti+l (i = 1, 2, ... , п + m), следующие m узлов 
должны идти через интервалы, повторяющие первые m интервалов между уз
лами: ti+n+m = tn+m + ti (i = 1, 2, ... , m). В общем случае параметр NURBS 
вривой изменяется от значения узла tmin = tm до значения узла tmax = tn+m· 
Построенная на тавих последовательностях уз.Лов вривая будет иметь непрерыв
ные производные до ( m - 2)-го порядва ввлючительно на всей области определе
ния. Если среди узлов будут вратные, вроме вышеувазанных, то непрерьшность 
соответствующих производных вривой будет нарушена. 

Вычисление радиус-вентора нривой. Для вычисления радиус-вевтора NURBS 
вривой используется следующая схема. По значению параметра t из условия 
ti ~ t < ti+l определяется номер i отличного от нуля В-сплайна первого порядва 
и вычисляется его значение, исходя из определения: 

м ( ) { 

1 
, если ti ~ t < ti+ 1, 

i, 1 t = ti+ 1 - ti 
О, если t < ti или t ~ ti+l· 

Далее, испол:~,зуя ревуррентное соотношение !\овса-Де Бура 

М· (t) = (ti+m - t)Mi+l,m-1(t} + (t - ti)Mi,m-1(t) 
i,m t· -t· ' i+m i 

(2.9.2) 

(2.9.3) 

последовательно вычисляются все отличные от нуля при данном параметре t 
В-сплайны до m-го порядва ;':ввлючительно: Mi-m+1,m(t), Mi-m+2,m(t), ... 
. . . , Mi, m(t): 

Mi-m+2, m-1 (t) 
Mi-m+1,m(t) Mi-m+2,m(t) 

Mi-2,з(t) 
Mi-1,2(t) 
Mi-1,з(t) 

Mi, 1 (t) 
Mi, 2 (t) 
Mi,з(t) 

............................................ 
Mi-2, m-1 (t) Mi-1, m-1 (t) Mi, m-1 (t) 
Mi-2, m(t) Mi-1, m(t) Mi, т(t) 

Данная треугольная таблица вычисляется построчно, посвольву из (2.9 .2) из
вестен элемент первой страви, а важдый элемент следующей строви можно по
строить по двум соседним элементам в предыдущей строве с помощью (2.9.3). 
При вычислении врайних элементов важдой строви используется тот фавт, что 
один из элементов в предыдущей строве равен нулю. Далее В-сплайны m-го 
порядна нормируются 

Nj,m(t) = (tj+m - tj)Mj,m(t), j = i - m + 1, i - m + 2, ... , i, 

и подставляются в формулу (2.9.1), воторая примет вид 

(2.9.4) 
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Одновременно с вычислением В-сплайнов может проводитьсн вычисление их 
производных. Формулы (2.9.2) и (2.9.3) можно считать определением В-сплайна. 
В-сплайны являются лов.альными фунв.циями (имеют малый носитель). 

Свойства :кривой. Каждый В-сплайн отличен от нуля тольв.о на части области 
изменения п{)раметра :иривой, поэтому при изменении радиус-вев.тора одной из 

вершин подлежит пересчету не вен :ириван, а тольв.о ее часть. В-сплайны нвлн
ютсн неотрицательными фунв.цинми. Сумма значений всех нормированных 
В-сплайнов при любом параметре t NURBS в.ривой в соответствии со свойством 
(2.8.24) равна единице: L Ni,m(t) = 1, а площадь под любым ненормирован-

i 
ным В-сплайном удовлетворяет равенству 

+оо ti+m 

/ M;,т(t)dt = / M;,m(t)dt = ~· (2.9.5) 

-оо ti 

Это равенство получим, переставив операции интегрированин и вычисленин 
разделенной разности. Проинтегрируем усеченную степенную фунв.цию (2.8.17) 
в ув.азанных пределах 

ti+m 

! ( )m-1 1 )m 1 )m z- t +dt = -(z-ti + - -(z-ti+m +· 
т т 

ti 

Вычислим разделенную разность полученной фуниции на последовательности 
узлов В-сплайна. Второе слагаемое правой части на области ti ~ t ~ ti+m равно 
нулю, а первое слагаемое равно полиному m-й степени (z - ti)m /т, разделен
ная разность m-ro порядна в.отороrо в соответствии со свойством (2.8.12) равна 
:коэффициенту при zm, т. е. равна 1/m, что дов.азывает равенство (2.9.5). 

Из (2.9.5) следуют равенства: 

+оо ti+m 

! ! ti+m - ti 
Ni,m(t) dt = (ti+m - ti) Mi,m(t) dt = m , 

-00 ti 

+оо n п J (Lнi,m(t)w;p;)dt = ~ I:(tнm - t;)w;p;, 
-00 ~1 ~1 

NURBS в.риван (2.9.1) обладает достаточной rибв.остью. Ее можно легв.о 
редав.тировать путем изменения положения вершин. Например, легв.о можно 
модифицировать имеющуюся NURBS в.ривую таи, чтобы она проходила через 
у:казанную точв.у или чтобы она в.асалась ув.азанной :кривой в заданной точв.е. 
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Производные радиус-вектора кривой. Используя определение В-сплайна и 
тот фавт, что первая производная усеченной степенной фунвции по параметру t 
равна 

dam-1 ( )( )m-2 ) dt = - m - 1 z - t + = -(m - 1 am_2 , 

вычислим первую производную В-сплайна, переставлнн дифференцирование и 
вычисление разделенных разностей 

Продифференцируем числитель выраженин (2.9.1) с учетом (2.9.6) и получим 

d(wr) 
dt 

j+m-1 j+m-1 

=(m-1) '°' N;m-1 w;p; -(m-1) '°' N;+1,m-1t w;p~ 
~ ' ti+m-1 - ti ~ i+m - i+l i=j i=J 

j+m-1 
w ·р. """"" w ·р. 

= (т - l)Nj,m-1 1 1 + (т - 1) L.J Ni,m-1 i i -

tj+m-1 - tj . . ti+m-1 - ti 
i=1+1 

j+m-1 
-(т - l) '°' N Wi-1Pi-l _ (m _ l)N· Wj+m-lPj+m-1 _ 

~ i,m-lt· _ t· 1+m,m-1t t 
i=J+l i+m-1 i j+2m-l - j+m 

j+m-1 
= (т _ l) """"" N _ WiPi - Wi-lPi-1 

L.J i, m 1 t. _ t. 
. ·+l i+m-1 i i=] 

J+m-1 - '°' N· 1P·(l) - L._.,; i,m- i ' 

i=j+l 

(2.9.7) 

где j, j + 1, ·j + 2, ... , j + т - 1 - индевсы отличных от нуля В-сплайнов 
m-ro порядва при заданном параметре tJ+m-1 ~ t < tj+m· В равенстве (2.9. 7) 
использовались свойства Nj,m-1(t) =О и Nj+m,m-1(t) ==О. Действительно, для 
заданной последовательности узлов и при любом параметре t, принадлежащем 
области определения вривой, среди В-сплайнов m-ro порндва отличны от нулн 
тольво т В-сплайнов (пусть их индевсы равны j, j 1, j + 2, ... , j + m - 1), 
а среди В-сплайнов (т 1)-ro порядва отличны от нулн т - 1 В-сплайнов (их 
индевсы, соответственно, равны j + 1, j + 2, ... , j + m - 1). Мы видим, что 
первая производнан сплайн-функции m-ro порндка представляет собой анало
гичную сплайн-функцию, порндов и число вершин которой на единицу меньше. 

Вершины р~ 1) вычислнютсн по формуле 

.(1) _ ( _ l) WiPi - Wi-lPi-1 
Pi - m , 

_, ti+m-1 - ti 
i = 2, 3, ... , п. (2.9.8) 
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Продолжан дифференцирование, можно найти производную требуемого порнд:ка 
длн числителн выраженин (2.9.1): 

dk ( wr) - dk ( п ) п 
-- - - '°'N· w·p· - '°' N· kP.(k) dtk - dtk L...t i, m i i - L...t i, m- i ' 

1 i=l+k 

(2.9.9) 

(k 1) (k-1) 
(k) _ Pi - Pi-1 

где Pi - (m-k) , k == 1, 2, ... , m-1, i == l+k, 2+k, ... , п, 
ti+m-k - ti 

р .(О) - w·p· z - z i• 

Длн производных знаменателн (2. 9.1) получим выражение, аналогичное 
(2.9.9), 

(k-1) (k-1) 
.(k) _ _ Wi - Wi-I _ _ . _ 

где Wi - ( т k) , k - 1, 2, ... , т 1, i - 1 + k, 2 + k, ... , п, 
ti+m-k ti 

W .(O) - w· 
i - i· 

Радиус-ве:ктор NURBS н.ривой (2.9.1) вычислнетсн :ка:к частное от деленин 
двух фун:кций параметра :кривой t, поэтому при вычислении производной 
NURBS :кривой правую часть (2.9.1) следует рассматривать :ка:к сложную фун:к
цию. Перван производнан радиус-ве:ктора NURBS :кривой равна 

rде 

dr = !!:_ (wr(t)) = _!_ d(wr) 
dt dt w(t) w dt 

п 

wrdw 

w2 dt ' 

wr - L Ni,mWiPi 
i=l 

числитель правой части равенства (2.9.1), 

п 

w == L Ni,mWi - знаменатель правой части равенства (2.9.1), 
1 

d(wr) п WiPi - Wi-lPi-1 
d == (m - 1) L Ni,m-1 -- производнан, 

t i=2 ti+m-1 - ti 
dw п Wi - Wi-1 
-d = (m - 1) L Ni,m-1 - производнан веса. 

t i=2 ti+m-1 - ti 

(2.9.10) 

Аналогично вычислнютсн производные NURBS :кривой более высо:кого порнд:ка 

dr = d(k) (wr(t)) 
dt dt(k) w(t) · 

Производные второго и третьего порнд:ка определены равенствами (2.7.10), 
(2.7.11). Можно заметить, что радиус-ве:ктор точ:ки и ее вес (wr или WiPi) в 
формулах NURBS :кривой выступают :ка:к единое целое. 
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Ашоритм Де Бура. Преобразуем числитель выражения (2.9.1), используя 
формулу (2.8.32.1), следующим образом: 

n j+m-1 

wr=LNi,m(t)WiPi= L Ni,m(t)WiPi= 
i=l i=j 

j~l ( ti+m - t t - ti ) 
= L Ni+l, т-1 (t) + Ni, m-1 (t) WiPi = 

. . ti+m - ti+l ti+m-1 - ti 
i=J 

j+m-1 
" ti+m-1- - t ) = L Ni,m-1(t Wi-lPi-1+ 

. . ti+m-1 - ti 
~=з+1 

lj+2m-1 ·- t + Nj+m,m-1(t)Wj+m-1Pj+m-1+ 
tj+2m-1 - tj+m 

t - tj з'+m-l t - ti 
+ Nj,m-1(t)WjPj + L Ni,m-1(t)WiPi = 

tj+m-1 - tj . . ti+m-1 - ti 
t=J+l 

j+m-1 . 
" ( ti+m-1 - t t - ti ) = L Ni,m-1 Wi-lPi-1 + WiPi = 

. . 
1 

ti+m-1 - ti ti+m-1 - ti 
i-1+ 

j+m-1 
= L Ni, т-1 (t)ri(l), {2.9.11) 

i=j+l 

где j, j + 1, j + 2, ... , j + m -1 - индеисы отличных от нуля В-сплайнов m-го 
порлдRа при заданном параметре tj+m-1 ~ t < tj+m· В преобразовании (2.9.11), 
I\aR и при выводе равенства (2.9.7), использовались свойства Nj,m- 1(t) =О и 
Nj+m,m-1(t) = О при заданном параметре t. Мы свели сумму m слагаемых 
и сумме m - 1 слагаемых и понизили на единицу порядои В-сплайнов в этой 
сумме. Величины r i ( 1) вычисляются по формуле 

. (1) ti+т-1-t t-ti 
Гi = Wi-lPi-1 + WiPi, 

ti+m-1 - ti ti+m-1 - ti 

i = j + 1, j + 2, ... , j + т - 1. 

Продолжим упрощение числителя выражения (2.9.1) аналогичным образом и 
получим 

n j+m-1 j+m-1 

wr = L Ni,m(t)WiPi = L Ni,m(t)WiPi = L Ni,m-1(t)ri(l) = 
i=l i=J i=j+l 

_ j~l N· ( ti+m-2 - t . (l) t - ti .(l)) _ 
- L i,m-2 Г~-1 + Г~ -

i=j+2 ti+m-2 - ti ti+m-2 - ti 
j+m-1 j+m-1 
L Ni,m-2(t)ri(2) = ... = L· Ni,1(t)r/m-l) = Гj+m-l(m-l)_ (2.9.12) 

i=j+2 i=з·+m-1 
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Для знаменателя выражения (2.9.1) получим аналогичное выражение 
n j+m-1 j+m-1 

W = LNi,m(t)wi = L Ni,m(t)wi = L Ni,m-1(t)wi(I) = 
i=1 i=j i=j+l 

j+m-1 j+m-1 
= L Ni,m-2(t)wi(2) = ... = L Ni,1(t)w/m-l) = Wj+m-l(m-l). (2.9.13) 

i=j+2 i=j+m-1 

Мы пришли к выводу, что положение точки NURBS кривой (2.9.1) для за
данного параметра tj+m-l ~ t < tj+m может быть определено по формуле 

(t) . (m-1) 
r(t) = wr = r1+m-1 (2.9.14) 

w(t) Wj+m-1 (m-1) 

с помощью рекуррентных соотношений 

(k) _ ti+m-k - t (k-1) t - ti (k-1) 
ri - t t ri-1 + t t ri ' i+m-k - i i+m-k - i 

(k) _ ti+m-k - t (k-I) t - ti (k-1) 
W· - W· l + W· , 

z ti+m-k - ti i- ti+m-k - ti z 

(2.9.15) 

k = 1, 2, ... , m - 1, i = j + k, j + k + 1, ... , j + m - 1, 

:которые начинаются со значений ri(O) = WiPi, w(O) = Wi, i = j, j + 1, 
j + 2, ... , j + m - 1. Эти соотношения являются обобщением алгоритма Де Ка
стелье и называются а.1t2оритмом Де Бура. Алгоритм вычисления радиус
вектора точии NURBS кривой для параметра t;+т-1 ~ t < tj+m иллюстрирует 
рис. 2.9.1: 

r/O) Гj+l(O) Гj+2(О) rj+m-3(0) Гj+m-2(0) Гj+m-l(O) 

rj+l (1) Гj+2(1) 

r;+2(2) r;+з(2) 

Гj+m-3(l) Гj+m-2(l) Гj+m-1 (l} 

rj+m-2(2) Гj+m-1 (2) 

r . 
2

(m-2) 
J+m- (m-2) 

Гj+m-1 

(m-1) 
Гj+m-1 

Рис. 2.9.1. Алгоритм Де Бура 

Встав:ка узлов. У заданной NURBS кривой m-го порядка можно увеличить 
число характеристических точек, сохранив неизменной ее форму и параметри
ческую длину. Для этого применяется вставка дополнительных узлов. Вставим 
дополнительный узел t* в последовательность узлов tl, t2, ... , tn. Пусть значе
ние t* расположено между значениями узлов t;+m-1 и tj+m' т. е. удовлетворяет 
неравенствам tj+m-l ~ t* < t;+m· Используя алгоритм Де Бура, можно поназать, 
что кривая не изменится, если величины r1+1 (О), rj+2(0), ... , r;+m-2(0) заменить 
на величины ГJ+l <1), r;+2(l), ... , Гj+m-1 (l) (см. рис. 2.9.1). Таким образом, 
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вместе с вставной узла tj+m-1 ~ t* < t3·+m мы должны заменить хараите
ристичес:кие точии Р1+1, Р1+2, ... , Pj+m-2 с весами Wj+1, Wj+2, ... , Wj+m-2 

rj+l (1) Гj+2(1) Гj+m-1 (1) 
на вершины с радиус-венторами . (l), . (l), ... , . (I) и весами 

w3 +1 w3+2 WJ+m-l 

Wj+1( 1), Wj+2<1), ... , Wj+m-1(1). Новых вершИн на одну больше, чем старых, 
поэтому номера узлов и вершин начинап с j + т нужно увеличить на единицу. 

Узел t* может быть вставлен мноrоиратно (маисимальная иратнос'IЪ равна 
т - 1). Если узел t* вставлпется k раз, то величины Гj+l (О), rj+2(0), ... 

... , rj+m-2(0) нужно заменить на величины rj+l(l), Гj+2(2), ... , rj+k(k), 

Гj+k+l (k), ... , Гj+m-1 (k), Гj+m-=-1 (k-l), ... , Гj+m-1 (2), Гj+m-1 (l) (см. рис. 2.9.1). 
По их значенипм можно определить новые вершины и их веса. Новых вершин 
будет на k больше, чем старых, поэтому номера узлов и вершин начин ан с j + т 
нужно увеличить на k. 

Примеры. Длп незамннутой NURBS :кривой мы будем использовать следую
щие значенип узлов. Пусть первые т узлов имеют значенип, равные нулю: 
t1 == t2 ... == tm == О, следующие n - т узлов принимают целочисленные 

1 

о 1 2 3 4 5 6 t 

Рис. 2.9.2. Набор В-сплайнов 4-ro поряд:ка для незам:кнутой NURBS :кривой 

значенип от 1 до n - m: trn+i = i, i = 1, 2, ... , п - т, оставшиеся т узлов 
принимают значение n - т + 1: tn+l = tn+2 = ... = tп+т = n - т + 1. Длп 
заминутой NURBS иривой мы будем использова'!Ъ равноотстопщие значенип 

1 

В2,4 Вз,4 

о 1 2 3 4 s 6 t 

Рис. 2.9.3. Набор В-сплайнов 4-го порпд1ш для зам:кнутой NURBS :кривой 

узлов: ti = i - m, i = 1, 2, ... , n + 2m. Параметр NURBS иривой изменпетсп в 
пределах: tm ~ t ~ tn+m, что для незаминутой :кривой есть О ~ t ~ n - т + 1, 
а длп заминутой иривой есть О ~ t ~ n. Параметризация с равноотстоящими 
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значениями узлов называется равномерной. Сплайны с равномерной параме
тризацией Шёнберr назвал кардинальны.ми. 

На рис. 2.9.2 поRазан полный набор В-сплайнов 4-го порядRа (RубичесRих) 
для 9 вершин, построенных на расширенном множестве узлов О, О, О, О, 1, 2, 3, 

Рис. 2.9.4. NURBS :кривые и их хара:ктеристичес:кие ломаные линии 

4, 5, 6, 6, 6, 6. Параметр t сплайна (2.9.1), построенного на данном множестве 
узлов, принимает значения на отрезRе О~ t ~ 6. 

т=6 

т=8 

Рис. 2.9.5. Влияние поряд:ка на форму NURBS :кривой 

Для замRнутой NURBS Rривой используется последовательность равноот
стоящих узлов: ti = i - m, i = 1, 2, ... , n + 2m. На рис. 2.9.3 поRазан полный 

т=6 w5 =1 

Рис. 2.9.6. Влияние веса точ:ки р5 на форму NURВS :кривой 

~абор В-сплайнов 4-го порядRа для 6 вершин, построенных на расширенном 
множестве узлов -3, -2, -1, О, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. 

Все В-сплайны для замRнутой Rривой похожи друг на друга. Параметр t 
сплайна (2.9.1), построенного на данном множестве узлов, принимает значения 
на отрезRе О~ t ~ 6. 

9 - 5293 Голованов 
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На рис. 2.9.4 по:казаны незам:кнутый и зам:кнутый сплайны и их хара:кте
ристичес:кие ломаные, построенные по описанным выше последовательностям 

узлов. У незам:кнутой :кривой :крайние точ:ки совпадают. Ка:к и :кривая Безье, 
NURВS :кривая не проходит через свои вершины за ис:ключением :крайних точе:к 
для незам:кнутой :кривой. 

На рис. 2.9.5 по одним и тем же восьми верШинам построены NURBS :кривые 
2-го, 4-го, 6-го и 8-го поряд:ка. На рисун:ке мы наблюдаем, что чем выше порядо:к 
:кривой, тем она более глад:кая. NURBS :кривая второго поряд:ка совпадает со 
своей хара:ктеристичес:кой ломаной линией. 

На рис. 2.9.6 по:казано влияние веса вершины р5 на форму :кривой 6-го по
ряд:ка. Чем больше вес вершины, тем ближе :к ней проходит NURBS :кривая. 
В общем случае вес вершины может быть нулевым и даже отрицательным. 

NURBS представление ломаной ливии. Если построить NURBS кривую 
(2.9.1) по n вершинам на последовательности узлов t1 = t2 = О, tз = 1, 
t4 = 2, ... , ti = i - 2, ... , tn = n - 2, tn+l = tn+2 = n - 1 на базе В-сплайнов 
второго поряд:ка Ni, 2(t), то она совпадет с ломаной линией (2.4.1}. Область изме-
нения параметра NURBS :кривой в этом случае равна О ~ t ~ n - 1. В-сплайны 
второго поряд:ка Ni,2(t) пропорциональны разделенным разностям второго по
ряд:ка, вычисленным на последовательности узлов ti, ti+1, ti+2 для функции 
a1(z) = (z - 1)+· В-сплайны второго поряд:ка определяются равенством 

t - ti 

если ti+I ~ t < ti+2, 

если t < ti или t ;;;: ti+2· 

(2.9.16) 

Мы видим, что Ni, 2 ( t) представляют собой :кусочно-линейные фун:кции, прини
мающие значения Ni,2(ti+1) = 1 и N;,2(ti+1) = О, j =/- i. В-сплайны (2.9.16) 
для шести вершин по:казаны на рис. 2.9.7. 

Вз,2 Bs,2 

о 1 2 з 

Рис. 2.9.7. В-сплайны второго поряд:ка 

Зам:кнутую ломаную линию :ка:к частный случай NURBS :кривой (2.9.1) 
можно построить на последовательности узлов ti = -1_, t2 = О, tз = 1, · · · 
... , ti = i - 2, ... , tn = n - 2, tn+l = n - 1, tn+2 = n. Область изменения 
параметра NURBS :кривой в этом случае равна О~ t ~ n. 
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NURBS предетавление отрезка прямой. Отрезоп прямой может быть пред
ставлен в виде NURBS привой (2.9.1) 

r(t) = p1N1,2(t) + P2N2,2(t), 

по двум вершинам Р1 и Р2 на последовательности узлов t1 = t2 = О, tз = t4 = 1 
и на базе В-сплайнов второго порндиа Ni,2(t) (2.9.16): 

tз - t t - t2 
Nl,2(t) = = 1 - t, N2,2(t) = = t, О~ t ~ 1. 

tз - t2 tз - t2 

Кривая Безье ван чаетвый е.пучай NURBS нривой. Нормированные В-сплай
ны №i(t) определенин 4 (см. §2.8) в частном случае последовательности узлов 
t-1-n = t-n = ti-n = ... = t-1 = О, to = ti = ... = tn = 1 совпадают с 
базисными фунпцинми Бернштейна BJ:(t), а NURBS приван (2.9.1), записаннан 
в виде 

n 
2:::: №i(t)WiPi 

r(t) = _i -~---
I: №i(t)wi 
i=O 

tmin ~ t ~ tmax, (2.9.17) 

совпадает с рациональной привой Безье (2.7.2). Это происходит, погда число 
вершин на единицу больше порндиа В-сплайна №i(t). Область измененин па
раметра NURBS иривой в этом случае равна О ~ t ~ 1. 

Равенство В-сплайнов №i(t) определенин (2.8.21.4), построенных на после
довательности узлов t-1-n = t_n = t1-n = ... = t_1 =О, to = tl = ... = tn = 1, 

В1 s 
' 1 

о 1 t 

Рис. 2.9.8. Функции Бернштейна - частный случай В-сплайнов 

и поэффициентов Бернштейна вni(t) можно допазать следующим образом. 
Вспомним, что поэффициенты Бернштейна св.Rзаны реиуррентным соотноше
нием 

вni(t) = tвn-\_1(t) + (1 - t)вn-\(t), i =о, 1, 2, ... , n. 

Мы получим все иоэффициенты Бернштейна, начав вычисленин с в00 (t) = 1. 
В-сплайны №i(t) связаны репуррентным соотношением 

J\тn ( ) ti - t Nn-1 ( ) t - ti-n-1 Nn-1 ( ) 
1'V i t = i t + i-1 t = 

ti - ti-n ti - ti-n-1 
= (1 - t)№-1 i(t) + tNn-l i-1 (t), i =О, 1, 2, ... , п, (2.9.18) 

9* 
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где только N° 0 ( t) = 1, а о стальные В-сплайны нулевого порядка равны нулю. 
Из приведенных формул видно, что коэффициенты Бернштейна вni(t) и 
В-сплайны Nn i ( t) вычисляются совершенно одинаково, что доказывает их ра
венство. Из сказанного следует, что нормированные В-сплайны Ni, n ( t) опр е
деления 1 в частном случае последовательнос'!-'И узлов ti = t2 = . . . = tn = О, 
tn+1 = tn+2 = ... = t2n = 1 совпадают с базисными функциями Бернштейна 
вn-li-1(t). Этим до:казывается, что кривые Безье являются частным случаем 
NURВS кривой. В-сплайны (2.9.17) 5-го порядка на последовательности узлов 
ti = t2 = ... = ts = О, tв = t1 = ... = tio = 1 по:казаны на рис. 2.9.8. 

NURBS представление привой второrо порядна. Выше мы показали, что 
кривые второго порядка могут быть представлены в виде рациональных кривых 
Безье. NURВS кривые являются обобщением рациональных кривь1х Безье, 

~ ~ ~ 

Ps 

Ps 

Рис. 2.9.9. Эллиптическая NURВS кривая 

поэтому некоторая часть любой кривой второго порядка может быть предста
влена в виде NURBS кривой по трем вершинам на последовательности узлов 
ti = t2 = tз =О, t4 = ts = tв = 1 на базе В-сплайнов третьего порядка Ni,з(t). 

Полностью кривую второго порядка можно представить в виде NURBS :кри
вой, если использовать кратные узлы. На рис. 2.9.9 приведена эллиптическая 
NURВS :кривая 3-го порядка и ее характеристическая ломанаR:. 

Она построена по точ:кам р1, Р2, Рз, р4, р5, Рв, р7, Рв. Ее характеристиче
с:кая ломаная представляет собой прямоугольник, описанный около эллиптиче-

Рис. 2.9.10. NURBS вриваfl с кратными узлами 

с:кой кривой. Веса характеристических точек равны: w1 = wз = W5 = W7 = 1, 
w2 = W4 = wв = wв = cos (1Г/4). Последовательность узлов имеет вид t1 = t2 = 
= tз = О, t4 = ts = 1, tв = t1 = 2, tв = tg = 3, t10 = tн = t12 = 4. Если мь1 
хотим, чтобы параметрическая длина кривой, показанной на рис. 2.9.9, была 
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равна 21Г, то вместо указанной выше последовательности узлов можно исполь
зовать последовательность: t1 = t2 = tз = О, t4 = t5 = 1Г /2, tб = t7 = 1Г, 
ts = tg = 37r/2, t10 = tн = t12 = 21Г. NURВS кривая может иметь изломы в 
точнах с кратными узлами. Изломы возникают, когда соответствующие сосед
ние вершины.не расположены на одной прямой. На рис. 2.9.10 приведена та же 
эллиптическая NURBS кривая, но с измененными положениями точен Рз, р4. 

NURBS кривая (2.9.1) обобщает все рассмотренные выше кривые- отрезок 
прямой, ломаная линия, кривая Безье, конические сечения моrут быть описаны 
в виде NURBS кривой. По своей природе NURBS нривая представляет собой 
линейную комбинацию нусочно-полиномиальных функций заданной степени, 
она позволяет строить кривые заданноrо порядиа rладности. 

NURBS представление нубичесиого сплайна. Пусть построен незаминутый 
кубический сплайн (2.4.10) а(х), проходящий через точии aj при значениях 

n+2 
параметра Xj, j = 1, 2, ... , n. Построим NURВS кривую r(t) = 2:::: Ni,4(t)Pi 

i=l 
четвертоrо порядна (m = 4) на последовательности узлов t1 = t2 = tз = t4 = х1, 
t5 = Х2, tб = Х3, · · ., tn+m-1 = tn+m = tn+m+l = tn+m+2 = Xn• Для ЭТОГО 
найдем n + 2 вершины Pi, i = 1, 2, ... , п + 2 из условий: 

da 
- а' - i, 

dx х=х1 
j = 2, 3, "., п - 1, 

Веса вершины Pi равны единице. Кубический сплайн а(х) и NURBS кривая 
г(t) будут полностью совпадать, так как они состоят из rладно стыкующихся (до 
второй производной включительно) участков кривых третьей степени. Таиим 
образом, вершины Pi, i = 1, 2, ... , п+2 мы найдем из системы п+2 уравнений: 

N1,4(x1)P1 + N2,4(x1)P2 + ... + Nn+1,4(x1)Pn+1 + Nn+2,4(x1)Pn+2 = а1, 

ЗN2,з(х1)р2 - Pl + ЗNз,з(х1)Рз - р2 + ... + ЗNn+2,з(x1)Pn+2 - Pn+l = a'i, 
t5 - t2 tб - tз tn+5 - tn+2 

N1,4(x2)P1 + N2,4(x2)P2 + · · · + Nn+1,4(x2)Pn+l + Nn+2,4(x2)Pn+2 = а2, 
N1,4(хз)Р1 + N2,4(хз)Р2 + ... + Nn+1,4(xз)Pn+1 + Nn+2,4(xз)Pn+2 =аз, 

N1,4(Xn-1)P1 + N2,4(Xn-1)P2 + · · · + Nn+1,4(Xn-1)Pn+l + 
+ Nn+2,4(Xn-1)Pn+2 = an-1, 

( ) Р2 - Р1 )Рз - Р2 ( )Pn+2 - Pn+l , 
ЗN2,з Xn + ЗNз,з(хn + ... + 3Nn+2,3 Xn =а n, 

ts - t2 tб - tз tn+5 - tn+2 

N1,4(xn)P1 + N2,4(xn)P2 + .. : + Nn+1,4(xn)Pn+1 + Nn+2,4(xn)Pn+2 = an. 

(2.9.19) 
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Используя формулы (2.9.2) и (2.9.3), определим, что для каждого значения па
раметра t = ti, i = 4, 5, ... , п + т - 1, отличньr от нуля только три В-сплайна 
четвертого порядна: 

1\Т ( ) ti+1 - ti ti+1 - ti 
lVi-3,4 ti = • ' 

ti+1 - ti-2 ti+1 - ti-1 
1\Т ( ) ti - ti-1 ti+2 - ti ti+1 - ti ti - ti-2 
lVi-2 4 ti = + ' 

' ti+2 - ti-1 ti+1 - ti-1 ti+1 - ti-2 ti+1 - ti-1 

1\Т ( ) ti - ti-1 ti - ti-1 
lVi-1,4 ti = -------

ti+2 - ti-1 ti+1 - ti-1 

и два В-сплайна третьего порядна: 

(2.9.20) 

ti+l - ti ti - ti-1 
Ni-2,з(ti) = , Ni-1,3(ti) = . (2.9.21) 

ti+1 - ti-1 ti+1 - ti-1 

После подстановки (2.9.20) и (2.9.21) в (2.9.19) система уравнений для опреде
ления вершин примет вид 

1 о о о о о о о о Р1 al 
-Ь ь о о о о о о о Р2 а' 1 

о аз2 аз3 а34 о о о о о Рз а2 

о о а43 а44 а45 о о о о р4 аз 

о о о as4 а55 о о о о р5 ~ 
.......................................................... 
о о о о о an-ln-1 an-ln о о Рп-1 an-2 
о о о о о ann-1 ann ann+1 о Рп an-1 
о о о о о о о -с с Рп+1 а'п 
о о о о о о о о 1 Рп+2 ап 

(2.9.22) 

где 3 3 
Ь= , с= , 

х2 - х1 Xn - Xn-1 

Xk - Xk-1 Xk - Xk-1 
akk-1 = , 

Xk - Xk-3 Xk - Xk-2 

Xk-1 - Xk-2 Xk+l - Xk-1 Xk - Xk-1 Xk-1 - Xk-3 
akk = + , 

Xk+1 - Xk-2 Xk - Xk-2 Xk - Xk-3 Xk - Xk-2 

Xk-1 - Xk-2 Xk-1 - Xk-2 
akk+I = 

Xk+l - Xk-2 Xk - Xk-2 

Матрица системы уравнений (2.9.22) является трехдиагональной. 
Для замкнутого нубичесноrо сплайна система уравнений (2.9.19) упроща

ется, таи нан в ней :Исчезнут второе и предпоследнее уравнения, определяющие 

производные :кривой на краях. Число вершин Pi, i = 1, 2, ... , п, NURBS кривой 
будет равно числу заданных точен ~, i = 1, 2, ... , п. Последовательность узлов 
будет иметь вид ti = Xi-2, i = 1, 2, ... , n (плюс цинличесное расширение). 
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ИвтерпоJUЩИЯ. Сово:купностъ В-сплайнов поряд:ка т представляет собой 
базу, на основе :которой можно построить интерполяционные :кривые. Пусть 
требуется построить кривую r(t) m-ro порядка rладкости, проходящую через 
точ:ки ai, а2, ... , 8.п· Сначала построим NURBS :кривую m-поряд:ка с верши
нами в точках.а~, а2, ... , an на произвольной неубывающей последовательности 
узлов ti, t2, ... , tn+m· Затем найдем параметры х1, х2, ... , Xn прое:кций точек 
ai, а2, ... , an, соответственно, на эту кривую. Переместим вершины NURВS 
:кривой та:к, чтобы она проходила через точки 8.i при t == xi. Положим веса вер
шин :кривой равными 1. Новые положения вершин Pi NURBS :кривой найдем 
из системы уравнений 

Ni,m(x1)P1 + N2,т(х1)Р2 + · · · + Nn,т(x1)Pn = ai, 
Ni,m(x2)P1 + N2,m(x2)P2 + · · · + Nn,т(x2)Pn = а2, (2.9.23) 

Для тоrо чтобы эта система имела единственное решение, необходимо и доста
то'Шо, чтобы определитель ее матрицъ1 был отличен от нуля. Можно доказать 
что определитель матрицы 

М= 

Ni,m(x1) 
Ni,m(x2) 

N2,m(x1) 
N2,т(х2) 

... Nn,m(x1) 
Nп,т(х2) 

• • • е • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

... 
(2.9.24) 

составленной из значений В-сплайнов, вычисленных в точках Xi, не равен 
нулю, если среди точе:к xi нет совпадающих. Ни одна из строк матрицы (2.9.24) 
не является нулевой, та:к :ка:к при любом значении параметра xi хотя бы один 
из В-сплайнов не равен нулю. Ни одна из стро:к ма-rрицы (2.9.24) не является 
линейной комбинацией остальных строи матрицы. Совокупность В-сплайнов 
любого поряд:ка представляет собой чебышевс:кую систему на их сово:иупной 
области определения. 

Пользоваться описанным способом вычисления вершин Pi NURВS кривой 
необходимо очень осторожно, так :как кривая может иметь необоснованные из
гибы на концах. Для устранения необоснованных изгибов кривой нужно увели
чить число узлов путем добавления уравнений, описывающих поведение :кривой 
на ее концах. Примером может служить рассмотренное выше представление ку
бического сплайна. 

2.10. Линии, базирующиеся на mmиях 

Не:которые линии могут быть построены на базе друrих линий. Мы рассмо
трим параметричес:ки усеченную, э:квидистантную, ссылочную и продолженную 

:кривые. Кривую, на основе :которой строится новая кривая, будем называть 
базовой кривой. Базовая кривая будет определена в структуре данных рассмо
тренных ниже :кривых. 

Усеченная кривая. Параметрически усеченная :кривая представляет собой 
некаrорую часть любой друrой кривой. Усечение производится путем измене
ния области определения параметра базовой кривой. Пусть параметр базовой 



136 Гл. 2. Моделирование кривых линий 

:кривой t изменнетсн в пределах trnin ~ t ~ tmax· Усеченную нривую опреде
лим нан часть базовой нривой, начинающейсн при параметре tьegin и онанчи
вающейсн при параметре tend, где trnin ~ tьegin ~ trnax и trnin ~ tend ~ tmax· 
Направление усеченной Rривой может совпадать с направлением базовой при
вой или быть ему противоположным, например, при tend < tьegin. Если привая 
зампнута, то движение от точпи tьegin R точне tend можно выполнить двумн спо
собами; в положительном направлении базовой привой и в противоположном 
направлении. Чтобы преодолеть эту неоднозначность длн зампнутых привых, 
в данные усеченной привой вводитсн параметр sign, хараптеризующий совпаде
ние ее направленин с направлением базовой привой и принимающий значения 
+ 1 или -1. Параметру базой нривой tьegin соответствует параметр усеченной 
привой Wrnin = О, параметру базовой нривой tend соответствует параметр усе
ченной нривой Wrnax = s, rде s = s( tьegin, tend) - параметричесное расстонние 
между tend и tьegin с учетом зампнутости нривой. Если нриван не замннута, то 
s = ltend - tьegin 1 · Радиус-вептор усеченной привой описываетсн формулой 

r(w) = rь(tьegin + w · sign}, О~ w ~ s(tьegin, tend), (2.10.1) 

где rь(t), trnin ~ t ~ tmax, - базован нривая, s(tьegin, tend) - расстонние между 
параметрами усечения tьegin, tend базовой привой. 

Эивидиетавтвая ириван. Э11шидистантная линия описываетсн радиус-веп
тором 

r(t) = rь(t) +а Х tь(t), trnin ~ t ~ tmax, (2.10.2) 

. rь' 
rде rь(t) - базован приван, tь(t) = J - единичный пасательный вентор 

rь' . rь' 
п базовой нривой в данной точпе, а - заданнь1й вептор. Область изменения па
раметра энвидистантной привой совпадает с областью измененин параметра ба
зовой нривой. Эпвидистантная приван оправдывает свое название, если rь ( t) -
плоспал ириван, а вептор а ортогонален плоспости базовой привой. В этом случае 

r (t) 

Рис. 2.10.1. Эквидистантная вривая 

второе слагаемое в правой части (2.10.2) есть_ вептор, поторый лежит в плоспо
сти базовой нривой, ортогонален ей и имеет длину вептора а. В результате 
получим нривую, наждан точна ноторой отстоит по нормали от соответствующей 

точни базовой нривой на одинановом расстоянии (рис. 2.10.1). 
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Производные энвидистантной линии описываются вентором 

r'(t) = rь'(t) +ах tь'(t), 

t / rь" / r' · r" 
где ь = / ..:.... rь --3- - производная насательного вентора базовой нривой, 

s в' 
в' = v-r,-.-r-, - производная длины дуги. 

Сеылочная :кривая. Ссылочная нривая представляет собой линию, наждая 
точна ноторой получена путем неноторого преобразования соответствующей 
точни базовой нривой. Ссылочная нривая описывается радиус-вентором 

r(t) = Mt · rь(t), tmin ~ t ~ tmax, (2.10.3) 

где rь(t) - базовая нривая, Mt - расширенная матрица преобразования (1.4.5) 
базовой нривой. Область изменения параметра ссылочной нривой совпадает с 
областью изменения параметра базовой нривой. 

Репараметризоваввая :кривая. К линиям, построенным на базе линий, мож
но отнести нривую с измененной областью параметра. Пусть требуется, чтобы 
иривая rь(t), tmin ~ t ~ tmax, имела область определения параметра Wmin ~ 
~ w ~ Wmax· В этом случае можно построить репараметризованную нривую 

r(w) = rь(t(w)), Wmin ~ w ~ Wmax, (2.10.4) 

где 

Wmax - W W - Wmin 
t(w) = tmin + tmax , 

Wmax - Wmin Wmax - Wmin 

ноторая полностью совпадает с нривой rь(t), но имеет другую область опре
деления параметра. Линия с измененной длиной параметра применяется для 
согласования областей изменения параметра двух нривых, лежащих в основе 
привой пересечения при построении ребер тел. 

Продолжеяиая :кривая. Произвольную линию можно не тольно усенать, но 
и продлевать требуемым образом. Любая нривая может быть продолжена (или 
усечена) на заданное параметричесное расстояние. Пусть требуется продолжить 
нривую rь(t), tmin ~ t ~ tmax путем расширения области определения параме
тров до а + tmin ~ t ~ tmax + Ь. При а < О и Ь > О нривая продляется за свои 
пределы, при а > О и Ь < О нривая усевается. Если нривая является замнну
той, то при выходе параметра за границу области определения выполним его 
цииличесиий пересчет 

{ 

rь(t + tд), если t < tmin, 
r(t) = rь(t), если tmin ~ t ~ tmax, 

rь(t - tд), если tmax < t, 
(2.10.5) 

где tд = tmax - tmin· Если же :кривая не является замннутой, а ее параметр 
вышел за границу области определения, то продолжим иривую по насательной, 
ноторую она имела на соответствующем нонце, и вычислим по продленной нри

вой необходимые геометричесние хараитеристини. Радиус-вентор продолженной 
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:кривой вычислим по формуле 

r(t) = 

drь 
rь(tmin) + (t - tmin) dt 

rь( t), 

drь 
rь ( tmax) + ( t - tmax) dt 

если t < tmin, 
tmin 

, если tmax < t. 
tma.x 

(2.10.6) 

Дифференцируя: формулы (2.10.5) и (2.10.6), получим производные радиус-ве:к
тора продолженной :кривой. По формулам (2.10.5) или (2.10.6) может вычи
сля:ться: геометричес:кая: информация: соответственно зам:кнутой или незам:кну
той :кривой при выходе ее параметра за область определения:. 

Общее правило. Все :кривые, в данных :которых лежит другая: :кривая:, не 
должны допус:кать много:кратного наследования: своего же типа. Например, в 
:качестве базовой :кривой для параметричес:ки усеченной :кривой не дол~на быть 
использована другая: параметричес:ки усеченная: :кривая:, а должна быть исполь
зована базовая :кривая: последней с соответствующим пересчетом параметров 
усечения:. Аналогичные правила должны действовать и для других базирую
щихся: :кривых. Если нужно построить э:квидистантную линию на базе другой 
э:квидистантной :кривой r' ( t) = rь ( t) + а' х tь ( t), то в :качестве базовой линии 
должна быть использована базовая: :кривая: последней rь(t), а ве:ктор э:квиди
станты должен быть равен а+ а'. Если требуется: построить ссылочную :кривую 
на базе другой ссылочной :кривой r'(t) = Mt' · rь(t), то в :качестве базовой линии 
должна быть использована базовая :кривая: последней, а матрицу преобразова
ния: получим :ка:к произведение матриц Mt · Mt'. 

2.11. Составные вривые 

Из нес:коль:ких :кривых можно построить составную кривую - наиболее 
общий тип :кривой. Составные :кривые мы уже строили выше. Они хара~терны 
тем, что первая: производная: радиус-ве:ктора в точ:ках стьmов:ки терпит разрыв 

или по длине ,или по длине и направлению. Рассмотренные выше сплайно
вые составные :кривые формировались из :кривых одного типа, и в них в об
щем случае первая: производная радиус-ве:ктора терпела разрыв по длине. Но 
составные :кривые можно формировать и из :кривых разной природы. Кривые, 
образующие составную :кривую, будем называть сегментами. При построении 
составной :кривой должны быть выполнены определенные условия:: начало :каж
дого последующего сегмента должно совпадать с :концом предыдущего сегмента. 

Если сегменты составной :кривой . стъ1:куются: не гладво, то составная: :кривая: 
будет иметь изломы. В общем случае в местах сты:ка сегментов производные 
составной :кривой терпя:т разрыв по длине и направлению. Составная: :кривая: 
приведена на рис. 2.11.1. 

Зам:кнутую составную :кривую будем называть контуром. Для: :контура на
чало первого сегмента должно совпадать с :концом последнего сегмента. 

Пусть составная :кривая: содержит n сеrментов 

(2.11.1) 
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Начальное значение параметра t составной нривой положим равным нулю. Па
раметричесную длину составной нривой положим равной сумме параметриче
сних длин составляющих его нривых 

n 

tmin =О, tmax = L(wimax - Wimin)· 
i==l 

При вычислении радиус-вентора составной нри;вой сначала необходимо опреде
лить тот сегмент, на ноторый попадем, двигаясь по Параметру. Затем нужно 
определить соответствующее значение собственного параметра этого сегмента 

Рис. 2.11.1. Составная кривая 

и с помощью его значения вычислить радиус-вентор сегмента или его произ

водные. Пусть для параметра t составной нривой найден номер сегмента k, для 
:которого выполняется соотношение 

k-1 k 

L(wimax - Wimin) ~ t < L(wimax - Wimin)· 
1 i=1 

Тогда в соответствии со сназанным радиус-вентор составной нривой определя
ется равенством 

( 

k-1 ) 
r(t) = rk Wkmin + t - ?:(wimax - Wimin) ·= rk(wk), О~ t ~ tmax 7 (2.11.2) 

i=l 

где параметр k-го сегмента равен 
k-1 

Wk = Wkmin + t- L(Wimax - Wimin)· 
i=l 

(2.11.3) 

:К~н можно заметить, подход :к вычислению радиус-ве:ктора составной нривой 
а!iалогичен подходу н вычислению радИус-вентора ломаной линии. 

Общее правило. Составная нривая является линией, базирующейся на дру
rих линиях. Для нее должно выполняться требование о недопустимости много
:иратного наследования своего же типа, предъявленное н нривым в предыдущем 

параграфе. В начестве сегментов составной :кривой не должны использоваться 
другие составные нривые, но это не означает, что нельзя построить составную 

иривую из набора составных нривых. Если составную нривую нужно построить 
на основе других составных нривых, то последние должны рассматриваться 
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:ка:к совокупность :кривых, а не :ка:к единые линии. Задача построения состав
ной :кривой из набора составных :кривых должна решаться путем формирования 
:кривой составляющими сегментами. 

2.12. Двухмерные. нривые 

Все рассмотренные в этой главе :кривые (за исключением цилиндричес:кой 
спирали), могут строиться :ка:к ·В трехмерном пространстве, так и в двухмер
ном (на плоскости). В последнем случае их радиус-вектор имеет две :коорди
наты и преобразуется по двухмерным матрицам. Выражения для вычисления 
радиус-ве:ктора двухмерных :кривых полностью совпадают с соответствующими 

выражениями для трехмерных :кривых. Для построения двухмерных :кривых 
единственное, что нужно сделать, это заменить трехмерные векторы r(t) = 
= [r1(t) r2(t) rз(t)] т на двухмерные векторы r(t) = [x(t) y(t)] . Например, 
аналитические двухмерные :кривые описываются выражениями вида 

c(t) = р + x(t)i1 + y(t)i2, (2.12.1) 

где р - начало двухмерной декартовой прямоугольной системы :координат, i 1 
и i2 - орты этой системы. 

Другой пример - двухмерные NURBS :кривые описываются формулой, по
добной (2.9.1 ): 

п 

L: Ni, т(t)WiPi 
r(t) = _i_~-----

I: Ni)m(t)wi 
i=l 

где пространственные точ:ки хара:ктеристичес:кой ломаной заменены на двух" 
мерные точки Pi. Подобным образом строятся и другие двухмерные аналоги 
пространственных :кривых вплоть до э:квидистантных, усеченных, продолжен

ных и составных :кривых. 

Двухмерные :кривые будут использоваться для нес:коль:ких целей: для по
строения плос:ких пространственных :кривых, для построения :кривых на по

верхностях, для построения линий (:кривых) пересечения поверхностей и для 
описания области определения параметров поверхности. 

Плоение ·пространственные нривые. Плос:кие пространственные :кривые 
будем представлять в виде сово:купности плос:кости r(x, у) = р + xix + yi11 и 

двухмерной :кривой с( t) = [ х ( t) у ( t)] т. Трехмерные векторы ix и iy являются 
базисными векторами некоторой местной системы :координат. Плос:кая :кривая 
является пространственной :кривой и описывается радиус-вектором 

c(t) = р + x(t)ix + y(t)iy. (2.12.2) 

Данный способ уже использовался для описания :кривых второго поряд:ка и дру
гих аналитичес1,их :кривых. Теперь распространим его на сплайновые :кривые, 
:кривые Безье, NURВS :кривые и другие. В :качестве :кривых с( t) могут исполь
зоваться и составные :кривые. 

:Кривые на поверхности. :Кривые на поверхности r( и, v) будем описывать со-

во:купностью двухмерной :кривой Cuv(t) = [и(t) v(t)] т и поверхности. Двухмер
ная :кривая и поверхность входят в структуру данных :кривой на поверхности. 
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фунвцией 
r(u, v) == р + avchиix + Ъvshuiy + v2iz, 

Umin ~ U ~ Umax, Vmin ~ V ~ Vmax, 
(3.2.14) 

то она будет описывать топьно часть поверхности. 
Свалярные фун.кции х(и, v), у(и, v), z(u, v) обоих представлений rипербо

личесноrо параболоида связаны уравнением 

(:)2 - (~)2 = z. (3.2.15) 

Сечения: параболоида плосностями, ортогональными венторам ix и iy, явля:ются: 
параболами, сечения параболоида плосностя:ми, ортогональными вентору iz, 

Рис. 3.2.6. Гиперболичес:rшй параболоид 

являются гиперболами. Сечение гиперболичесноrо параболоида плосност~ю, ор
тогональной вентору iz и проходящей через точну р, представля:ет собой две 

Рис. 3.2.7. Часть rиперболичесноrо параболоида 

прямые линии. Гиперболичесний параболоид (3.2.13) и его сечения плос.ко
стями, ортогональными вентору i2 , поназаны на рис. 3.2.6. Гиперболичесний 
·параболоид (3.2.14) поназан на рис. 3.2.7. 
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Формулы (3.2.6)-(3.2.13) описывают ограниченные гиперболоиды и парабо
лоиды, усеченные параметрами Vmin и Vmax или Umin и Umax· Если в формулах 
(3.2.4), (3.2.6) и (3.2.8) а = Ь, то мы получим соответствующие поверхности вра
щения вонруг местной оси iz. Частными случаями поверхности второго порядна 
являются цилиндричесная и ноничесная поверхности. 

Цилиндр. Э.л.липmи'Ческий ци.линдр мо.Жет быть описан формулой 

r(u, v) = р + acos и ix + bsinиiy + hviz, 

о ~ и ~ 27r, о ~ v ~ 1, 
(3.2.16) 

где а и Ь - полуоси эллипса, являющегося поперечным сечением цилиндриче
сной поверхности, h - длина цилиндра. Если а= Ь, то мы получим нруговой 
цилиндр. Цилиндричесная поверхность (3.2.16) является замннутой по параме
тру и и усеченной по пар а метру v. 

Конус. Круговая кони'Ческа.я поверхность может быть описана формулой 

r(u, v) = р + (r + hv tg1)(cos и ix + sin и iy) + hviz, 

о ~ и ~ 27r' о ~ v ~ 1, 
(3.2.17) 

где r - радиус одного из оснований нонуса, h длина нонуса, т угол между 
образующей и осью нонуса. В:оничесная поверхность (3.2.17), нан и цилин-

Рис. 3.2.8. Цилиндричесная поверхность Рис. 3.2.9. Коничесная поверхность 

дричесная, является замннутой по параметру и и усеченной по параметру v. 
:Круговой цилиндр и нруговой нонус поназаны на рис. 3.2.8 и 3.2.9. 

Тор. Поверхность тора может быть описана положением центра р, тремя 
взаимно ортогональными венторами единичной длины ix, iy, iz, определяю
щими положение и ориентацию местной денартовой системы но ординат, глав

ным радиусом R и малым радиусом r 

r( и, v) = р + (R + r cos v) cos и ix + (R + r cos v) sin и iy + r sin v iz, 
(3.2.18) 
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ТороидальнаFI поверхность (3.2.18) FIBЛFieтcFI замннутой по параметру и и по 
µараметру v. СналFiрные фуннции х(и, v) = (R + r cos v) cos и, у(и, v) = 
= (R + r cos v) cos и, z( и, v) = r sin v тора свFiзаны уравнением 

( Jx2 + у2 - R)2 + z2 = r2. 

Область изменениFI параметра v тороидальной поверхности (3.2.18) записана в 
предположении, что r < R. Если r > R, то длFI того, чтобы тор не пересевал сам 
ceбFI, нужно уменьшить область изменениFI параметра v: -1Г + vo ~ v ~ 1Г - v0 , 
где vo = arccos (R/r). При R = О получим vo = 1Г/2 и тор превратится в 

Рис. 3.2.10. Открытый тор Рис. 3.2.11. Закрытый тор 

сферу радиуса r. ТороидальнаFI поверхность называетсFI отнрытой, если r < R, 
и называетсFI занрытой, если r > R. Отнрытый и занрытый торы поназаны на 
рис. 3.2.10 и 3.2.11. 

Существуют еще pFiд поверхностей, ноторые можно описать аналитичесними 
параметричесними зависимостFiми. Производные радиус-вентора аналитиче
сних поверхностей можно найти дифференцированием номпонент радиус-вен
тора по параметрам. 

3.3.* Поверхности второго порядна 

Эллипсоид, параболоиды, гиперболоиды, цилиндр и конус являются представите
лями поверхностей второго порядка. Выше приведеньI параметричес:кие зависимости 
для их радиус-вентора. В неноторых случаях, например, при обмене данными, при
ходится иметь дело с неявным описанием поверхностей. Вознинает необходимость из 
ненвного представления поверхности получить параметричесное представление и на

оборот. Аналитичес:кие поверхности можно представить в виде уравнения, которому 
удовлетворяют ноординаты х, у, z радиус-вектора r(x, у, z) = xix + yi11 + ziz поверхно
сти. Поверхности второго порядка в де:картовой системе координат Oxyz описываются 
уравнением второй степени 

где с11, С22, сзз, С44, С12, С1з, с2з, сн, С24, С34 - :коэффициенты, определяющие тип 
поверхности, ее положение и ориентацию в пространстве (считается, что хотя бы один 
из иоэффициентов с11, С22, с3 з, С12, С1з, С2з отличен от нуля). В отличие от пара
метричес:кого та:кое описание поверхности не всегда однозначно, а та:кже не является 

инвариантным относительно преобразования иоординат. При перемещении или пово
роте в пространстве поверхности второго порядка коэффициенты с11 , с22 , сз 3 , С44, С12, 
с1з, С23, с14, С24, сз4 не остаются неизменными, причем трудно сразу с:казать, изменена 
ли поверхность или толь:ко ее положение. 
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В расширенной матричной записи уравнение поверхности второго порядна (З.3.1) 
имеет вид 

где использованы расширенный вектор (1.4.З) 

х 

R= у 
z 
1 

и расширенная матрица Се: 

с11 С12 

Се= 
С12 С22 

С13 С23 

С14 С24 

С13 С14 

С23 С24 

С33 С34 

С34 С44 

Для уравнения (3.3.1) поверхности второго порядна величины 

/1 = С11 + С22 + С33, 12 =: 
с11 С12 

+ 
С22 С23 

+ 
С33 

С12 С22 С23 С33 С13 

С11 С12 С13 
С11 С12 С13 С14 

/3 = С22 С23 /4 = 
С12 С22 С23 С24 

с12 ' С34 
С13 С23 С33 

С13 С23 С33 

С14 С24 С34 С44 

(З.З.2) 

(3.3.3) 

С13 

с11 

(З.3.4) 

являются инвариантами относительно преобразований (1.2.5) параллельного переноса 
и поворота осей декартовой системы координат. Эти преобразования координат описы
ваются формулами 

х = а11х1 + а21у1 + аз1z' +Хо, 
У = а12х' + а22У' + а2зz1 + уо, (З.3.5) 
z = а1зх' + а2зУ1 + аззz' + zo. 

В расширенной матричной записи преобразование координат (3.3.5) имеет вид 

R=Аот ·R', 
где Ао - расширенная матрица: 

а11 а12 а13 о 

Ао= 
а21 а22 а2з о 

(3.3.6) 
о 

. 
аз1 аз2 азз 

Хо Уо Zo 1 

Заметим, что определитель матрицы Ао равен единице. После перехода к ноординатам 
х', у', z' получим уравнение поверхности второго порядна 

R' т · Ао · Се · Ао т · R' = О или R' т · Се' · R' = О, где Се' = Ао · Се · Ао т, 

откуда следует, что /4 есть инвариант относительно преобразования (3.3.5). Действи
тельно, 
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Доиазательство инвариантности величин 11 , 12 , 13 может быть выполнено путем замены 
ноординат (3.3.5) в (3.3.1) и вычисления величин (3.3.4) аналогично доиазательству 
инвариантности /4. Тип поверхности второго порядна и ее положение в пространстве 
определяются значениями инвариантов 11 , 12 , ]3, 14 . 

Информация о типе поверхности и ее параметрах содержится в хара.итеристичесиой 

нвадратичной форме сн х2 + С22У2 + С3зz2 + 2с12ХУ + 2с2зуz + 2с1зхz. Предположим, что 
найдена система координат О' х'у' z', в иоторой уравнение поверхности второrо порядиа 
имеет .ианоничес:кий (простейший) вид 

, ,2 , ,2 , ,2 l О 
л1Х + л2у + л3Z + = . (3.3.7) 

В силу свойства инвариантов будем иметь равенства 

11 = Л1 + Л2 + Л3, 12 == Л1Л2 + Л2Л3 + ЛзЛ1, 13 = Л1Л2Л3, /4 = Л1Л2Лзl. 

]4 ]4 
Отсюда следует, что свободный член в ианоничес.иом уравнении равен 1 = Л1 Л2 Л3 = lз. 
Поверхность второго порядиа может быть приведена :к уиазанному .ианоничес:кому виду, 
если / 3 :j:. О. Поверхности такого вида называются центральными. Для определения 
остальных .ианонических иоэффициентов центральной поверхности второго порядRа 
составим .иубичес:кий полином 

{Л- Л1)(Л - Л2)(Л - Лз) = 

= Л3 
- (Л1 + Л2 + Л3)Л2 + (Л1Л2 + Л2Лз + Л3Л1)Л - Л1Л2Л3 = Л3 

- 11Л2 + l2Л - Iз, 

норнями :которого являются канони'Ческие коэффициенты Л1, Л2, Лз. Та.и / 1 , 12, lз, 
14 в любой системе :координат имеют одни и те же значения, то следует вывод, что 
юшоничес.иие :коэффициенты Л1, Л2, Лз поверхности второго порядна являются .иорнями 
уравнения 

(3.3.8) 
ноторое называется характе~истv:ческим уравнением. В матричной записи хара.ите
ристичес:кое уравнение (3.3.8) имеет вид 

С11 - А С12 
С12 С22 - А (3.3.9) 
С13 С23 

Та:ким образом, .ианоничес.иие .иоэффициенты являются собственными значениями ма
трицы хара.итеристичес:кой :квадратичной формы поверхности второго поряд:ка. Корни 
Л1, Л2, А3 хара.итеристичес.иого уравнения (3.3.8) являются действительными, та:к .иа:к 
матрица хара.итеристичес.иой .ивадратичной формы симметричная. Метод решения 
:кубичес.иого уравнения приведен в гл. 8. 

Если /3 =О, то один из .иорней хара:ктеристичес:кого уравнения равен нулю. Пусть 
это будет третий по счету .иорень, и пусть 14 :f:. О. Тогда поверхность второго поряд:ка 
может быть привед~на .и виду 

Л1 х' 2 + Л2у' 2 - 2J z' = О. 
В силу свойства инвариантов для данного уравнения будем иметь равенства 

11 = Л1 + Л2, 12 == Л1Л2, /3 =О, /4 = -Л1Л2J2 . 

/4 14 
Отсюда следует, что J2 == - Л~ Л.2 = -/;. Та:кая поверхность не является центральной 

14 
и имеет действительные точ:ки, если 

12 
<О. 
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Если /3 = О и /4 - О, то поверхность второго порядка может быть приведена к 
одному из видов: 

если 12 '#О, 

если 12 =О. 

Поверхность в этих случаях представляет собой цилиндричесние поверхности, сечения 
z = const которых представляют нривые второго порядка. 

Приведем классифинацию поверхностей второго порядка. Пусть 14 -:/=- О, тогда по
верхность второго порядка не вырождена и представляет собой: 

• э.ллипсоид, если 11!3 > О, 12 > О, 
• одиополостиыu гиперболоид, если 1113 < О, 12 > О, 

• двуполостиый гиперболоид, 
или 11/3 >О, 12 <О, 
если 11!3 <О, 12 >О, 
или 11/з >О, 12 <О, 

• эмиnти:ческий nарабо.лоид, если Iз = О, /4 < О, 
• гиперболи'Ческиu параболоид, если 13 = О, 14 > О. 

/3 f:. О, 
Iз f:. О, 
Iз f:. О, 
Iз f:. О, 
!3 f:. О, 

При I1Iз > 01 12 >О, /3 f:. О, /4 >О уравнению (3;3.1) не удовлетворяет ни одна точна 
пространства и оно описывает мнимый эллипсоид. Если 14 = О, то уравнение (3.3.1) 
описывает: 

• коии'Ческую поверхиость, если 1113 < О, 12 > О, 

• э.ллиnmи'Ческий ци.лиидр, 
• гиnерболи'Ческиu цилиидр, 
• параболи'Ческиu цилиидр, 

при условии, что 

или I1Iз >О, 12 <О, 
если 12 >О, /3 =О, 
если 12 < О, Iз = О, 
е ели I 2 = О, I 3 = О, 

С24 С11 

С34 + С13 

С44 С14 

С14 Cll С12 

С34 + С12 С22 

С44 С14 С24 

/3-:/=- о 
/3 f:. о, 

Если последнее условие не вьmолняется, то цилиндры вырождаются в плоскости. 
Если поверхность второго порядна привести н главной центральной системе ноор

динат, то ее уравнение в ней примет нанонический вид. Уравнения, ноторым удовле
творяют координатные функции х(и, v), у(и, v), z(и, v) поверхностей (3.2.4)-(3.2.13), 
имеют нано~ический вид. :Координаты Хо, уо, zo центральной точни р поверхности 
определяются из системы уравнений 

Отсюда 

1 С14 С12 С13 

Хо=-- С24 С22 С23 
/3 

С34 С23 С33 

С11Хо + С12Уо + C31Zo + С14 =о, 
С12Хо + С22Уо + C23Zo + С24 =о, 
С1зХо + С23Уо + C33Zo + С34 = о. 

1 С11 С14 С13 

' Уо = -- С12 С24 С23 
' Iз 

С13 С34 С33 

l С11 
Zo = -- С12 

/3 
С13 

(3.3.10) 

С12 С14 

С22 С24 • 

С23 С34 

:Каждая поверхность второго порЯдна имеет три главные плосности, кан минимум две из 
которых являются плоскостями симметрии. Все они проходят через центральную точку 

р = [х0 , уо, zо]т. :Коэффициенты aij, i, j == 1, 2, 3, преобразования (3.3.5) уравнения 
(3.3.1) в главную центральную систему координат являются компонентами векторов 
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ii = (ан а12 а~з]т, i2 = (а21 а22 а2з]т, iз = (аз1 аз2 азз]Т, ортогональных главным 
плоскостям. Векторы i1, i2, i3 называются собствеииымu векторами. Каждый из них 
соответствует одному из Rорней хараRтеристичесRого уравнения. 

Пусть .А1 f:. .А2 f:. .Аз (Rорни хараRтеристичесRого уравнения различные). В этом 
случае базисные векторы главной центральной системы RОординат могут быть найдены 
следующим обравом. Для каждого Лi составим систему уравнений 

(с11 - Аi)ан + C12ai2 + с1заiз =О, 
c12ai1 + (с22 - Ai)ai2 + С2заiз = О, 
с1заi1 + с2заi2 + (сзз - Ai)aiз = О. 

(3.3.11) 

-Среди уравнений (3.3.11) одно является линейной RОМбинацией двух других, таR R8R 
определитель (3.3.9) системы равен нулю. Далее вычислим определители 

По крайней мере, один из них будет отличен от нуля. Пусть Аз f:. О. Тогда компоненты 
соответствующего главного веRтора найдем из системы уравнений 

(с11 - .Ai)ai1 + C12ai2 + с1заiз =О, 
с12ан + (с22 - Ai)ai2 + с2заiз ==О, 

ан 2 + ai22 + аiз 2 = 1. 

Для ее решения из первых двух уравнений выразим ан и ai2 через аiз и подставим 
их в третье уравнение. В результате получим аiз. Далее из первых двух уравнений 

найдем ail и ai2· Вектор ii == (ail ai2 аiз]т соответствует Ai· 
Пусть два из трех RОрней характеристичесRого уравнения равны между собой, на-

пример, .А1 = .А2 f:. Лз. В этом случае базисный веRтор iз = [аз1 а32 азз]т может быть 
найден описанным выше способом. Другими базисными векторами могут служить 
любые два ортогональные друг другу и веRтору iз орта, таR RaR поверхность второго 
порядRа будет поверхностью вращения. 

Если .А1 = .А2 = .Аз, то поверхность второго порядRа будет являться сферой (или 
мнимой сферой). Базисными веRторами ее главной центральной системы Rоординат 
могут служить любые три взаимно ортогональные орта. 

В главной центральной системе координат уравнение поверхности (3.3.1) примет вид 

2 2 ' 2 /4 (З 3 ) А1Х + А2У + л3Z + /з =О, .. 12 

если /з f:. О и, следовательно, все корни хараRтеристичесRого уравнения отличны от 
нуля, или 

(З.3. 13) 

если / 3 = О, следовательно, хотя бы один из Rорней хараRтеристичесRоr·о уравнения 
равен нулю (штрих ОRоло новых координат опущен). Если /з :/= О, то каноничесRое 
уравнение поверхности имеет симметричный вид и у поверхности есть центральная 
точна (эллипсоид и гиперболоиды). В противном случае поверхность не имеет центра 
(параболоиды). 

Перенумеруем Rорни хараRтеристического уравнения таR, чтобы .А1 ;;;:: .А2 ;;;:: .Аз. По 
иорням характеристичесRого уравнения определяются параметры поверхностей второго 
порядка. Если .А1 ;;;:: .А2 ~ .Аз > О, то, сравнив (3.З.12) с (3.2.5), найдем полуоси 
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эллипсоида (3.2.4) по формулам 

а = J- л:~з ' Ь = J л~~з ' с = J- л~~з · (3.3.14) 

Если Л1 ~ Л2 >О> Лз, то, сравнив (3.3.12) с (3.2.7), найдем действительные и мнимую 
полуоси однополостного гиперболоида (3.2.6) по формулам 

~ ~ гт;-
а= y->:;J;, Ь = y->:;J;, с= у >:;J;· (3.3.15) 

Если Л1 >О> Л2 ~ Лз, то сравнив (3.3.12) с (3.2.9), найдем действительную и мнимые 
полуоси двуполостного гипербо!!оида (3.2.8) по формулам 

гт;- гт;- ~ 
а= у I;i;' Ь = у >:;i;' с= y->:;J;· (3.3.16) 

Если Л1 ~ Л2 > Л3 =О, то, сравнив (3.3.13) с (3.2.11), найдем полуоси эллиптического 
параболоида (3.2.10) по формулам 

(3.3.17) 

Если Л1 > Л2 = О > Лз, то, сравнив (3.3.13) с (3.2.15), найдем действительную и 
мнимую полуоси гиперболического параболоида (3.2.13) по формулам 

(3.3.18) 

Если О> Л1 ~ Л2 ~ Лз, то уравнение (3.3.1) описывает мнимый эллипсоид. 
Коническая поверхность является вырожденным случаем гиперболоида. Она пред

ставляет собой предельный случай, к которому стремятся однополостный и двупо
лостный гиперболоиды. Цилиндрическая поверхность является вырожденным случаем 
эллиптического и гиперболического параболоидов. Характеристики вырожденных слу
чаев поверхностей можно найти по общим формулам. 

Приведенные формулы позволяют строить параметрические зависимости для по
верхностей второго порядка по их координатным уравнениям. Для перехода от пара
метрического описания к неявному описанию нужно знать каноническое уравнение 

f(x, у, z) = ,Q, которым связаны координатные функции х(и, v), у(и, v), z(u, v) по
верхности. Местные координаты х, у, z связаны с глобальными координатами r 1 , r 2 , 

r 3 уравнениями (1.2.8), которые в принятых здесь обозначениях имеют вид 

х =ан (r1 - Р1) + a12(r2 - Р2) + а~з(rз - Рз), 
у= a21(r1 - Р1) + a22(r2 - Р2) + а2з(rз - Рз), (3.3.19) 
z = аз1(r1 - Р1) + аз2(r2 - Р2) + азз(rз - р3). 

Для получения уравнения F(r1 , r2, rз) = О, связывающего глобальные координаты, 
подставим в уравнение f (х, у, z) =О выражения (3.3.19) для канонических координат. 

3.4. Поверхности движения 
Поверхность можно получить путем движения :кривой по заданной трае:к

тории. Та:кие поверхности назьmаются поверхностями движения. Область из
менения параметров та:ких поверхностей представляет собой прямоуrольни:к. 
:Кривая, движением :которой получается поверхность, называется образующей, 
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а траевторин движенин невоторой: ее точви называетсн иаправ.л..яющей. Поверх
ность движенин в I{ачестве данных содержит образующую :кривую и в том или 
ином виде направлнющую линию. В общем случае направлнющей: может быть 
произвольнан вриван. Среди всевозможных направлнющих выделнют две. наи
более простые - отрезов прнмой линии и дугу овружности. Если направляю
щей служит отрезов прнмой:, то поверхность называетсfl поверхностью выдавли
вания. Если направлнющей служит дуга овружности или вся овружность, то 
поверхность называетсн поверхностью вращения. Во всех остальных случаях 
поверхность будем называть кинематичесвой: поверхностью. Длн построения 
тел мы не будем использовать поверхности, пересевающие сами себн. 

Поверхность выдавпивавин. Поверхность выдавливания, полученная дви
. жением :кривой c(t), tmin ~ t ~ tmax, вдоль вевтора d, описывается радиус
вектором 

r(u, v) = c(u) + vd, tmin ~и~ tmaю О ~ v ~ 1. (3.4.1) 

Длина поверхности выдавливанин определнетсн длиной вевтора d. В зависи
мости от замвнутости :кривой с( t) поверхность выдавливанин может быть за
мкнутой: или нет по параметру и. Направляющий вевтор d = id может быть 
представлен в виде произведенин вевтора единичной: длины на свалнр. Поверх
ность выдавливания приведена на рис. 3.4.1. 

Рис. 3.4.1. Поверхность выдавливания Рис. 3.4.2. Поверхность вращения 

Поверхность вращения. Поверхность, полученнан вращением вривой c(t), 
tmin ~ t ~ tmax, на угол а вовруг оси, заданной: единичным вевтором i и 
точной р, описываетсн радиус-вектором 

r(u, v) = р + ((c(u) - р) · i)i + (c(u) - р - ((c(u) - р) · i)~) cosv + 
+ i х (c(u) - р) sin v = р + rз(u) + r1 (и) cos v + r2(u) sin v, (3.4.2) 

tmin ~ и ~ tmax' о ~ v ~ а, 

где rз(u) = ((c(u) - р) · i)i - составлнющая вевтора c(u) - р, параллельная 
оси вращенин, r1(u) = с(и) - р - rз(u) - составлнющан вевтора c(u) - р, 
перпендивулнрнан оси вращенин, r2(u) = iх(с(u)-р)-ортогональный первым 
двум вевторам вевтор, длина :которого равна длине вевтора r1 (и). Замвнутость 
поверхности вращения по параметру и совпадает с замвнутостью образующей: 



160 Гл. 3. Моделирование поверхностей 

вривой c(t). Если угол вращениR а = 27r, то поверхность (3.4.2) замкнута по 
параметру v, если а< 27r, то поверхность вращениR не замкнута по параметру v. 
Будем строить поверхности вращениR, у которых угол вращениR не превосходит 
27r. Поверхность вращениR приведена на рис. 3.4.2. 

Кинематичеение поверхиоети. Рассмотрим пинематичесвую поверхность, ко
торая RвлRетсR общим случаем поверхности движениR. Пусть образующаR опи
сываетсR привой c(t), trnin ~ t ~ tmax, а направлRющей RвлRетсR вриваR g(v), 
Vmin ~ v ~ Vmax· Пусть при построении винематичесвой поверхности параметр 
и совпадает с параметром образующей вривой с(и), а параметр v совпадает с па-
раметром направлRющей вривой g{v). При движении образующей привой вдоль 
направлRющей кривой ориентациR первой относительно второй может менRтъсR 

или может оставатьсR неизменной. Если образующаR выполнRет плоспопарал
лельное движение, т. е. остается «параллельной» своему начальному положе

нию, то тавую поверхность будем называть nоверхиостью сдвига, в противном 
случае поверхность будем называть поверхиостью заметаии.я. 

Поверхио_ежь едвиrа. Поверхность сдвига проще поверхности заметаниR. 
Радиус-вептор поверхности сдвига определRетсR формулой 

r(и, v) = g(v) + (с(и) - g(vmin) - h), 
{3.4.3) 

где h - вевтор привRзни образующей в направлRющей. Вевтор h сдвигает 
вривую с (и) на непоторую величину из ее начального положениR относительно 
направляющей и сохранRет этот сдвиг во времR движениR. Если h = О, то 
сохранRетсR исходное положение образующей кривой относительно начальной 
точви направлRющей вривой. Радиус-вевтор поверхности сдвига строитсR ван 

· сумма двух вепторов: вектора точпи на направлRющей :кривой g ( v) и вептора 
положениR точви образующей относительно начальной точпи направлRющей со 
сдвигом с(и) - g(vmin) - Ь. Поверхность сдвига приведена на рис. 3.4.3. 

Рис. 3.4.3. Поверхность сдвига PJ.'!C. 3.4.4. Поверхность заметания 

Псверхное'l'Ь замежания. ДлR построениR винематичесвой поверхности заме
тан:ин (рис. 3.4.4) будем использовать подвижиый касате.аьиый базис, свRзан
ный с направJ"mющей вривой g(v). Подвижный пасательный базис представлRет 
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собой местную денартову прямоугольную систему ноординат. Ее начало нахо
дится в тенущей точне направляющей нривой и определяется радиус-вентором 

Ро = g(v). Первый базисный орт i1 = g /lf!/I местной системы ноординат совпа
дает с насательной н направляющей нривой, второй базисный орт i2 ортогонален 
первому, а третий iз = ii х iz образует с первым и вторым правую тройну вен
торов. Из сназа·нного не ясно, в наную сторону направлен вентор iz. На первый 
взгляд, его можно было бы направить по вентору главной нормали н напра
вляющей, но в точнах распрямления нривой нормаль не определена, а в точвах 
перегиба ее направление может резво поменяться на противоположное. Поэтому 
вентор i2 будем строить следующим образом: пусть d есть неноторый не изме
няющийся вентор, ноторый не ноллинеарен насательной н напраnляющей g( v) 
·ни в одной ее точне. Тогда вентор i 2 примем параллельным вентору 

dz = d - (i1 · d)i1. (3.4.4) 

Вентор d2 представляет собой составляющую вентора d, перпендинулярную орту 
ii (насательной н направляющей в данной точне). Составляющая d 2 ниногда не 
равна нулю, таи нан мы предполагаем, что d ниногда не ноллинеарен i1. Будем 
считать, что для любой нривой существует таной ве:ктор d, ноторый ни:когда 
не ноллинеарен насательной н нривой. Подвижный насательный базис связан с 
нривой g(v) и поэтому является фуннцией параметра v. 

po(v) = g(v), (3.4.5) 

• g/ 
11 ( v) = 1g'1 ' • ( ) dz 

i2 v = ld2I' 

rде d2 oпpeдeJIЛercft равенством (3.4.4), а g' = ~:. 
Запомним положение образующей привой с( и) в подвижном насательном ба

зисе в начале направляющей (при начальном значении параметра v = Vmin) и 
будем сохранять его при движении вдоль направляющей. При движении вдоль 
направляющей подвижный насательный базис меняет свое положение и ори
ентацию в пространстве и увленает за собой жестно связанную с ним обра
зующую нривую. Таким образом, в данных нинематичесной поверхности на
ходятся две нривые линии, вентор d и положение насательного базиса (3.4.5) 
в начале направляющей: g(vmin), i1(Vmin), i2(Vmin), iз(Vmin). В общем слу
чае можно запомнить положение образующей нривой относительно начальной 
точни направляющей, сдвинув первую на неноторый вентор h (например, чтобы 
по направляющей двигался центр тяжести образующей}, и сохранить его при 
движении вдоль направляющей. Если h =О, то сохраняется исходное положе
ние образующей нривой относительно начальной точни направляющей нривой и 
насательной н ней. Радиус-вентор поверхности для произвольных параметров и 
и v получим следующим способом. Вычислим положение точни на образующей 
нривой в местной системе ноординат при v = Vmin по формуле (1.2.9} 

х(и, Vmin) = A(vmin) · (c(u} - g(Vmin) - h), 

где через A(vmin) обозначена матрица, вычисленная по матричной фуннции 
A(v) при начальном параметре v. Матричная фуннция A(v) является матри
цей преобразования (1.2.6) ноординат радиус-вентора точни при переходе из 
глобальной в местную систему nоординат, ее строни составлены из номпонент 

11 - 5293 Голованов 



162 Гл. 3. Моделирование поверхностей 

базисных ортов местной системы иоординат 

[

i1(v)] 
A(v) = i2(v) . 

iз(v) 

(3.4.6) 

Веитор х(и, Vmin) выражает положение точии образующей относительно точии 
на направляющей иривой в подвижном иасательном базисе, иоторое сохраняется 
для произвольного параметра v. Переходя из местной системы иоординат в 
глобальную систему иоординат уже при теиущем параметре v в соответствии с 
(1.2.5), получим радиус-веитор точии на поверхности 

r{u, v) == g(v) +Ат (v) · х(и, Vmin)· 

Таиим образом, радиус-веитор иинематичесиой поверхности заметания описы
вается формулой 

r(u, v) = g(v) + M(v) · (с(и) - g(vmin) - h), 
tmin ~и~ tmax, Vmin ~ V ~ Vmax, 

(3.4.7) 

где М ( v) ~ матричная фуниция, дающая матрицу поворота тенущего подвиж
ного иасательного базиса относительно его начального положения. Эта матрица 
вычисляется по формуле 

[

jl (v)] Т [i1 (vmin)] 
M(v) =АТ (v) · A{Vmin) = ~2(v) · ~2{Vmin) . 

13 ( V) 13 { Vmin) 
{3.4.8) 

В начале направляющей иривой матрица М ( Vmin) равна единичной матрице, 
таи иаи Ат = А - 1. . 

Для вычисления производных радиус-веитора 'иинематичесиой поверхности 
заметания нужно вычислять производные матрицы М ( v), что в свою очередь 
сводится R вычислению производных ортов il(v), i2(v), i3(v). Рассмотрим вы
числение производных веиторов единичной длины на примере вычисления про
изводных орта i1. Этот орт получен нормированием веитора g(v). Вычислим 
первую, вторую и третью производные этого веитора - g', g" и g111

• По этим про
изводным сам орт i1 и его первая и вторая производные (i1' и i1") определятся 
по формулам: 

. g' 
i1 = lg'I' 
di g

11 
( g") 1 • • 

dv = lg'I - •1 . lg/I i1.' (3.4.9) 

1 • 1 • 1 • d
2
i g

111 
( g

11 
) di ( g

111 
di g

11 
) 

dv2 = Jg'I - 2 11 . Jg'I dv - 11. Jg'I + dv . Jg'I 11, 

где вторая и третья формулы получены путем дифференцирования первой с уче

том того, что дли-на первой производной направляющей кривой jg'I = ~~ -
= Jg' · g 1

• Аналогично получим производные остальных ортов. Орт i2 получен 
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нормированием вентора d2 = d - (i1 · d)i1, а орт iз получен нормированием 
вентора dз = g' х d2. Вычислив первые, вторые и третьи производные d2 и 
dз по (3.4.9), получим производные соответствующих ортов. Далее вычислим 
производные матричных фуннций A(v) и M(v), что позволит вычислить про
изводные радиус-вентора поверхности (3.4. 7). 

Замннутость нинематичесной поверхности по параметру и совпадает с за
мвнутостью образующей нривой c(v), а замвнутостъ поверхности по параметру 

Рис. 3.4.5. Rинематич:есная поверхность 

v совпадает с замннутостью направляющей вривой g( v). На рис. 3.4.5 по:казана 
винематичесная поверхность, полученная движением эллипса вдоль спиральной 
линии. 

При неудачном сочетании параметров нривых нинематичесная поверхность 
может пересенать сама себя. Мы не будем рассматривать самопересенающиесfl 
поверхности. 

Из (3.4.9) следует, что длfl вычисления частных производных второго пo
pFiдRa радиус-вентора поверхности требуются производные радиус-вентора нри
вой третьего порядва. Для получения всей геометричесной информации о 
вривой достаточно знать венторную фуннцию ее радиус-вентора и ее первую и 
вторую производные, но длfl построения неноторых поверхностей требуетсfl тре
ты1 производная нривой. :Кинематичесваfl поверхность является одной из них. 

3.5. Линейчатые поверхности 

Линейчатая поверхность представляет собой геометричесвое место отрез
ков прямых, соединяющих соответствующие точни заданных двух линий. Ее 
можно получить путем движениfl прямой линии по двум направляющим нривым 

линиям, при этом наждой точне одной нривой долщна соответствовать вполне 
определеннаfl точна другой :кривой. Пусть заданы две направляющие нривые 
a(t) и d(w), где параметры нривых t и w изменяются в пределах tmin ~ t ~ tmax 
и Wmin ~ w ~ Wmax· Радиус-вентор линейчатой поверхности определяетсfl фор
мулой 

r(u, v) = (1 - v )a(t) + vd(w), 
t = tmin(l - и)+ tmaxU, W = Wmin(l - и)+ WmaxU) (3.5.1) 

о ~ и ~ 1, о ~ v ~ 1. 

Длfl направляющих нривых неflвно производится репараметризация - приве
дение области изменения параметров R отрезну от О до 1. Можно было бы репа
раметризовать тольно одну нривую - пр:Ивести облsсть изменения одной из них 
к другой. Если параметризация нривых a(u) и d(u) совпадает, то радиус-вентор 

11 • 
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линейчатой поверхности может быть описан фуннцией 

r(u, v) = (1 - v)a(u) + vd(u), Umin ~и~ Umax, О~ v ~ 1. 

На рис. 3.5.1 !Jриведен пример линейчатой поверхности. 
Если обе направля:ющие зам:кнуты, то линейчатая: поверхность замннута 

по параметру и. По другому параметру .Линейчатая поверхность всегда не 
зам:кнута. 

Если направляющими линия:ми явля:ются отрезви прямых линий, то по
верхность является линейчатой по обоим параметрам и для ее построения: 

а(и) 

Рис. 3.5.1. Линейчатая поверхность 

достаточно знать радиус-ве:кторы нонцевых точе:к отрезнов. Пусть один напра
вляющий отрезов в форме (2.2.3) проведен из точни Р1 в точну р2, а другой 
направляющий отрезо:к проведен из точни р3 в точ:ку р4. Тогда линейчатая по 
двум параметрам поверхность определится: ве:кторной фуннцией 

r(u, v) = (1- v)(p1(l - и)+ р2и) + v(pз(l - и)+ р4и) = 
= (1 - и)(1 - v)p1 + и(1 - v)p2 + (1 - u)vp3 + uvp4, (3.5.2) 

о ~ и ~ 1, о ~ v ~ 1. 

Тавая поверхность называется би.л.инейной. Она всегда не замннута. Если все 
четыре точ:ки лежат в одной плосности, то поверхность представляет собой часть 
плосности. В не:которых случая:х удобно описывать плосность по четырем точ
нам, лежащим в углах :квадрата, в виде зависимости (3.5.2). Описанная таним 
образом пло·сность отличается от (3.2.1) тем, что ее параметричесние размеры 
не зависят от размеров самой плосности. При выполнении пересечений и дру
гих операций над поверхностями желательно, чтобы у поверхностей области 
определения параметров не зависели от размеров поверхностей. Если точни р1 
и Рз или Р2 и р4 совпадают, то мы получим треугольную поверхность, :которая 

всегда пло сна я. 

Частным случаем линейчатой поверхности является сенториальная поверх
ность. Она получается из линейчатой-поверхности (3.5.1), если одну из :кривых, 
например d(w), заменить точной р. Радиус"вентор сенториальной поверхности 
описывается формулой 

r(u, v) = (1 - v)a(u) + vp, tmin ~и~ tmax, О~ v ~ 1. (3.5.3) 

Если направляющая a(t) замннута, то се:кториальная поверхность танже за
м:кнута по параметру и. По другому параметру се:кториальная поверхность все
гда не замннута. 
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Треугольная и се:кториальная поверхности имеют точ:ку, в :которой одна 
из частных производных ее радиус-вектора равна нулю. Аналогичные точ:ки 
,имеют сферическая и :коническая поверхности. Эти точ:ки не являются особыми, 
та:к :ка:к другая частная производная радиус-вектора поверхности не равна нулю. 

Если рассматривать :кривые на поверхностях, то в та:ких точках находятся 
отрезки двухмерных :координатных линий. 

С помощью линейчатой поверхности можно моделировать детали с уклоном 
и фас:ки деталей. Направляющими :кривыми поверхности-фаски служат :кривые 
на поверхностях, отстоящие от ребра на заданном расстоянии. 

3.6. Поверхности Кунеа 

Возьмем веиторную фуницию линейчатой поверхности (3.5.1), прибавим R 

ней и вычтем из нее веиторную функцию билинейной поверхности (3.5.2), где Р1 
и р2 :концевые точии направляющей иривой a(t), а Рз и р4 - ионцевые точии 
направляющей иривой d( w). В результате этих действий uе:кторная фуниция не 
изменится, но будет иметь вид 

r(u, v) = (1- v)a(u) + vd(u) + (1- u)(P1(l - v) + Рзv) + 
+ u(p2(l - v) + p4v) - (1 - u)(l - v)P1 - u(l - v)p2 -

- (1 - и)vрз - uvp4 = (1 - v)a(u) + vd(u) + (1 - u)b(v) + uc(v) -
- (1 - u)(l - v)p1 - u(l - v)p2 - (1 - и)vрз - uvp4, (3.6.1) 

о ~ и ~ 1, о~ v ~ 1. 

В обозначениях функций а( и) и d( и) мы использовали их реальный аргу
мент и, а та:кже ввели обозначения для отрезиов прямых Ь( v) = Р1 (1-v) +рзv, 
c(v) = P2(l - v) + p4v, соединяющих :концы :кривых a(u) и d(u). Если допу
стить, что в иачестве Ь( v) и с( v) могут использоваться произвольные :кривые, 

d(td) 

Рис. 3.6.1. Поверхность Кунса 

начинающиеся и оканчивающиеся в тех же точиах, то получим вариант поверх

ности Кунса. Поверхность Кунса строится по четырем равноправным :кривым. 
Рассмотрим четыре :кривые a(ta), d(td), Ь(tь), c(tc), попарно пересекающи

еся в точках Р1, Рз, Р2, р4, :ка:к показано на рис. 3.6.1. 
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Построим поверхность внутри «Четырехугольнииа)), образованного нривыми. 
Пусть точиам Р1 и Р2 на нривой a(ta) соответствуют параметры tamin и tamax, 
точкам Р1 и Рз на нривой Ь(tь) соответствуют параметры tьmin и tьmax, точнам 
Рз и р4 на нривой d(td) соответствуют параметры tdmin и tdmax, точкам Р2 
и р4 на иривой c(tc) соответствуют параметры tcmin и tcmax· Поверхность, 
построенную по данным четырем нривым, можно описать радиус-вентором 

r(u, v) = (1 - v)(a(ta) - (1 - и)р1) + 
+ (1 - и)(Ь(tь) - VРз) + v(d(td) - up4) + u(c(tc) (1 - v)p2) -

= (1 - v)a(ta) + (1 - и)Ь(tь) + vd(td) + uc(tc) - (1 - u)(l - v)p1 -

- и(l - v)P2 - (1 - u)vp3 - vup4, (3.6.2) 

ta = tamin(l - и)+ tamaxU, 
td = tdmin(l - и)+ tdmaxU, 

о~ и~ 1, 

tь = tьmin(l - v) + tьmaxV, 
tc = tcmin(l - V) + tcmaxV, 
о~ v ~ 1. 

Легно проверить, что вентор r(u, О) описывает участон нривой a(ta), вентор 
r(u, 1) описывает участон нривой d(td), вентор r(O, v) описывает участон нри
вой Ь(tь), вентор r(l, v) описывает участон нривой c(tc)· Совсем не обязательно, 
чтобы tk min было меньше tk шах, k = а, Ь, с, d. 

Для тоrо чтобы формула (3.6.2) леrче воспринималась, переобозначим нри
вые и точни, входящие в струнтуру данных описываемой ею поверхности: ври

вую a(ta) обозначим через r(u, О), нривую d(td) обозначим через r(u, 1), вривую 
Ь~tь) обозначим через r(O, v), нривую c(tc) обозначим через r(l, v), точну Р1 
обозначим через r(O, О), точну Р2 обозначим через r(l, О), точну Рз обозначим 
через r(O, 1), точку р4 обозначим через r(l, 1), и будем считать, что для нривых 
вьmолнен переход R параметрам и и v в соответствии с (3.6.2). Для иоэффици
ентов, с ноторыми граничные вривые входят в (3.6.2), введем обозначение 

ао (и) = 1 - и, ai (и) = и, 
ao(v) = 1- v, a1(v) = v. 

В результате веиторная фуниция (3.6.1) примет вид 

r(u, v) = ao(v)r(u, О)+ ao(u)r(O, v) + 
+ ai (v)r(u, 1) + ai (u)r(l, v) - ao(u)ao(v)r(O, О) -

- ai(u)ao(v)r{l, О) - ao(u)a1(v)r(O, 1) - ai(u)a1(v)r(l, 1) = 

= [а0 (и) а1 (и)] . [~i~: ~О + [ao(v) а1 (v)] · [~i~: ~i] -
_ [ао(и) ai(u)]. [r(O, О) r(O, 1)] . [ao(v)] = 

r(l, О) r{l, 1) ai(v) 
1 1 1 1 

(3.6.3) 

= L ai(u)r(i, v) + L aj(v)r(u, j) + L L ai(u)aj(v)r(i, j), (3.6.4) 
i=O j=O i=Oj=O 

о ~и ~ 1, о~ v ~ 1. 
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Поверхность (3.6.4) построена на четырех граничных нривых, ноэффициенты 
при ноторых явлнютсн линейными фуннциями параметров и и v. Таное линей
ное объединение четырех нривых называется .линейной поверхностью Кунса. 
ФунRции сч( и) и aj(v) называются функци.ями смещени.я. Если граничные ли-
нии являются. отрезRами прямых линий, то формула (3.6.4) даст билинейную 
поверхность (3.5.2). 

Подобной поверхностью можно описать произвольную часть плосности, гра
ницу ноторой можно представить в виде четырех попарно пересенающихся 

линий на ней. Например, часть плосности, лежащей внутри эллипса, можно 
описать поверхностью 

r(u, v) = р + 

( 
2и(1 - cos v - sin v) 2v(l - cosu - sin и)) . + а cos и + cos v - 1 + + 11 + 

1Г 1Г 

ь ( 
. . 2и ( 1 - cos v - sin v) 2v ( 1 - cos и - sin и) ) • + s1n и - s1n v - + 12, (3.6.5) 

1Г 1Г 

1Г 
о~ и~-, 

2 

1Г 

O~v~ 
2

, 

где р - радиус-веRтор центра, а и Ь- полуоси эллипса, i1, i2 - орты, лежащие 
в плосности эллипса (рис. 3.6.2). 

Формула (3.6.5) получена нан частный случай формулы (3.6.4) путем под
становни в нее ноннретных линий и точен. Поверхность (3.6.5) построена по 
четырем дугам эллипса. Данная поверхность отличается от своего аналога в 

Рис. 3.6.2. Частный случай поверхности :Кунса 

виде плоGRости с областью изменения параметров, ограниченной эллипсом, тем, 
что имеет прямоугольную область изменения параметров. Следует заметить, что 
поверхность (3.6.5) имеет особенности в угловых точнах: производная по пер
вому параметру ноллинеарна производной по второму параметру. Дуги эллипса 
в (3.6.5) представлены в явном виде. Для удобства верхние границы области 
Изменения параметрQв заменены с 1 на 1Г /2. Поверхность (3.6.5} имеет четь:rре 
особые точни, в ноторых частные производные радиус-веRтора по параметрам и 
и'v Rоллинеарны. Это точни стыRовни дуг эллипса. 

Из поверхностей (3.6.4) можно снонструировать составную поверхность, сты
куя их по гранит.mым Rривым (делая граничные вривые общими}. Если поверх
ность (3.6.4) стынуется по своим нраям с другой таRой же поверхностью, то на 
границе производная в трансверсальном направлении будет претерпевать излом. 
Для того чтобы на граничных нривых производные радиус-вентора поверхно
сти в трансверсальном и граничным нривым направлении являлись заданными 



168 Гл. 3. Моделирование поверхностей 

фун:кциями, добавим их :к ее описанию. То есть добавим :к описанию поверхно
сти ее производные вдоль rраничных :кривых ru(i, v}, r 11 (u, j) и производные 
в углах поверхности ru(i, j)'j r 11 (i, j), ruv(i) j), с :коэффициентами /3i(u), /3j(v), 
где i = О, 1, j = О, 1. Линейные фун:кции смещения (3.6.3) заменим :кубиче
с:кими фун:кциями (2.5.4). Построенная та:5им образом поверхность описывается 
ве:кторной фун:кцией 

r(O, v) 

r(u, v) = [ао(и) а1 (и) {30 (и) {31 (и)]. r(l, v} + 
ru(O, v) 
ru(l, v) 

r{u, О) 

+ [ao(v) a1(v) /3o(v) /31(v)] · r(u, l) - [ао(и) а1(и) /3о(и) /31(и)] х 
rv(и, О) 

r(O, О) 
r(l, О) 

х 
ru(O, О) 
ru(l, О) 

rv(и, 1) 

r(O, 1) rv (О, О) 
r(l, 1) r 11 (l, О) 

ru(O, 1) Гuv(O, О) 

ru(l, 1) ruv(l, О} 

rv(O, 1) 
r 11 (l, .1) 
Гuv(O, 1) 
ruv(l, 1) 

о ~ и ~ 1, о ~ v ~ 1, 

где куби'Ческие функции с.мещени.я определяются формулами 

ao(w} = 1 - Зw2 + 2w3
, a1(w) = Зw2 

- 2w3 , 

f3o(w) = w - 2w2 + w3
, f31(w) = -w2 + w3 . 

ao(v) 
a1(v) 
f3o(v) ' 

1(v) 

(3.6.6) 

(З.6.7) 

Поверхность (3.6.6) называется куби11,еской поверхностью Кунса. Формула 
(3.6.6) опцсывает поверхность :Кунса, построенную на тех же четырех :кривых, 
по:казанных на рис. 3.6.1, что и поверхность (3.6.4). Но в отличие от послед
ней она имеет заданные производнЬl:е в трансверсальном направлении вдоль 
граничных :кривых. 

Форрест предложил обобщить поверхности (3.6.4) и (3.6.6) и использова,ть 
вместо линейных или :кубичес:ких фун:кций смещения неноторые обобщенные 
функции с.мещенш ak i (и). Индене k у:казьmает на то, что обобщенная фуннция 
смещения умножается' на ве:Кторную фун:кцию, представляющую собой произ
водную k-го порядна от граничной :кривой. Производной нулевого порядна фун:к
ции будем называть саму фун:кция. Для граничных :кривых k = О, для :каса
тельных ве:кторов k = 1 или, другими словами, ao,i(u) = ai(u), a1,i(u) = f3i(u), 
i =О, 1. Обобщенные фун:кции смешения, должны удовлетворять равенствам · 

d!"ak · { 1 если i = j и k = n, 
ak,i(n)(j) = du ,, и=j = о{о~ = о: если i =F j или k =F n, (З.6.8) 
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которые являются обобщением условий, :которым удовлетворнют линейные и :ку
биttес:кие фуннции смещения. Радиус-ве:ктор обобщенной поверхности Кунса 
определяетсн формулой 

1 n 1 т 

r(u, v) = L L ak,i(u)ru(k)(i, v) + L L at,j(v)rv(l)(u, j)-
i=O k=O j=O l=O 

1 1 n m 

- LLLLak,i(u)ai,j(v)ruv(k,l)(i, j), (3.6.9) 
i=O j=O k::.O l=O 

о ~ и ~ 1, о ~ v ~ 1, 

rде используются заданные значения производных на :краях поверхности 

(k)(· ) - akr(u, v) 
ru i, v - auk 

(l)( .) _ дlr(u, v) 
rv и, J - 8vl 

' и=i 

v J 

i =о, 1, 

j =о, 1, 

и заданные значения производных в угловых точ:ках параметричес:кой области 
поверхности 

(k, l) (. ') - CJA:lr( и, v) 
ruv i, J - дuk дvl i, j =о, 1. 

и=~ 
v j 

В :качестве обобщенных фун:кций смещения могут быть использованы по
линомы. Обобщенные поверхности Кунса имеют заданные производные k-го 
порядна радиус-ве:ктора по параметру и вдоль граничных :кривых и= const и 
заданные производные l-го порнд:ка радиус-ве:ктора по параметру v вдоль гра
ничных :кривых v = const. 

3. 7. Сп.пайиовые поверхнос!rИ 

Корпуса судов, фюзеляжи и :крылья самолетов часто прое:ктируются с помо
щью поперечных или продольных сечений, проходящих в заданных местах. 

Эти сечения соединяются плавными нривыми, в результате чего получается 
единая трехмерная форма. Это выполнялось в натуральную величину, для чего 
использовались плазы. По традиции процесс построенин поверхности по ее сече
нинм назьmается плазированием, а поверхности, построенные та:ким способом, 
назьmаются сn.ttайновыми поверхностями. Рассмотрим не:которые сплайновые 
поверхности. 

Поверхность Эрмита. Пусть имеетсR семейство :кривых rj(tj), j = О, 1, 
2, ... , n, по:казанных на рис. 3.7.1. Кривые семейства не должны пересе:кать 
друг друга. Н~ этом семействе можно построить глад:кую поверхность, имею
щую непрерывные производные по всем направлениям. Приведем все :кривые 
к-одной параметричес:кой длине, та:к чтобы область измененин параметра была 
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Umin ~ и ~ Umax· :Кривые переобозначим в соответствии с их местом на поверх
ности: r{u, j) r1(tj), j =О, 1, 2, ... , n. Пусть параметр поверхности v между 
нривыми r{u, i) и r(u, k) изменяется от i до k. 

Радиус-вентор сглаживающей поверхности, построенной по семейству сече
ний, являющейся аналогом составного с:uлайна Эрмита (2.4.3}, описывается 
формулой 

r( и, j) 

r(u, v) = [ao(w) a1(w) {30(w) {31(w)]. r{u, j + l) 
rv(и, j) 

rv(и, j + 1) 

= r(u, j)(l - 3w2 + 2w3
) + r{u, j + 1)(3w2 

- 2w3
) + 

+ rv(и, j)(w - 2w2 + w3
) + rv(и, j + 1)(-w2 + w3

), (3.7.1) 

W = w( V) = V - J, Umin ~ U ~ Umax, Q ~ V ~ n, 

где j равно целой части параметра v и номеру привой, n + 1 - число ири
вых. Данная поверхность является нубичесной по v направлению. Параметр w 
является местным параметром данной части поверхности в v направлении, он 

r(и. п) 

r(и. 2) 

r(u. 1) 

Рис. 3. 7 .1. Поверхность на семействе :нривых 

изменяется·от О до 1. Производные на линиях сетни rv(и, j) могут быть вычи
слены по соседним линиям, аналогично тому, иан вычисляются производные в 

харантеристичесних точнах составного сплайна Эрмита, например, 

( 
') r(u,j+l)-:-r(u,j-1) 

rv и, J = 2 

для внутреннIJх линий и 

rv(и, О)= 2r{u, 1) - 2r(u, О) - rv(и, 1), 
rv(и, n) = 2r{u, n) - 2r{u, n - 1) - rv(и, n - 1) 

для нрайних линий. 

Эти зависимости обеспечивают равенство нулю третьих производных на 
нрайних нривых поверхности в трансверсальных R нраю направлениях. Если 
все нривые семейства являюrся замннутыми, то поверхность {3.7.1) получается 
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замЕнутой в соответствующем направлении. Поверхность может быть замкну
той и в другом параметрическом направлении. Производные rv(и, j) моrут 

Рис. 3. 7 .2. Поверхность Эрмита на семействе кривых 

быть вычислены и по иным формулам, приведенным длн сплайна Эрмита. По
верхность Эрмита, построеннан на семействе NURBS кривых, приведена на 
рис. 3.7.2. 

Повер:хвоеть Лаrранжа. По семейству кривых, показанных на рис. 3.7.1, 
можно построить поверхность, нвлнiощуюсн аналоrом кривой Лагранжа (2.4.13). 
Радиус-вентор такой _поверхности, построенной по семейству сечений r( и, i) = = ri(ti), i =О, 1, 2, ... , п, описываетсн формулой 

n 

r(u, v) = L Li(v)r(u, i), Umin ~и~ Umax 1 О~ v ~ n, (3.7.2) 
i=O 

где Li(v) - коэффициенты Лаrранжа (2.4.14) при tj = j: 
n 
П (v - j) 

Li(v) = j=O~j=f:-i (3.7.3) 

п (i - j) 
j=O,jf:.i 

:Каждая v-линия такой поверхности представлнет собой кривую Лагранжа, по
строенную по точнам r(u, i), i =О, 1, ... , п, и = const. Существуют и другие 
способы построения сглаживающей поверхности по семейству иривых. 

Повер:хвость перехода. Поверхность типа (3. 7.1) может служить поверхно
стью перехода от одной поверхности· к другой. Пусть, например, требуетсн 
плавно сопрячь край одной поверхности с ираем другой. Обозначим сопрнгае
мый край первой поверхности через a(t), а край второй поверхности - через 
b(t), где t - неиоторый общий параметр. Через aw(t) обозначим частную про
изводную первой из сопрнгаемых поверхностей в трансверсальном к ее ираю на-

правлении, а через bw(t) обозначим частную производную второй поверхности 
в трансверсальном и ее краю направлении. Под параметричесии трансверсаль
ным направлением будем иметь в виду следующее. Если перван поверхность 
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описывается радиус-вевтором р(и, v), то a(t) = p(umax, t) и aw(t) = p11 (umax, t) 
описывают :край поверхности. Аналогично, если вторая поверхность описыва
етсн радиус-вевтором q(u, v), то b(t) = q(t, Vmin) и bw(t) = Qu(t, Vmin) описы
вают :край этой поверхности. Поверхность 

r(t, w) = a(t)(l -- Зw2 + 2w3
) + b(t)(Зw2 -·2w3

) +. 
+ a.w(t)(w - 2w2 + w3

) + bw(t}(-w2 + w3
), (3.7.4) 

tmin ~ t ~ tmax, О~ W ~ 1, 

гладво сопрА:Гает две заданные поверхности по их вранм. Мы рассмотрели слу
чай, :когда сопрнгаемые поверхности имеюr прнмоугольные области определенин 
параметров. На двух сопрнгаемых поверхностнх и поверхности перехода может 
быть построена единан гладван поверхность. 

Поверхность Гордона. Перейдем в построению поверхностей на двух семей
ствах :кривых. Пусть имеетсн сетва :кривых, повазанных на рис. 3.7.3. 

Сетва образована двумн семействами :кривых: aj(tj), j = О, 1, 2, ... , п, 
bi(wi), i = О, 1, 2, ... , т. :Ка.ждан вриван одного семейства пересевает все 
:кривые другого семейства и не пересевает ни одной :кривой своего семейства. 

r(и. n) 

r(O, v) 

Рис. 3.7.З. Поверхность Гордона на сетие из кривых 

На этой сетве можно построить составную поверхность, :каждая нчейва :кото
рой представлнет собой вубичесвую поверхность I\унса. Длн этого :кривые пе
реобозначим в соответствии с их местом на поверхностИ: r(u, j) = aj(tj), j = 
=О, 1, 2, ... , п, r(i, v) = bi(wi), i =О, 1, 2, ... , т. ТочI{И пересеченин :кривых 
r(ti, j) и r(i, tj) обозначим через r(i, j), j =О, 1, 2, ... , п, i = О, 1, 2, ... , т. 
На :каждом участ:ке :кривых введем параметризацию аналогичную (3.6.2} та:к, 
чтобы между точвами r(i, j) и r(k, l) параметр и изменнлсн от i до k, а па
раметр v изменнлсн от j до l. Радиус-вентор поверхности, интерполирующей 
всю сетву и удовлетворнющей определенным условинм гладвости, описываетсн 
формулой 

т n п т 

r(u, v) = L Lj(v)r(u, j) +· L Li(u)r(i, v) - L L Li(u)Lj(v)r(i, j), (3.7.5) 
j=O i=O i=O j=O 

о ~ 'U ~ т, . о ~ v ~ п, 
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где Lj(v) и Li(u) - ноэффициенты Лагранжа (3.7.3). Эта формула аналоrичпа 
(3.7.2), тольво интерполFiция выполняется по двум направлениFiм. В формулах 
(3.7.2) и (3. 7.5) вместо :коэффициентов Лаrранжа могут использоваться произ
вольные дифференцируемые фунвции ak ( w), удовлетворяющие равенству 

а (w) = { 1, если w = k, 
k О, если w i= k. 

В начестве фунвций смешения ak(w) могут использоваться вубичесвие сплайны. 
Поверхность (3. 7.5) называется поверхностью Гордона. Гладвость та:кой по
верхности зависит от гладвости фунвций смещения. 

ДлFI построениFI поверхности на сетве, образованной двумя семействами :кри
вых, могут быть использованы поверхности Кунса (3.6.6) в виде ее порций. Тав 
нан в этом случае образуется поверхность, составленная из несl'\ольвих поверх
ностей, то она называетсFI составной. Наличие в составе данных поверхности 
(3.6.6) производных на стыках отдельвых порций позволFiет получить rладную 
составную поверхность. При использовании в :качестве :каждой порции поверх
ность (3.6.6) составная поверхность будет rладвой на заданной сетве :кривых. 
Ее радиус-вевтор описьmается формулой 

r(u, v) = [ao(w) a1(w) ,Во(w) ,81(w)] · 

r( i, v) 

r( и, j) 
r(u, j + 1) + 
rv(и, j) 

rv(и, j + 1) 

+ [ ао ( t) ai ( t) f3o ( t) ,81 ( t )J · r(i + 1' v) - [ao(t) ai(t) ,Во(t) ,81(t)] х 
r 11 (i, v) 

х 

r( i, j) 
r(i+l,j) 

ru(i,j) 
ru(i + 1, j) 

rv(i + 1, v) 

r(i,j+l) 
r(i + 1, j + 1) 
ru(i,j+l) 

ru(i+l,j+l) 

rv(i, j) 
rv(i + 1, j) 

ruv(i, j) 
ruv(i + 1, j) 

rv(i, j + 1) 
rv(i+l,j+l) 

ruv(i, j + 1} 
r иv ( i + 1, j + 1) 

t-u-i - ' W = V-J, О ~ и ~ m, О ~ v ~ n, 

ao(w) 
a1(w) 
,Во(w) ' 
,81 (w) 

(3.7.6) 

где i равно целой части параметра и, j равно целой части параметра v, т + 1 -
число :кривых v-направлениFI, n + 1 - число :кривых и-направления. Кубиче
свие фунвции смещениFI определFiются формулами (3.6. 7}. Фавтичесни формула 
(3.7.6) описывает одну порцию составной поверхности, находящуюся между 
нривыми r(u, j), r(u, j + 1), r(i, v), r(i + 1, v), i = О, 1, ... , т - 1, j = 
= О, 1, ... , п - 1. Параметры t и w являются местными параметрами дан
ной порции составной поверхности, они изменFIЮТСFI от О до 1. Если m = 1 и 
n = 1, то формула (3.7.5) описывает одну порцию вубичесвой поверхности Кунса 
(3.6.6), построенной на четырех :кривых, поназанных на рис. 3.6.1. Производ
ные на линиях сетви моrут быть вычислены по соседним линиям аналоrично 
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тому, ван по соседним точнам вычисляются производные составного сплайна 

Эрмита (2.4.3) в опорных точнах 

. r(i l,v)-r(i-1,v) 
ru ( i, v) = -----

2
-----

( 
.) r(u,j+lJ-r(u,j-1) 

rv и, J = 2 

для внутренних линий и 

ru(O, v) = 2r(l, v) - 2r(O, v) - ru(l, v), 
ru(m, v) - 2r(m, v) - 2r(m - 1, v) - rи(и, п - 1), 
rv(и, О) = 2r(u, 1) - 2r(u, О) - rv(и, 1), 
rv(и, п) == 2r(u, п) - 2r(u, п - 1) - rv(и, п - 1) 

(3.7.7) 

(3. 7.8) 

для нрайних линий. Равенства (3.7.8) обеспечивают равенство нулю третьих 
производных на нраях поверхности в трансверсальных н нраю направлениях. 

Если все нривые наного-либо семейства являются замннутыми, то поверхность 
(3. 7.6) получается замннутой в соответствующем направлении. Заметим, что 
поверхность (3.7.6) в точнах пересечения линий r(i, j) может иметь уплощения. 

Предполол\.им, что в формуле (3. 7.5) сегменты Rривых сетни между точнами 
их пересечения r(i, j) представляют собой нубичесние сплайны Эрмита (2.4.3), 
т. е. определяются зависимостями: 

r{i, v) = ao(w)r(i, j) + a1(w)r(i, j + 1) /3o(w)rv(i, j) + /31(w)rv(i, j + 1), 

r(u, j) = ao(t)r(i, j) + a1(t)r(i + 1, j) + /3o(t)ru(i, j) + /31(t)ru(i + 1, j), 

ru(i, v) =ao(w)ru(i, j) + a1(w)ru(i, j +1) + /3o(w)rvu(i, j) + /31(w)rvu(i, j +1), 

rv(и, j) = ao(t)rv(i, j) + a1(t)rv(i + 1, j) /3o(t)ruv(i, j) + /31(t)ruv(i + 1, j), 

где i равно целой части параметра и, j равно целой части параметра v, t = 
= и - i, w = v - j. После подстановни этих зависимостей в (3. 7.5) получим три 
одинановых матричных члена, два из них со знаном плюс и один со знаном 

минус. В результате формула (3.7.5) примет вид 

r(u, v) = [ao(t) a1(t) /Зо(t) /31(t)J х 

r( i, j) r(i, j + 1) rv(i, j) rv(i, j + 1) ao(w) 

х 
r(i + 1, j) r(i + 1, j + 1) rv(i + 1, j) rv(i+l,j+l) a1(w) 

ru(i, j) ru(i, j + 1) ruv(i, j) ruv(i, j + 1) f3o(w) ' 
ru(i + 1', j) ru(i + 1, j + 1) ruv(i + 1, j) r иv ( i + 1, j + 1) /31 ( w) 

t==u-i 
' 

w = v - J, о~ и~ т, о~ v ~ п, (3.7.9) 

где i равно целой части параметра и, j равно целой части параметра v. Поверх
ность (3.7.9) полностью определяется точнами r(i, j) и значением в них про
изводных поверхности ru(i, j), rv(i, j) и ruv(i, j). Данную поверхность можно 
считать составной, тан ван она состоит из порций нубичесних поверхностей 
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Эрмита, :которые гладко стынуются между собой, таи 1шн имеют общие произ
водные на границах. Поверхность (З.7.9) еще называют поверхностью тензор
ного произведения. Фантичесни данная поверхность строится на сетне точен с 
'38данными производными, а не на сетне :кривых. 

3.8. Поверхноеm Безье 
Рассмотре,нные выше :кривые Безье (2.5.3) харантерны тем, что их радиус

вентор представлен в виде суммы радиус-венторов точен в пространстве, умно

?Rенных на неноторые ноэф фициенты, являющиесн сналнрными фуннциями 
Параметра нривой. Сналнрными фуннцинми нвляются фуннции Бернштейна. 
!,\налогичным образом строятся поверхности Безье, радиус-вентор ноторых ., ... 
представлнется в виде суммы радиус-венторов точен в пространстве, умножен-

ных на :коэффициенты, нвляющиесн фунвциями Бернштейна параметров по
верхности. Рассмотрим поверхности Безье подробнее. 

Пусть имеется совонупность точен Pij, образующих сетну, т. е. условно рас-
положенных в виде n + 1 рядов по m + 1 точен в наждом рнду. Инденсы точни 
Pij означают, что данная точна расположена j-й по счету в i-м ряду (первый 
индене равен номеру рнда, второй - номеру точни в ряду). Нумеровать ряды 
будем от О до n, а точни в них будем нумеровать от О до m. Поверхность Безье, 
построенная на совонупности точен Pij, определяетсн радиус-вентором 

п m п т 

r(u, v) = LLBmj(u)Bni(v)pij = LLвnmij(v, и)Pij, 
i=O j=O i=O j=O (3.8.1) 

о ~ и ~ 1, о ~ v ~ 1, 

rде вnmij(v, и)= впi(v)Bmj(u) - фуннции базиса Бернштейна: 

n! . . . . . 
вп ·(v) = v'(l - v)п-i == С' vi(l - v)п-i 

i ( - ')' ., п ' n i .z. 
(3.8.2) 

m! . . . . . 
вт ·(и) = и1 (1 - и)m-з = С1 uJ (1 - u)m-J. 

J (m-j)!j! m 
(3.8.3) 

Н:апомним, что ноэффициенты Бернштейна удовлетворяют равенству (2.5.5), в 
срОтветствии с :которым фунвции вnmij(v, и) удовлетворяют равенству 

п m 

LLвnmij(v, и)= 1. (3.8.4) 
i==O j=O 

Будем говорить, что вдоль u.:..направленин поверхность имеет степень m, а вдоль 
fJ'иаправления поверхность имеет степень n. 

Если представить, что на каждых четырех соседних точнах Pij, Pij+l, Pi+lj, 
Pt+lj+l построена билинейная поверхность, то мы получим многограннин, 
нЬТорый будем называть характерисmи'Ч.еским. Точни Pij будем называть 
8ёршuиамu характерuсmu'Ч.еского миогограииuка. Поверхность Везье вместе 
~о'своим харантеристичесним многограннином поназана на рис. 3.8.1. Тан ван 
ИЗ ноэф фициентов Бернштейна тольно нулевой и последний принимают ман
симально возможные значения, то поверхность Безье проходит тольно через 
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угловые вершины сетки: Роо, Рот, Pno, Pnm· Сечения поверхности (3.8.1} по 
линиям и = const или v = const представляют собой нривые Безье. Харак
теристический многограннив дает общее представление о поверхности Безье, 
а сама поверхность ван бы сглаживает уrлы этоrо многогранни:ка. Чем выше 
порядок поверхности (3.8.1}, тем она боле~ гладкая. Порядок поверхности в 
и-направлении жестно связан с ноличеством вершин в ряду, а порядон поверх

ности в v-направлении жестно связан с ноличеством рядов вершин. Область 
изменения параметров поверхности представляет собой нвадрат со стороной, 
равной 1. 

Степень поверхности Безье, а соответственно и ее гладность, жестно связаны 
с ноличеством вершин, по ноторым она построена. Это может создать некоторые 
неудобства при использовании поверхностей Безье. Преодолеть эти неудобства 

·Рис. 3.8.1. Поверхность Безье и ее хара:ктеристичесRий многогранниR 

могут помочь составные поверхности. Составная поверхность Безье получается 
в результате стыновни отдельных поверхностей Безье, имеющих вдоль сты
нуемых враев одинановые степени. В общем случае для того, чтобы порции 
поверхности Безье гладно стыновались друг с друrом, нужно чтобы ребра, при
легающие R углам стынуемых порций поверхности, лежали в одной плосности. 

3.9. Рациональные поверхноети 

В преды:Дущей главе было поназано, что нривуЮ Безье можно обобщить тан, 
чтобы она моrла описывать заданное ноничесное сечение. Рассуждая аналогич
ным образом, придем R тому, что поверхность Безье можно обобщить тан, чтобы 
она могла описать требуемую часть поверхности второго порядна - эллипсоида, 
гиперболоида, параболоида или их частных случаев. 

Наделимнаждую вершину нривой (3.8.1} Pij вecoмwij и будем описывать по
верхность в однородных ноординатах. Поверхности, харантеристичесвие точни 
ноторых обладают весами, называются рациоиа.t1ьиыми. Сам радиус-вектор 
тавой поверхности тоже приобретает вес. Вес радиус-вевтора вычисляется по 
точно таним же формулам, что и его воординаты, поэтому вес принято считать 
дополнительной :координатой точни. Рациональные поверхности Безье можно 
получить подобно тому, ван строились рациональные нривые Безье. Расши
ренный радиус-вентор (1.4.6} рациональной поверхности Безье описывается 
формулой, по виду совпадающей с (3.8.1), в ноторой обычные венторы r(u, v) 
и Pij заменены соответствующими расширенными венторами R( и, v) и Р ij. 
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Обычный трехмерный радиус-вентор рациональной поверхности Безье опреде
ляется формулой 

n т 

I: I: вп i ( v )Вт j (и )WijPij 
i=Oj=O 

r(u, v) = -. -n--m-------- о~ и~ 1, о~ v ~ 1. (3.9.1) 
L I: вni(v)Bmj(U)Wij 
i=O j=O 

Кав и у рациональных вривых, у рациональной поверхности играют роль не 
абсолютные значения весов вершин, а ах относительные значения. Чем больше 
вес не:которой вершины по отношению в весам других вершин, тем ближе в этой 
·вершине проходит поверхность. 

С помощью поверхности (3.9.1) может быть построена часть поверхности 
второго порядна или часть поверхности тора таи же, ван с помощью рациональ

ной вривой Безье (2. 7.2) может быть построена невоторая часть ноничесвого 
сечения. Для зтоrо проще всего использовать рациональную поверхность Безье 
второй степени, построенную по девяти вершинам: 

[(1 - v) 2 2v(1 - v) v2 ] • [w~~010 w:~~~111 w~~212] • [2~(; и)~)] 
Р20 WuP21 Р22 u2 

r( и, v) = ( ) ( ) (1 - и) 2 + 2и(1 - u)wu + и2 (1 - v)2 + 2v(l - v)wv + v2 

о~ v ~ 1. 
(3.9.2) 

В, (3.9.2) веса угловых вершин положены равными единице, а для остальных 
вершин введены веса Wu и wv, имеющие инде:ксы параметричесвих направле
ний поверхности. Тип поверхности, получаемой по формуле (3.9.2), зависит от 
положения вершин и от весов Wu и Wv· Тав, например, для того чтобы полу
чить часть поверхности тора (3.2.18) с углами раствора аи и av, нужно, чтобы 
вершины Poi, Pli, P2i и Pio, Рн, Pi2, где i =О, 1, 2, располагались друг относи
тельно друга аналогично тому, ван было поназано на рис. 2.6.5, а веса вершин 
имели значения Wu = cos {au/2) и Wv =сов (av/2). 

С помощью составной рациональной поверхности Безье может быть постро
ена полностью любая поверхность второго порSJдВа. Для этого нужно исполь
зовать нес:коль:ко поверхностей (3.9.2), гладво стывующихся между собой, :кан 
было описано выше. 

Поверхность с:нруrлевиfI. Рациональной поверхностью можно описать nо
верхиость скруг.д,енu.я ребра детали. Сечение поверхности с:круrления в одном 
из параметричесвих направлений должно представлять собой дугу о:кружности. 
Эту дугу мы опишем с помощью рациональной нривой Безье (2.6.16), в воторой 
вершины Ро, Р1, р2 и угол дуги а будем считать фуннциями одноrо из параме
тров поверхности свругления. Радиус-вентор поверхности с:кругления выразится 
формулой 

r( и t) = _( 1_-_t_)_2P_o_( и_)_+_2_t (_1_-_t_)w_(_и_) Р_1_( и_)_+_t_2Р_2_( и_) 
' (1- - t) 2 + 2t(l - t)w(u) + t 2 ' (3.9.3) 

Umin ~ U ~ Umax, О ~ t ~ 1, 

12 - 5293 Голова.нов 
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где w(u) = cos (а(и)/2) - вес линии Р1(и), вычисленный по углу дуги в данном 
месте. Метод построения: вривых Ро(и), р1(и), р2(и) по радиусу снруглениfI 

Рис. 3.9.1. Поверхность скругления - пример рациональной поверхности 

(возможно переменному) будет приведен в следующей главе. Простейший ва
риант поверхности с:кругления (3.9.3), построенной между двумя плос:костями, 
приведен на рис. 3.9.1. 

Будем рассматривать формулу (3.9.1) в более шировом смысле, а именно, 
будем считать, что в них вместо фунвций вптij могут стоRть неноторые про
извольные базисные фунвции, которые обозначим через Fij. В общем виде 
радиус-ве:ктор рациональной параметричесвой поверхности, построенной на mn 
вершинах, определнетсR формулой 

n т 

I: 2.: Fij(v, u)wijPij 
. ( ) __ i _I_j _1 ____ _ 
r и, v - n т 

L: 2.: Fij(V, u)wij 
i=l j=l 

где Pij - радиус-вевторы j-й вершины, расположенной в i-м ряду, хара:ктери
стичесвого многограннива поверхности, Wij - вес соответствующей вершины, 

Fij(v, и) - фунвция j-й вершины в i-м рRду, п - число рRдов вершин, т -
число вершин в :каЖдом ряду. В отличие от формулы (3.9.1) суммирование в 
формуле (3.9.4) начинается с 1, а не с О. Это не имеет принципиального зна
чениR, просто для поверхностей Безье удобно было нумеровать, начиная с О, 
а в других случаях удобнее проводить нумерацию, начиная с 1. Параметр и 
изменяется вдоль вершин, стоящих в не:котором ряду, а параметр v изменяетсR 
вдоль рядов вершин, имеющих одина:ковый номер в ряду. 

В терминах однородных воординат расширенный радиус-вевтор (1.4.6) 
рациональной поверхности определя:ется формулой 

n т 

R(u, v) = L L Fij(V, u)Pij, Umin ~и~ Umax, Vmin ~ v ~ Vmax, (3.9.5) 
i=l j=l 

где Pij == [wijPij Wij]T - расширенные вевторы вершин поверхности. 
Радиус-вевтор рациональной поверхности вычисля:ется :кан частное от де

лениfI двух фунвций параметров и и v, поэтому при вычислении производных 
рациональной поверхности правую часть (3.9.5) следует рассматривать ва:к 
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сложную фуннцию. Если условно обозначим радиус-вентор рациональной пo
wr 

верхности ван r = - , то производные радиус-вентора рациональной поверхно
w 

сти определя:тся: формулами 

дr = _!_ д(wr) _ ~ дw 
ди w ди w2 ди' 

(3.9.6) 

дr = _!_ д(wr) _ wr дw 
дv w дv w2 дv' 

(3.9.7) 

д2r - _!_ д2 (wr) - 2. д(wr) дw - wr д2w + 2wr (дw) 2 

ди 2 - w ди2 w2 ди ди w2 ди2 w3 ди ' 
(3.9.8) 

д2r - _!_ д2 (wr) - 2. д(wr) дw - wr д2w + 2wr (дw) 2 

дv2 - w дv2 w2 дv дv w2 дv2 w3 дv ' 
(3.9.9) 

д2r 1 д2 (wr) 1 д(wr) дw 1 д(wr) дw 
8идv = w дидv - w2 ди дv - w2 дv ди -

wr д2w 2wr дw дw 
- w2ouov + w3 дu ov· (3.9.10) 

Производные более высоноrо поря:д:ка вычисля:ются: аналогично. 

3.10. NURBS поверхности 
В :качестве фуннций Fij(v, и) в формуле (3.9.4) будем использовать произве

дения: В-сплайнов, один из :которых зависит от параметра и, а другой зависит от 
параметра v. В результате получим неоднородную рациональную поверхность, 
оnределя:емую В-сплайнами (2.8.21), :которая: приобрела название NURBS nо
верхностu (Non-Uniform Rational B-Spline surface). NURBS поверхность, нан 
и поверхность Безье, строится: на сетне вершин - сово:купности точен Pij, 
условно расположенных в виде n ря:дов по т точен в :каждом ря:ду. Инденсы 
вершины Pij означают то, что данная точна расположена j-й по счету в i-м ря:ду 

(первый индене равен номеру ря:да, второй - номеру точни в ря:ду). В данном 
случае нумеровать ря:ды удобнее от 1 до n, а точ:ки в них - от 1 до m. Пусть 
вес вершины Pij равен Wij. Пусть В-сплайны Nj, k (и) и-направления: имеют 
поря:до:к k, а В-сплайны Ni,q(v) v-направления: имеют поря:дон q. Радиус-вентор 
NURBS поверхности определяется: равенством 

п т 

I: I: Ni,q(v)NJ,k(u)wiJPij 

( ) 
- _i _l_j_l _______ _ 

r и, v - n т 

2: I: Ni,q(v)Nj,k(u)wij 
i=l j=l 

n т 

2: 2: Nij, qk(v, u)wijPij 
i=l j=l 

n т 

2: 2: Nij,qk(v, u)wij 
i=l j=l 

(3.10.1) 

где Nij,qk(v, и) = Ni,q(v)Nj,k(u) базисные фун:кции, n - число рядоц вер
шин, т - число вершин в наждом ря:ду. Производные радиус-вентора NURВS 
поверхности определя:ются: равенствами (3.9.6)-(3.9.10). 

12* 
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:Каждый из В-сплайнов k-ro порFiдна Nj,k(и) построен на последовательно
сти из k+l узлов иj, иj+1, иj+2, .. . , иj+k; всеrо длFI построениFI сово:купно.стиm 
В-сплайнов k-ro поря:д:ка требуется: т + k узлов иj в случае незам:кнутой :кривой 
и т 2k узлов в случае зам:кнутой :кривой. :Каждый из В-сплайнов q-ro порFiд:ка 
Ni,q(v) построен на последовательности из Q. + 1 узлов Vi, Vi+l, Vi+2, ... , Vi+q, 
всеrо длFI построениFI сово:купности n В-сплайнов q-ro порFiдна требуетсFI n + q 
узлов Vi в случае незам:кнутой :кривой и n + 2q узлов в случае зам:кнутой :кривой. 
:Ка:к следует из (3.10.1), NURBS поверхность имеет две последовательности уз
лов, одну - в и-направлении, а друrую - в v-направлении. Значения: узлов 
должны образовывать неубывающие последовательности. Будем называть их 
и-последовательностью узлов и v-последовательностью узлов. Пронумеруем 
узлы :каждой последовательно·сти, начав нумерацию с 1. 

ДлFI незам:кнутой NURBS поверхности используютсFI следующие последова
тельности узлов. Первые k узлов и-последовательности имеют значения:, равные 
нулю: и~ = и2 = ... = иk = О; следующие т - k узлов принимают целочислен
ные значениFI от 1 дот- k: tk+j = j (j = 1, 2, ... , m-k); оставшиеся: k узлов 
принимают значение т - k + 1: tm+l = tт+2 = ... = tm+k = т - k + 1. 
Первые q узлов v-последовательности имеют значениFI, равные нулю: v1 = 
== v2 = ... = v9 =О; следующие n - q узлов принимают целочисленные значе-
ния: от 1 до n- q: iq+i = i (i = 1, 2, ... , n- q); оставшиесFI q узлов принимают 
значение n - q + 1: tn+l = tn+2 = ... = tn+q = n - q + 1. 

ДлFI зам:кнутой NURBS поверхности используютсFI равномерные последова
тельности узлов с единичным шаrом: иj = j-m, j = 1, 2, ... , m+2k, Vi = i-n, 
i = 1, 2, ... , n + 2q . 

. Приведенные примеры узловых последовательностей не я:влFiются: един
ственно возможными. :Ка:к и длFI любой поверхности, внутреннFIFI параметриза
циFI NURBS поверхности может быть произвольной. 

Область изменениFI параметров NURBS поверхности представлFiет собой пря:
моуrольни:к: иk ~ и ~ ит+k, YL ::::;; v ~ Vn+q· ДлFI у:казанных последо
вательностей узлов параметры NuкBS поверхности изменя:ются: в пределах: 
О ~ и ~ (m - k + 1), О ~ v ~ (n - q + 1) длFI незам:кнутой поверхности и 
О ~ и ~ т, О ~ v ~ n длFI зам:кнутой поверхности. 

ДлFI вычисления: радиус-ве:ктора NURВS поверхности используем формулы 
(2.9.2)-(2.9.4). По значению параметра и из условиFI иj ~ и < из+ 1 определим 
номер j единственноrо отличноrо от нулFI В-сплайна первоrо порFiд:ка 

1 
Мj,1(и) = . 

иj+l - иj 

Далее, используFI ре:куррентное соотношение 

м ( ) _ (иr+k - и)Mr+l,k-1(и) +(и - иr)Mr,k-1(и} 
r, k и - ' 

иr+k - иr 

r = j - k + 1, j - k + 2, ... , j, 

последовательно вычислим все отличные от нулFI при данном и В-сплайны до 
k-ro порFiд:ка в:ключительно: Mj-k+l,k(и), Mj-k+2,k(и), ... , Mj,k(и). Далее 
В-сплайны k-ro поря:д:ка нормируем в соответствии с (2.9.4) 

Nr,k(и) = (иr+k - иr)Mri k(и), r = j - k + 1, j - k + 2, ... , j. 
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Аналогично по значению параметра v из условия Vi ~ v < Vi+l определим номер 
i отличного от нуля В-сплайна первого порядна 

1 
Mi, 1(v) = . 

Vi+l - Vi 

Испольауя ре:куррентное соотношение 

м ( ) _ (vr+q - v)Mr+1,q-1(v) + (v - Vr)Mr,q-1(v) 
r,q V - . ' 

Vr+q - Vr 
r = i - q + 1, i - q + 2, ... , i, 

последовательно вычислим все отличнъ1е от нуля при данном v В-сплайны до 
q-го порядна внлючительно: Mi-q+l,q(v), Mi-q+2,q(v), .. . , Mi,q(v), и затем нор
мируем их 

Nr,q(v) = (vr+q - Vr)Mr,q(v), r = i - q + 1, i - q + 2, ... , i. 

Напомним, что порядо:к NURBS поверхности в том или ином параметри
чес:ком направлении равен порядну соответствующих В-сплайнов, а порядо:к 
В-сплайна на единицу больше степени полиномов, из :которых он построен. 

Рис. 3.10.1. NURBS поверхность 

На рис. 3.10.1 показана NURBS поверхность 4-го порядна по обоим параме
тричес:ким направлениям, построенная на сетRе, состоящей иа 7 х 7 вершин. 
Все вершины, кроме центральной, лежат в одной плосRости. Веса всех вершин 
равны 1. 

Если на :каждых четырех соседних харантеристичес:ких точRах построить 
билинейные поверхности, то мы получим некоторый многогранник, :который 
называется характерuстuческuм. ХараRтеристичесRий мноrограннин поверх
ности, приведенной на рис. 3.10.1, по:казан на рис. 3.10.2. 

В терминах однородных :координат расширенный радиус-вектор (1.4.6) 
NUR~S поверхности определяется формулой 

n m 

R(u, v) = Е I:Ni,q(v)Nj,k(u)Pij, 
i=l j=l 

(3.10.2) 

Umin ~ U ~ Umax, Vmin ~ V ~ Vmax, 

где Pij = [WijPij Wij]т - расширенные ве:кторы вершин поверхности. 
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Когда все вершины NURBS поверхности имеют равные веса, то формула 
(3.10.1) в силу свойства В-сплайнов (2.8.24) примет вид 

n т 

r(u, v) =ЕЕ Ni,q(~)Nj,k(u)pij, 
i=l j=l 

(3.10.3) 

Umin ~ U ~ Umax, Vmin ~ V ~ Vmax· 

Эта поверхность называется В-сплайн поверхностью. Она также может быть 
использована в проектировании, та:к нан обладает определенной rладностью, и 
для вычисления ее производных не требуется пользоваться формулами (3.9.6)-
(3.9.10). 

Если построить NURBS поверхность (3.10.3) на базе В-сплайнов второго по
рядка, то она совпадает со своим хара:ктеристичес:ким мноrоrранни:ком и предм 

ставляет собой совокупность билинейных поверхностей. 

Рис. 3.10.2. Харю~теристичесRий мноrогранниR NURBS поверхности 

Если n = q и m = k, т. е. если число рядов вершин n равно порядку q 
В-сплайнов v-направления, число вершин в ряду т равно порядку k В-сплайнов 

и-направления, узлы и-последовательности 

имеют значения u1 = u2 = . . . = Um = О, 
Um+l = Um+2 = ... = U2m = 1, узлы 
v"последовательности имеют значения v1 = 
= V2 = · · · = Vn = О, Vn+1 = Vn+2 = · · · 
. . . = V2n == 1, то NURBS поверхность 
(3.10.1) совпадает с рациональной поверхм 
ностью Безье (3.9.1). Это следует из того, 
что функции Бернштейна являются част
ньrми случаями В-сплайнов. Область из
менения параметров NURBS поверхности в 
этом случае представляет собой :квадрат со 

Рис. 3.10.3. ДилиндричесRая NURВS стороной, равной 1. 
поверхность С помощью поверхности (3.10.1) может 
быть построена любая поверхность второго порядка. На рис. 3.10.3 приведена 
цилиндрическая NURBS поверхность и ее хара:ктеристичес:кий многограннин. 
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На рис. 3.10.4 приведена тороидальная NURBS поверхность и ее хараRтеристи
чес:иий многогранни:и. Обе поверхности имеют Rратные узлы. 

По своему внешнему виду NURBS поверхности и поверхности Безье похожи. 
Но в отличие от последних порядоR NURВS поверхности не связан жестRо с 

Рис. 3.10.4. Тороидальная NURВS поверхность 

:иоличеством вершин и предоставляет возможность строить поверхности невы

со:иоrо порядRа (3-го или 4-го порядRа) на большом числе вершин. Эта воз
можность придает поверхности большую гиб:иость, таR RaR поверхности Безье, 
построенные на большом числе вершин, имеют высоRий nорядоR и являются 
слишRом rлад:иими. 

NURВS поверхность является обобщением большинства рассмотренных 
выше поверхностей: многогранной билинейной поверхности, поверхности Бе
зье, поверхностей второго порядна, рациональных поверхностей. 

Каждая линия u = const или v = const на поверхности (3.10.1) является 
NURBS Rривой (2.9.1). Но можно построить рациональные неод!jородные по
верхности на основе В-сплайнов, Rоторые необязательно давали бы NURВS Rри
вые в Rачестве всех своих параметричес:иих и-линий или v-линий. Например, 

Рис. 3.10.5. NURBS поверхности на семействе вривых 

можно получить поверхность, если в формуле (2.9.1) вместо вершин хараRте
ристичес:кой ломаной подставить :иривые Pi = Pi(u), i = 1, 2, ... , n, обла
дающие весами Wi = Wi (и), и имеющие одинаRовые параметричесRие длины 
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Umin ~и~ Umax· В результате, получим поверхность, описываемую формулой 

n 
I: Ni,m(v)wi(u)pi(u) 

r( и, v) = _i _l_n ______ _ 

I: Ni,~(v)wi(u) (3.10.4) 

i=l 

Umin ~ U ~ 'Umax, Vmin ~ V ~ Vmax· 

Толь:ко параметричесние линии и = const на поверхности (3.10.4) являются 
NURBS :кривыми. Та:кую поверхность можно назвать плазовой NURBS поверх
ностью. На рис. 3.10.5. по:казана плазовая NURBS поверхность и пять :кривых, 
по :которым она построена. Частным случаем этой поверхности является по
верхность с:кругления (3.9.3). 

3.11. Поверхности треуrолъной формь1 
Существует много способов построения поверхностей треугольной формы. 

Сейчас мьI остановимся на поверхностях, :которые при треугольной форме имеют 
треугольную область определения параметров. Для треугольных областей в 
двухмерном пространстве удобно использовать барицентричес:кие :координаты. 

Барицевтричеение ноординатъ1 на плоености. Пусть в области определения 
параметров и и v не:которой поверхности задана двухмерная де:картова система 
:координат. Пусть в этой области заданы три точ:ки А, В, С, не лежащие на 

v 

Рис. 3.11.1. Точви на параметричесвой плосвости 

одной прямой. Радиус-ве:кторы точе:к А, В и С обозначим соответственно через 
Ра = [иа Vа]т; Рь = [иь vь]! ·и Ре= [ис Vс]т (рис. 3.11.1). 

Положение любой другой точ:ки р = [и vJT можно описать с помощью точе:R 
Ра, Рь, Ре равенством 

(3.11.1) 

где Rоэффициенты а, Ь, с определены с точностью до множителя. Для полной 
определенности потребуем, чтобы и:х сумма была равна единице: 

а+Ь+с= 1. (3.11.2) 

Значения RОэффициентов а, Ь, с, соответствующие деRартовым :координатам и 
и v, мы найдем из системы уравнений 

·a+b+c=I, 
аиа + lntь + C'Uc = и, 
ava + Ьvь + CVe = v. 

(3.11.3) 
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Коэффициенты а, Ь, с определяются равенствами 

1 
1 1 1 

1 
а= и иь Uc - (иvь + иьvс + UcV - vиь - vьис - vcu), 

Лаьс Лаьс v. vь Vc 

Ь= 1 
1 1 1 

1 
Ua и Uc (uav + UVc + UcVa - VaU - VUc - VcUa), 

Лаьс Лаьс Va v Vc 

1 
1 1 1 

1 
с= Ua иь и ( UaVЬ + иьv + UVa - VaUь - vьи VUa), 

Лаьс Лаьс Va vь v 

где определитель системы уравнений (3.11.3) 

1 1 1 

Лаьс Ua иь Uc = UaVЬ + иьvс + UcVa - VaUb - vьис - VcUa 
Va vь Vc 

равен удвоенной площади треугольни:иа АБС (Лаьс = 2Sаьс)· 
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(3.11.4) 

(3.11.5) 

Во многих случаях для описания положения точ:ии в двухмерном простран
стве удобно перейти от :координат и и v :и трем барицентрическим координа
там, :которыми являются :коэффициенты а, Ь, с. Барицентричесиие :координаты 

произвольной точ:ки р = [и v]т равны отношению площади треуrольни:иа, по
лученного из треугольни:иа АБС заменой соответствующей вершины точной р, 
к площади треугольни:иа АБС. Барицентричес:иис :координаты а, Ь, с точ:ии 
р = [и vJT вычислены относительно точек Ра, Рь, Ре и являются фун:ициями 
точки р. 

Отметим свойства барицентричес:иих :координат. Они подчинены равенству 
(3.11.2). Если точ:ка р лежит внутри треугольни:иа АБС, то ее барицентриче
ские :координаты неотрицательные. Если точна р совпадает с вершиной тре
уrольни:иа АБС, то две ее барицентричес:иие :координаты равны нулю. Если 
точна р принадлежит стороне треуrольни:иа АБС или лежит на ее продолже
нии, то одна барицентричес:Rая :координата точ:ии равна нулю. Если точна р 
лежит вне треугольни:иа АБС, то, по :крайней мере, одна барицентричес:иая 
:коорди:цата точ:ки отрицательна. 

Любой двухмерный ве:итор d = [и v] можно описать с помощью точен Ра, 
Рь, Ре равенством 

d = ара + fЗРь + 'УРс· (3.11.6) 

Коэффициенты а, fJ, / называт барицентрицес:иими :компонентами ве:итора. 
Двухмерный ве:итор w можно представить в виде разности радиус-ве:иторов двух 
точен, например, р1 = aiPa + Ь1Рь + с1Рс и Ро == аоРа + Ьорь + соРс· Та:и :иа:и 
ai + Ь1 + с1 = 1 и ао + Ьо +са = 1, то о_арицентрицес:иие :компоненты а, fJ, / 
двухмерного ведтора св.язаны равенством 

а + fJ + / == О. (3.11. 7) 
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Значения барицентрицесиих :компонент а, {3, ry, соответствующие деиартовым 
:компонентам и и v веитора d, мы найдем из системы уравнений 

а+ {3 + ry =О, 
Ct'Ua + f3иь + 'УЦс = и, 
Ct'Va + f3vь + ryvc = v. 

(3.11.8) 

:Компоненты а, {3, ry определяются равенствами 

1 
о 

а= и 

Лаьс v 

1 
1 

{3= Ua 
Лаьс Va 

1 
1 

'У== Ua 
Лаьс Va 

1 1 
иь Uc 
vь Vc 

о 1 
и Uc 
v Vc 

1 о 

иь и 

vь v 

1 
Л (иvь + UcV - vиь - Vcu), 

аЬс 

1 
Л (uav + UVc - VaU - VUc), 

аЬс 

1 
Л (иьv + uva - vьи - vua), 

аЬс 

(3.11.9) 

где определителъ Лаьс вычисляется по формуле (3.11.5). 
Билинейная треуrольная поверхность. Одной из простейших треугольных 

пqверхностей является плосиая треугольная поверхность, построенная по трем 

точиам р1, р2, р3. Эта поверхность представляет собой треугольный аналог би
линейной поверхности (3.5.2). Пусть область определения параметров поверх-
ности ограничена треугольнииом с вершинами в точиах Ра, Рь, Ре (рис. 3.11.1). 

Введем барицентричесиие иоординаты а, Ь, с 
Рз (3.11.4). Радиус-веитор r плосиой треугольной 

поверхности, построенной по трем вершинам р1, 
р2, рз, опишем веиторной фуницией трех пара
метров а, Ь, с 

r(a, Ь, с) = ар1 + Ьр2 + срз, 
О ~ а ~ 1, О ~ Ь ~ 1, О ~ с ~ 1. 

(3.11.10) 

Если мы соединим произвольную точиу r по
верхности (3.11.10) отрезиами прямых линий 
с вершинами р1, р2, рз, то этим мы разобьем 

Рис. 3.11.2. Плосвал треугольная площадь треугольной поверхности на три части 
поверхность (рис. 3.11.2). Отношение площади части тре-
угольной поверхности и полной площади поверхности равно соответствующей 

барицентричесиой :координате точии r. 
Фаитичесии радиус-веитор (3.11.10) зависит от двух параметров, таи иаи три 

параметра а, Ь, с связаны равенством (3.11.2). Можно переписать зависимость 
(3.11.10) иаи фуницию двух параметров х и у, например: а(х, у) = х, Ь(.х, у) = 
=у, с(х, у)= 1-х-у, где х и у принимают значения на треугольной области. 
Можно переписать зависимость (3.11.10) паи фуницию тех же двух параметров 



3.11. Поверхности треугольной формы 187 

х и у, принимающих значения на обычной :квадратной области О ~ х ~ 1, 
О~ у~ 1, например: а= х, Ь = y(l - х), с= 1 - х - у+ ху или: а= x(l - у), 
ь = у' с = 1 - х - у + ху. 

Треуrопьвая поверхвоеть на трех :кривых. Еще одну треугольную поверх
ность построим на трех попарно пересе:кающихся :кривых. Ее можно использо
вать для с:кругления пространственного угла, в :котором сходятся три с:круглен

ных ребра моделируемой детали. Рассмотрим три :кривые Q1(t1), Q2(t2), Qз(tз), 
попарно пересе:кающиеся в точ:ках Р1, р2, рз, :ка:к попазано на рис. 3.11.3. 

Построим поверхность внутри ~<треугольнипа)), образованного :кривыми. Пре
образуем с помощью (1.5.3) .параметризацию :кривых та:к, чтобы точ:кам р3 и р2 
на кривой Q1 (t1) соответствовали параметры О и 1, точ:кам р1 и рз на :кривой 

Рис. 3.11.3. Треугольная поверхность на трех иривых 

<12(t2) соответствоваJIИ параметры О и 1, точ:кам р2 и р1 на :кривой q 3 (tз) со
ответствовали параметры О и 1. Радиус-вептор поверхности, построенной по 
дапным трем :кривым, опишем векторной фун:кцией трех барицентричес:ких 
координат а, Ь, с 

r(a, Ь, с) = a(qз(l - Ь) + q2(c) - р1) + 
+ b(q1(l - с)+ qз(а) - р2) + c(q2(l - а)+ Q1(b) - Рз), (3.11.11) 

О~ а~ 1, О~ Ь ~ 1, О~ с~ 1, а+ Ь +с= 1. 

Фантичес:ки радиус-ве:ктор (3.11.11) зависит от двух параметров, та:к пан три 
параметра а, Ь, с связаны уравнением (3.11.2). Края поверхности (3.11.11) 
совпадают с :кривыми, по :которым она построена. При с= О, Ь = 1 - а ве:ктор 

r(a, 1 - а, О)= а(qз(а) + q2(0) - Р1) + (1 - a)(q1(l) + qз(а) - Р2) = qз(а) 

описывает участо:к привой Qз(tз) между точпами Р2 и р1 . При а= О, с= 1 - Ь 
вентор 

r(O, Ь, 1 - Ь) = b(q1 (Ь) + Qз(О) - р2) + (1 - b)(q2(l) + Q1 (Ь) - Рз) = Q1(b) 

описЪiвает участо:к :кривой Q1(t1) между точ:ками рз и р2 . При Ь =О, а= 1 - с ,_ 
вен.тор 

r(l - с, О, с)= c(<n(c) + Q1(0) - Рз) + (1 - c)(qз(l) + Q2(c) - Р1) = Q2(c) 
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описывает участон привой q2(t2) между точ:ками Р1 и р3. Приведенные формулы 
можно получить путем цинличесной перестановни инденсов 1, 2, 3 или 3, 2, 1. 
Праван часть (3.11.11) симметрична относительно ци:кличесной перестановки 
индексов. Поверхность (3.11.11) нвлнется треугольным аналогом ли~ейной по-
верхности :Кун са ( 3. 6. 4). . 

На рис. 3.11.4 приведена треугольнан поверхность, построеннан на трех оди
наковых дугах окрул~tностей. Плос:кости окружностей ортогональны плоскости, 

Рис. 3.11.4. Треугольная поверхность на трех дугах овружности 
Рис. 3.11.5. Треугольная поверхность на трех дугах овружности 

в которой лежат точки Р1 , Р2, Рз. :Каждан дуга содержит четверть окружности. 
На рис. 3.11.5 приведена та же треугольная поверхность под другим ракурсом. 

Рис. 3.11.6. Поверхность на трех ортогональных дугах в четверть овружности 
Рис. 3.11.7. Поверхность на трех ортогональных дугах в четверть овружности 

Если плосности дуг онружностей сделать взаимно ортогональными, то тре
угольная поверхность будет описывать часть сферичесной поверхности. Та:кая 
поверхность приведена на рис. 3.11.6 и 3.11.7. 

3.12. Треугольные поверхности Безье 

Рассмотрим треугольные аналоги поверхности Безье. Пусть имеется сово
купность ~е:которь1х характеристичес:ких точек Pijk, образующих треугольную 
сетку.· На рис. 3.12.1 показана треугольная сетка, вдоль каждой стороны ко
торой расположены 6 характеристических точек. Точки расположены в виде 
треугольни:ка, причем вдоль каждой стороны треугольника расположеilо оди

на:ковое число точен. Пусть зто число равно п + 1. В нашем случае п = 5. 
Общее число харантеристичесних точен равно (п+ l)(n+2)/2. :Каждый из трех 
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индеисов точи.и соответствует своей вершине треугольни:ка. Точ:ка, лежащая в 
вершине треугольнииа, имеет значение индеиса, соответствующего этой вер

шине, равное п (мансимальной значение), а значения других индеисов равно 
нулю. Точи.и, принадлежащие ряду вдоль одной из трех сторон треугольни:ка, 

Рзо2 

р401 

Psoo р410 

вершипа 

перво20 ипдекса ( i) 

вершипа 

третье20 ипдекса (k) 
РОО5 

Р104 РО14 

Р2оз Р11з Ро2з 

Р212 Р122 

Рз11 Р221 Р1з1 

Рз20 Р2зо 

Роз2 

РО41 

Р140 РО50 

вершипа 

второ20 ипдекса (j) 

Рис. 3.12.1. Нумерация точеR 

имеют нулевой инде:кс, соответствующий противолежащей вершине. Чем ближе 
ряд, в 1ютором лежат точи.и, R вершине, тем большее значение имеет индене этой 
вершины. 

Инде:ксы точ:ки Pijk означают целочисленное расстояние от нее до соответ
ствующей стороны треуrольни:ка, измеренное Rоличеством отделяющих рядов. 

Сумма индеисов хара:ктеристичес:кой точи.и Pijk имеет постоянное значение 

i+j +k =n. (3.12.1) 

Треугольную поверхность Безье опишем с помощью барицентричесиих :коорди
нат а, Ь, с. Будем считать, что поверхность Безье имеет ту же область опре
деления параметров, что и поверхность (3.11.10). Радиус-веитор треугольной 
поверхности Безье, построенной по хараитеристичесним точиам Pijk, описыва
ется формулой 

r(a, ,Ь, с) = 
n 

L вnijk(a, ь, c)Pijk = 
i,j,k=O, 

i+j+k=n 

n 

L 
i,j,k=O, 

i+j+k=n 

n! i · k 
·1 'lkl а Ь1 с Pijk, 'L.J . . 

О~ а~ 1, О~ Ь ~ 1, О~ с~ 1, а+ Ь +с= 1. 

(3.12.2) 

(3.12.3) 

Суммирование в (3.12.2) выполняется по всем хараитеристичес:ким точ:кам, а 
трехиндеисные фун:кции Бернштейна имеют вид 

n l .. k n · i1..1 
В ijk(a, Ь, с) = .1 ·'lkl а r.r с , 

'L.J-. . 

где должно выполняться равенство (3.12.1). 

(3.12.4) 
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Треуrольная поверхность Безье, построенная по 7 точ:кам вдоль наждой сто
роны, поназана на рис. 3.12.2. Харантеристичесний мноrоrраннин треугольной 
поверхности Безье приведен на рис. 3.12.3. 

Рис. 3.12.2. Треугольная поверхность Безье 
Рис. 3.12.3. Хара:ктеристичесний мноrоrранни:к треугольной поверхности Безье 

Крайние линии поверхности (3.12.2) описываются венторами r(a, 1 - а, О), 
r(O, Ь, 1- Ь), r(l - с, О, с) и представляют собой нривые Безье (2.5.3). Понажем 
это на примере нрайней Rривой r(a, 1 - а, О). Для нее с= О, k =О и фунRдии 
(3.12.4) примут вид 

B n ( ) n! iL? n! i(l )n-i 
ijO а = -:т:lа (Г = .1 ( _ .) 1 а - а , (3.12.5) 

i.J. i. n i . 

что совпадает с (2.5.4). 
ПоRажем, что трехинденсные фунRции Бернштейна удовлетворяют ра~ 

венству 
n 

вn ijk(a, ь, с) = 1. (3.12.6) 

i,j,k=O, 
i+j+k=n 

СуммироваJ:Iие (3.12.6) выполним по строчнам третьего инденса k ==О, 1, 2, ... 
. . . , n. В k-й стропе третьего инденса содержится m = n-k харантеристичесних 
точен. 

n n 

L вnijk(a, ь, с)= L п! i · k 
·r 'lkl а Ь1 с = i.J. . 

i,j,k=O, 
i+j+k=n 

i,j,k=O, 
i+j+k=n 

n 1 n-k { k)I 
~ n. k "'°' n - · iьn-k-i 

= L.J k!(n - k)!c ~о i!(n - k - i)!a = 
k=O i= 

n n-k n 

= L ck nCk L Cin-kaiьn-k-i = L ck nCk(a. + b)n-k =(а+ ь . c)n = 1, 
k=O i=O k=O 

что и требовалось доназать. 
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Алrоритм Де Кастелье. Трехиндевсные фунвции Бернштейна удовлетворяют 
ревуррентному со отношению 

B n вn-1 + ьвn-1 вn-1 ijk ==а i-ljk ij-lk +с ijk-1· 

Это соотношение довазьmается непосредственной подстановвой: 

aвn-l i-ljk(a, Ь, с)+ bBn-\j-lk(a, Ь, с)+ cвn-l ijk 1(а, Ь, с) == 

(3.12.7) 

(n - 1)! i 1 · k (п - 1)! i ·-1 k (n - 1)! i · k-1 
=a('-l)'''k'a ЬЗс +ь.,(.-l)'k'аЬЗ с +с.1 .'(k-l)'аЬЗс = i .J. . i. J . . i.J. . 

i n! i . k j n! i . k k n! i . k 
= - ., .,k,a ЬЗс + - ., .,k,a ЬЗс + - ., 'lkla ЬЗс = n i.J. . n i.J. . n i.J. . 

i + j + k n! · · k 
= .,.,k,а,,,ЬЗс =Bnijk(a,b,c), 

n Z.J • • 

что и требовалось доказать .. 
Начнем вычисление с фуннции В0ооо(а, Ь, с) = 1. 
Далее получим В 1 1оо(а, ь, с) = а, В 101о(а, ь, с) = ь, В 1 001(а, ь, с) = с. 

Фунвция Бернштейна, один из индевсов которой равен отрицательному чи
слу, считается равной нулю. Подставим ренуррентное соотношение (3.12.7) 
В выражение (3.12.2), выделив крайние точни И учитывая, что BnnOO = an, 
Bnono = bn, BnoOn = cn, Bnojk = IJick, BniOk = aick, BnijO = aifJi, получим 
аналогично вь1воду (2.5.6) 

r(a, ь, с)= L вnijkPijk = L(aвn-li-ljk + ьвn-lij-lk + cвn-\jk-1)Pijk = 
n-1 n-1 

=а L вn-l ijkPi+ljk + Ь L B n-1 + 
ijkPij+lk 

+с 

i,j,k=O, 
i+j+k=n-1 

n-1 

L B n-1 (n-1) Ь (n-1) (n-1) 
ijkPijk+l = ari+ljk + Гij+lk + CГijk+l ' 

i,j,k=O, 
i+j+k=n-1 

где введены обозначения: 

(n-1) 
Гi+ljk = 

(n-1) 
Гij+lk = 

(n-1) 
Гijk+l = 

n 

2: 
i,j,k=O, 

i+j+k=n-1 
n 

i,j,k=O, 
i+j+k=n-1 

n 

B n-1 
ijkPi+ljk, 

B n-1 
ijkPij+lk, 

"""' вn-1 L...J - ijkPijk+l· 
i,j,k=O, 

i+.i +k==n-1 
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Выполнив описанные действия для ri+ljk(n-l), rij+1k(n-l) и rijk+l(n-l), в :конце 
придем :к равенствам 

Гijk(O) = В0ооо(а, Ь, c)Pijk = Pijk· 

Обозначим r( а, Ь, с) через rooo (п). В результате получим ре:куррентное соотно-· 
шение для вычисления точ:ки треугольной поверхности Безье 

Гijk(m) = ari+1jk(m-l) + brij+lk(m-l) + crijk+1 (m-l), (3.12.8) 

где i + j + k = n - m (i, j, k ~О), Гijk(O) = Pijk, rooo(n) = r(a, Ь, с). Алгоритм, 
описываемый соотношением (3.12.8), называется а.лгорит.мо.м Де Касте.лье. 
Точ:ки Гijk(m), получаемые в процессе вычисления, называются точками Де Ка
стелъе. Алгоритм Де Rастелъе позволяет вычислить любую точ:ку треуголь
ной поверхности Безье по хара:ктеристичес:ким точ:кам, ничего не зная о фунн-

циях Бернштейна. Коэффициенты а, Ь и с при ноординатах точен ri+ljk(m-1), 

Гij+lk(m-l) и Гijk+l (m-l) являются барицентричес:кими :координатами. Тре
угольную поверхность Безье можно определить :ка:к ·поверхность, точ:ки ноторой 
определяются рекуррентным соотношением (3.12.8) по совокупности хараI{те
ристичес:ких точек. 

Увеличение числа харантеристичесних точен. От треугольной поверхности 
Безье n-й степени можно перейти к треугольной поверхности (n + 1)-й степени 
аналогично тому, :ка:к это было сделано для :кривых Безье. Для этого умножим 
правую часть равенства (3.12.2) на сумму а+ Ь +с, равную 1, и получим 

~ ~ n! i · k 
r(a, Ь, с)= ~ вniJkPijk = ~ ., 'fkf а ЬЗс Pijk(a + Ь +с)= 

'l.J. . 

+ 

i,j,k=O, i,j,k=O, 
i+j+k=n i+j+k=n 

п 

L n! i+l · k 
.,.,k,a ЬЗс Pijk+ 
'l .J. . 

i,j,k=O, 
i+j+k=n 

n! i · k 1 
n 

L 
п 

L 
i,j,k=O, 

. , . , k, а Ь1 с + Pij k = 
'l.J. . 

i+j+k=n 
п 

п 

L 
i,j,k=O, 

i+j+k=n 

( n + 1 )! i+l . k i + 1 
(i + l)!jJkJa ЬЗс Pijkn + 1 + 

п 

(n+l)! i ·+1k j+l 
.,(. l)'k'a Ь1 с Pijk +l + i. J + . . n + L (n+l)! i · k+l .. k+1_ 

i!j!(k +l)!a ЬЗс Pi1kn +1 -
i,j,k=O, 

i+j+k=n 
п+1 

L 
i,j,k=O, 

i+J+k=n+1 
n+l 

(n + 1)! iьJ k iPi-1jk 
., ''k' а с + 1 + i.J. . n 

i,j,k=O, 
i+j+k=n 

п+1 

L 
i,j,k=O, 

i+j+k=n+1 
n+l 

(n + 1)! ii.i kjPij-1k 
. . aU'C + 
i!1!k! n + 1 

+ L (n + 1)! ii.i kkPijk-1 
---aU'C = 

i!j!k! n + 1 
""" вn+1 * ~ ijkP ijk' (3.12.9) 

i,j,k=O, 
i+j+k=n+1 

i,j,k=O, 
i+j+k=n+1 
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* iPi-ljk + jpij-lk + kpijk-1 
rде р · ·k = новые хара:ктеристичесние точни. 13 n + 1 
Новых харантеристичесних точен на один рлд вдоль наждой из трех сторон 
треуrо.дьнина стало больше. Точни в вершинах треугольнина остались преж-

ние: р* n+100 = Pnoo, р* on+10 = Pono, р* oon+t = Poon· Выражение (3.12.9) 
описывает ту Же поверхность, что и выражение ( 3.12.2), тольно через другие 
харантеристичесние точни. 

Треуrопьная рациональная поверхность Безье. Пусть треугольная поверх
·ность Безье построена на сово:купности хвра:ктеристичесних точен Pijk, образую
щих треугольную сетну, поназанную на рис. 3.12.1. Припишем :каждой точне 

.Pijk вес Wijk· Построим треугольную рациональную поверхность Безье. Ее 
радиус-вентор описывается формулой 

n 
2:: Bnijk(a., Ь, c)WijkPijk 

i,j,k=O, 
i+j+k=n 

r( а, Ь, с) = ---n----------
2:: 

i,j,k=O, 
i+j+k=n 

О~ а~ 1, О~ Ь ~ 1, О~ с~ 1, а+ Ь +с= 1, 

(3.12.10) 

rде суммирование выполняется по всем харантеристичес:ким точ:кам. В силу 
сj3ойства (3.12.6), поверхность Безье (3.12.2) является частным случаем рацио
~альной поверхности ( 3.12.1 О) при оди
ф~:ковых весах точен. Чем больше вес 
точви, тем ближе :к ней проходит по
верхность. Напомним, что роль играет 
не абсолютное значение веса наждой 
точни, а отношения весов точен друг н 

другу. Если веса всех харантернъrх то
че:к одина:ковы, то мы придем н обыч

ной поверхности Безье (3.12.2). 
В терминах однородных :координат 

расширенный радиус-ве:ктор (1.4.6) 
треугольной поверхности Безье опре
делнется формулой 

R(a, Ь, с) = 
n 

L 
i,j,k=O, 

i+j+k=n 

Рис. 3.12.4. Треугольная рациональная 
поверхность Безье. 

(3.12.11) 

О~ а~ 1, О~ Ь ~ 1, О~ с~ 1, а+ Ь +с= 1, 

rде. Р ijk = [wijkPiik Wijk]т ~ расшире11вые радиус-венторы вершин поверх
ности. Нз рис. 3.12.4 поназана треугольная поверхность Безье, аналогичная 
приведенной на рие. 3.12.2 поверхности, с весом средней точ:ки, равным 5. 

13 - 5293 Головп.нов 
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3.13. ТреуrоJIЬные еnлайновые поверхности 

Рассмотрим поверхности) :которые можно считать обобщением треугольной 
поверхности Безье. Они строятся в вид~ взвешенной суммы не:которых ха
ра:ктеристичес:ких точе:к. Каждая хара:ктеристичес:кая точ:ка входит в сумму с 
:коэффициентом, :который является фун:кцией :координат двухмерной точ:ки на 
области определения параметров поверхности. Каждая та:кая фун:кция отлична 
от нуля на не:которой ограниченной двухмерной области. Базисные фун:кции 
:координат и и v двухмерных точе:к, отличные от нуля на ограниченных двух
мерных областях простой формы, называют двухмерными В-сплайнами или 
симплексными сплайнами. Они представляют собой аналоги рассмотренных 
выше В-сплайнов и имеют с ними много общего. 

Рассмотрим аналогию между В-сплайнами и симпле:ксными сплайнами. 
:Каждый В-сплайн строится на последовательности узлов. Узлами последова
тельности можно разделить область определения В-сплайна на полуот:крытые 
подобласти. При 9ТОМ :каждое значение параметра В-сплайна может принад
лежать толь:ко одной подобласти. Область определения симпле:ксного сплайна 
можно разбить на нес:коль:ко подобластей. :Каждая точ:ка р = [и v] области 
определения может принадлежать толь:ко одной подобласти. Нужно условиться, 
:ка:кой из двух подобластей принадлежат точ:ки разделяющей их линии. Для 
этого вводится понятие полуот:крытой выпу:клой области. 

Полуотирытая выпуклая область. Через [V] обозначим выпу:клую область, 
:которую по:крывает некоторый выпуклый многоугольни:к V, а через [V) обозна-

-------------,, чим по.луоткрытую выnук.лую об.ласть мно-
',,, гоугольни:ка V. Не все граничные точни вы-

'" ... ,,, пу:клой области (V] принадлежат полуот:крытой 
',) выпу:клой области [V). Точ:ка р = [и v] т при-
! надлежит полуот:крытой вьmуклой области [V), 
! если существуют та:кие Е > О и Т/ > О, при :ко-
! торых точ:ки р = [и v]т, р1 = [и +с. v]T и 

/) р2 = [и+ с. v + ТJ]Т принадлежат [V]. 
,/' На рис. 3.13.1 приведена полуот:крытая вы-

,;/" пу:клая область. Для области, по:казанной на 
---- рис. 3.13.1, внутренние точки многоугольника 

Рис. 3.13.1. Полуоткрытая вы- и точ:ки сплошных линий принадлежат [V), а 
пуклаF.J: область точRИ пунктирных линий и точ:ки их сты:ковки 
со сплошными линиями не принадлежат [V). 

Симплеисвьrй сплайн. Симпле:ксные сплайны являются аналогами ненорми
рованных В-сплайнов. Они представляют собой :кусочно-полиномиальные фун:к
ции точек двухмерного пространства. :Каждый симплексный сплайн больше 
нуля внутри своей полуоткрытой выпу:клой области и равен нулю вне области. 

Пусть задана последовательность двухмерных точе:к р1 , р2 , •.• , Рт, хотя 
бы три из :которых не совпадают друг с другом и не лежат на одной пря
мой. Для та:кой последовательности можно построить выпу:клый многоугольник 
V == {р1 , р2 , ~ .. , Рт} с вершинами в точ:ках последовательности, та:к чтобы все 
точки заданной последовательности принадлежали [V]. В общем случае .часть 
точен заданной последовательности будет лежать в вершинах многоугольни:ка V, 
часть - на его сторонах и остальная часть - внутри многоугольни:ка V. Не:ко
торые точ:ки последовательности могут совпадать. Точ:ки р1 , Р2, ... , Рт после-
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довательности называют уздами. На базе узлов р1 , р2 , ... , но постро
ить симпле:ксный с[плайн мv (р) n-го порядка, где п = т - З. сМJЬg;~~_рытую 
выпуклую область V) многоугольника V называют носитеде.м, cимri-J:Ioгo 
сплайна или его областью определения. Все узлы симплексного сnлайна,'РJ$3-

ноправны. Симплексный сплайн является функцией точки р = [и v] т. Введем 
еше одно обозначение: через мv\k(p) обозначим симплексный сплайн (n-1)-го 
порядка, построенный на последовательности узлов, полученной из заданной 

последовательности путем исключения из нее вершины Pk· 
Симплексный сплайн n-го порядка определяется рекурсивно как взвешенная 

сумма трех симплексных сплайнов (n - 1)-го порядка. Используя равноправие 
узлов последовательности р1 , р2 , ... , Рт, выберем из нее произвольную тройку 
не лежащих на одной прямой узлов Ра, Рь, Ре· Будем считать, что при обходе 
точек Ра, Рь, Ре мы будем двигаться против часовой стредки. По формулам 
(3.11.4) вычислим барицентрические координаты а, Ь, с точви р относительно 
точек Ра, Рь, Ре· Симплексный сплайн n-го порядка определяется формулой 

(3.13.1) 

где мv\а(р), Mv\b(p), мv\с(р) - симплексные сплайны (n - 1)-го порядка, 
построенные на последовательностях узлов, полученных из последовательно

сти р1 , р2 , ... , Рт путем исключения из нее соответственно вершины Ра, Рь, Ре· 

Результат формулы (3.13.1) не зависит от выбранной тройки узлов Ра, Рь, Ре· 
Вычисление значения симплексного сплайна n-го порядка начинается с вы
числения значений симплексных сплайнов нулевого порядка на треугольных 
областях. Пусть вершинами некоторого треугольника Т являются точки Pi = 
= [ui vi]т, Pj = [иj Vj]т, Pk = [uk vk]т. Значение симплексного сплайна 
нулевого порядка на невырожденной треугольной области Т определяется фор
мулой 

1 1 1 

если р Е [Т), 

если р f/. [Т), 
(3.13.2) 

где Лijk = Ui Uj Uk . Симплексный сплайн нулевого порядка является paз-

Vi Vj Vk 

ръmной константной функцией поло.женил точки р. Симплексный сплайн 
первого порядна является непрерьmной функцией с разрывными первыми про
изводными. 

Симплексный сплайн мv (р) всегда неотрицателен. Он отличен от нуля вну
три своей полуОТRрытой выпунлой области [V) и равен нулю вне ее. 

В общем случае симпленсный сплайн n-го порядна является кусочно-полино
миальной функцией степени п, имеющей непрерывные производные до ( n-1 )-го 
порядка внлючительно. В используемых нами обозначениях порядок симпленс
ноrо сплайна совпадает с наивысшей степенью полиномов, описывающих его. 

Обратим внимание на аналогию формулы Нокса-Де Бура (2.8.30) и фор
мулы (3.13.1). Обе формулы описывают ре:Куррентное соотношение для сплайна 
(т - Л)-rо порядка (порядок равен степени соответствующей кусочно-полиноми-

13* 
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альной фун:кции), построенного на последовательности т узлов, где Л - чи
сло барицентричес:ких :координат. В обоих случаях вычисления начинаются со 
сплайнов нулевого поряд:ка для Л несовпадающих узлов. Эту аналогию можно 
продолжить для пространств большей размерности. 

Для симпле:ксного сплайна можно вычислить производную в направлении 
любого ве:ктора на плос:кости параметров. Пусть дан двухмерный ве:ктор t = 
=[и v]т. По формулам (3.11.9) этот ве:ктор можно описать с помощью барицен
тричес:ких :компонент а, (3, 1 относительно точе:к Ра, Рь, Ре равенством 

t =ара+ fЗРь +!Ре· 

Производная симпле:ксного сплайна (3.13.1) в направлении ве:ктора t вычисля-
ется по формуле · 

дМv(р) = n(aMv\a(p) + (ЗМv\Ь(р) + !Mv\c(p)). 
дt 

(3.13.3) 

Производные симпле:ксных сплайнов п-го поряд:ка определяются через сим
пле:ксные сплайны (п - 1)-го поряд:ка. В :качестве точек Ра, Рь, Ре могут быть 
взяты любые три не лежащие на одной прямой узла дифференцируемого сим
пле:ксного сплайна. 

На рис. 3.13.2 приведен симплексный сплайн первого поряд:ка, построенный 
на прямоугольной области (значение симплексного сплайна от:кладъmается в 

Рис. 3.13.2. Симпле:ксный сплайн первого порядна 

направлении, перпенди:кулярном плос:кости параметров сплайна). 
На рис. 3.13.3 приведен симплvнсный сплайн третьего поряд:ка, построенный 

на шести несовпадающих узлах. 

Рис. 3.13.3. Сим!lл;енсный сплайн третьеrо порядна 
Рис. 3.13.4. Симпленсный сплайн пятого порядна с :кратными узлами 

Последовательность узлов В-сплайна может содержать :кратные узлы. Необ
ходимо толь:ко, чтобы в последовательности нашлись хотя бы два не лежащих 
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на одной прямой узла. Узлы р1 , р2 , ••• , Рт симпле:ксного сплайна также мо
гут быть кратными. Для построения симплексного сплайна необходимо только, 
чтобы среди узлов р1 , р2 , ••. , Рт нашлись хотя бы три не лежащих на одной 
nрнмой узла. В :кратных узлах высшие производные симплексного сплайна те
рнют глад:кость. На рис. 3.13.4 приведен симплексный сплайн пятого порядна, 
построенный на восьми узлах, образующих четырехугольную область. В ка
ждой вершине четырехугольной области находится по два совпадающих узла. 

Некоторые узлы симплексного сплайна могут лежать внутри его выпуклого 
многоугольника. На рис. 3.13.5 приведен симплексный сплайн третьего по
рядка, построенный на шести узлах, три из которых лежат в вершинах тре

угольной области, а остальные три узла совпадают и лежат в центре этой 
треугольной области. Все производные в центре такого сплайна теряют не
прерывность. 

Некоторые узлы симплексного сплайна могут лежать на границе его вы
пуклого многоугольника. На рис. 3.13.6 приведен симплексный сплайн второго 

Рис. 3.13.5. Симпленсный сплайн третьего поря:дна с тремя нратными узлами в центре 
Рис. 3.13.6. Симпленсный сплайн второго порядна 

порядка, построенный на пяти узлах, четыре из которых лежат вдоль стороны 
треуголъни:ка. На этой стороне производные сплайна и сам симплексный сплайн 
терпят разрыв. 

В местах концентрации узлов значение симплексного сплайна заметно боль
ше, чем в остальных местах. Если все узлы симплексного сплайна расположены 

Рис. 3.13.7. Симпле:ксный сплайн седьмого порядна 

в вершинах его выпуклого многоугольни:ка, то чем больше порядок сплайна, 
тем меньше центральная существенно отличная от нуля часть сплайна. На 
рис. 3.13.7 приведен симплексный сплайн, узлы которого лежат в вершинах 
правильного десятиугольника. 

Трехиндеисные функции Бернштейна (3.12.4) являются частными случаями 
симплексных сплайнов. Фун:кция Бернштейна 

n1 .. k 
вnijk(a, ь, с) = ., ''k' аzЬ1с 

't .J. . 



198 Гл. 3. Моделирование поверхностей 

с точностью до множителя равна симnле:ксному сплайну n-ro поряд:ка, постро
енному на последовательности ( n + 3) узлов, из :которых ( i + 1) узлов совпадают 
с точ:кой: Ра, (j + 1) узлов совпадают с точ:кой Рь и (k + 1) узлов совпадают 
с точ:кой Ре· Пусть точ:ки Ра, Рь, Ре являются вершинами треуrольни:ка Т. На 

(n+2)! {n+l){n+2) 
треугольной: области Т можно построить С~+2 = 

2
!n! = 

2 
сим-

пле:ксных сплайнов n-ro поряд:ка. Эти симпле:ксные сплайны и соответствующие 
им фун:кции Бернштейна связаны равенством 

1 n! i . k 
Mijk(P) = Д ., .1k1 а Ь1 с , 

аЬе 't.J · · 
(3.13.4) 

rде р =ара+ Ьрь +ере, Лаье - удвоенная площадь треугольни:ка Т. Симпле:кс
ный: сплайн Mijk(P) построен на последовательности узлов: Ра - :кратности 
(i + 1), Рь - :кратности (j + 1), Ре - :кратности (k + 1). 

DMS поверхности. NURBS :кривые мы строим на семействе В-сплайнов, 
:которые имеют общие узлы. Носители (области определения) В-сплайнов пере
:крываются. Это позволяет стоить rлад:кие :кривые. В-сплайны NURBS :кривых 
нормированы, их сумма для :каждоrо значения параметра равна единице, что 

позволяет вводить для хара:ктеристичес:ких точе:к веса. При построении поверх
ностей на семействе симпле:ксных сплайнов нужно, чтобы спдай:ны семейства 
имели общие узлы, а их полуот:крытые выпу:клые области пере:крывались. В про
тивном случае сплай:новая поверхность не будет rлад:кой:. :Кроме тоrо, если сумма 
симпле:ксных сплайнов для :каждой: двухмерной: точ:ки параметричес:кой области 
.поверхности будет равна единице, то это позволит нам строить рациональные 
поверхности, в :которых хара:ктеристичес:кие точки моrут иметь веса. 

Дамен (Dahmen), Ми:кели (Micchelli) и Зай:дель (Seidel) предложили один 
из сhособов построения поверхностей на базе симпле:ксных сплайнов. Этот спо
соб имеет много общеrо со способом построения треуrольных поверхностей 

Рис. 3.13.8. Триангуляция в начестве области определения DMS поверхности 

1 ' 

Безье. )Iоверхноqти, построенные этим способом, называют DMS сnдаuиа.ми 
или D.MS nоверхиост~.ми. Рассмотрим построение DMS поверхности на базе 
симпле:ксных /сплайнов поряд:ка n. 

Областью определения DMS поверхности служит правильная триангуляциfI 
n не:которой: двухмерной области. Трианrуляция считается правильной, если 
она состоит из невырожденных не пере:крывающих друr друrа треугольни:ков, 

сты:кующихся по общим ребрам. Пример, правильной: трианrуляции приведен 
на рис. 3.13.8. · 
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Пусть вершины триангуляции описываются двухмерными радиус-веито
рами Pi· С иаждой вершиной неиоторым образом свнжем n + 1 узлов: Pi,O' 
Pi,1' · · ., Pi,n· За узел Pi,O примем вершину Pi: Pi,O = Pi, остальные узлы мо
rут не совпадать с вершиной. Совоиупность узлов Pi, 0 , Pi, 1, ..• , Pi, n называют 
уз.ловым об.яа'К'Qм. Узловые облава нам понадобнтсн в вачестве узлов симплевс
ных сплайнов. 

Рассмотрим неиоторый треугольнии Т5 из области определения D MS по
верхности n (рис. 3.13.9). Пусть его вершинами нвлнются ТОЧRИ Ра, Рь, Ре· 

Рь,2 

Ра,3 

Рис. 3.13.9. Узловые обла:на вершин треуrолъни:на для: n = 3 

Совоиупность всех узлов в вершинах рассматриваемог.о треугольнииа Ра, 0,. 

Ра 1, · · ., Ра n' Рь о, Рь 1, · · ., Рь n' Ре о, Ре 1, ... , Ре n называют сеткой 
' ' ' ' ' ! ' ' 

узлов. Длн треугольнииа Т8 мы можем получить (n +· 1)(n + 2)/2 различ-
ных последовательностей узлов: Ра о, Ра 1, ... , Ра i' Рь о, Рь 1, ... , Рь 1·, Ре о, 

1 ' ' ' ' ' ' 

Рс, 1 , ••• , Pe,k' где i ~О, j ~О, k ~О и i + j + k = n. С ваш.дым треуrольнивом 
Т8 свнжем (n + l)(n + 2)/2 харавтеристичесвих пространственных точев r8 ijk, 

rде i ~ О, j ~ О, k ~ О и i + j + k = n. Rоличество точев r 8 ijk равно иоличеству 
возможных последовательностей узлов для рассматриваемого треуrольнииа. На 
хараитеристичесиие точви ниваиих ограничений не навладывается. Их положе
ние в пространстве определнет форму DMS поверхности. Пусть треугольниви, 
образованные узлами Ра i, Рь 1·, Ре k, О ~ i ~ n, О ~ j ~ n, О ~ k ~ n, нвлнютсн 

' ' ' невырожденными, и при обходе их вершин мы будем двигаться против часовой 
стрелии. 

· На :каждой последовательности узлов найдем выпуилую область Sijk 

= {Ро. о, Ра 1, · · ., Ра i' Рь о, Рь 1, · · ., Рь 3·, Ре о, Ре 1, · · ., Ре k}, построим сим-
' ' ' 1 ' ' 1 t ' 

плевсный сплайн М8 ijk (р). Вычислим нормированный симпдексный сn.лайн 

N 5
ijk(P) = IЛ8ijklM8iJk(P), 

i ~ О, j ~ О, k ~ О, i + j + k ~ n, 
(3.13.5) 

rде IЛ8ijkf - удвоеннан площадь треуrольнииа, образованного узлами Pa,i' Рь,j, 
Ре k· С :каждым нормированным симп.тtеисным сплайном N 5 iJk{P) свнжем со-

' ответствующую хараитеристичесиую точиу r 8 ijk· Радиус-веитор r(p) DMS по-
верхности определяется паи сумма по всем треугольниRам области определении 
поверхности всех хараитеристичесиих точен r 8 ijk, умноженных на значения: 
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соответствующих нормированных симпле:ксных сплайнов N 8 ij k (р): 

r(p) L( f N 8 ijk(p)r';;k)= 
П i,j,k=O, 

i+j+k=n 
n 

L (3.13.6) 

р =[и vJT Е !1. 

Внешнее суммирование выполнаетса по всем треугольни:кам области определе
ниа поверхности n. Внутреннее суммирование в формуле (3.13.6) выполняется 
по всем возможным последовательностям узлов треуrольнина Т5 . Таних после
довательностей (n + l)(n + 2)/2, где n - порядо:к симпленсных сплайнов. 

В общем случае DMS поверхность является :кусочно-полиномиальной фун:к
цией степени n. Она обладает большой гиб:костью. Для одной и той же области 
определения n можно построить множество различных DMS поверхностей, ва
рьируя узлами Р• 1, Pi 2 , ... , Pz n в :каждой вершине Pi = Pi 0 триангуляции и 

~' ' ' ' 
пространственным положением харантеристичес:ких точен r 8 ijk треугольнинов. 

В работе [39] поназано, что сумма всех отличных от нуля в заданной точне 
р = [и v]T нормированных симпле:ксных сплайнов (3.13.5) равна единице. То 
есть для правильной триангуляции выполняется равенство 

L( t IЛ8ijklM8ijk(P)) = 1. 
П i,j,k=O, 

(3.13.7) 

i+j+k=n 

Это свойство позволяет строить рациональные поверхности. :Каждой хара:ктери
стичесной точ:ке r 8 ijk треугольни:ков припишем вес W 8 ijk. Мы можем построить 

рациональную DMS поверхность с радиус-ве:ктором 

2:( Ё IЛ8ijk)M8ijk(P)W8ijkГ8ijk) 
n · ·k о i,J, = 1 

i+i+k=n 

r(p) = t:( .. t 
i,J,k=O, 

i+J+k==n 

р =[и v]T Е !1. (3.13.8) 

Ни:ка:ких ограничений на расположение узлов в узловых обла:ках мы не на
:кладывали, за ис:ключением того, что треугольни:ки, образованные узлами Ра i' 

' Рь, j, Ре, k, должны быть невырожденными и одина:ково ориентированными. Если 

все узлы узловых обланов положить равными соответствующей вершине (Pi, о = 
= Pi, 1 = ... = Pi,n = Рд, то нормированные симпленсные сплайны (3.13.5) бу
дут равны соответствующим трехинденсным фуннциям Бернштейна, а наждая 
внутренняя сумма в (3.13.6) будет описывать отдельную треугольную поверх
ность Безье. 
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3.14. Поверхности, базирующиесн на nоверхностнх 

На базе поверхности можно построить другую поверхность. Рассмотрим 
эивидистантную, ссылочную и продолженную поверхности. Поверхность, на 
основе иоторой строится нован поверхность, будем называть базовой поверхно
стыо. Базовая поверхность будет лежать в струитуре данных рассмотренных 
ниже поверхностей. 

Энвидис:rаи:rвая поверхность. Для любой поверхности может быть построена 
эивидистантная поверхность. :Каждая точиа эивидистантной поверхности от
стоит от соответствующей точни базовой поверхности на заданном расстоянии h 
по нормали R ней. Радиус-веитор энвидистантной поверхности описывается фор
мулой 

r(u, v) = Ь(и, v) + hm(u, v), и, v Е !1, (3.14.1) 

rде Ь( и, v ), и, v 11 - базовая поверхность, n - область определения пара
метров базовой поверхности, m( и, v) - нормаль R базовой поверхности. 

Нормаль имеет единичную длину и направление веитора Ь1 х Ь2. Область 
изменения параметров эивидистантной поверхности совпадает с областью 

Рис. 3.14.1. Э:квидистантная поверхность 

изменения параметров базовой поверхности. Эивидистантнан и базован поверх
ности поиазаны на рис. 3.14.1. Производные r1 (и, v) и r2(u, v) эивидистантной 
поверхности по параметрам и и v описываются веиторами 

r1(u, v) = Ь1(и, v) + hm1(u, v), 

r2(u, v) = Ь2(и, v) + hm2(u, v), 

(3.14.2) 

(3.14.3) 

где производные нормали m 1 (и, v) и m2 (и, v) по параметрам определfIЮТСЯ с 
помощью деривационных формул Вейнrартена (1.7.26). 

В общем случае можно построить эивидистантную поверхность, у иоторой 
расстояние h = h (и, v) зависит от параметров поверхности. 

Ссылочная поверхность. Ссьrлочная поверхность представляет собой поверх
ность, иаждая точна :которой получена путем неиоторого преобразования соот
ветствующей точии базовой поверхности. Ссылочная поверхность описываетсн 
радиус-веитором 

r(u, v) = Mt · Ь(и, v), и, v Е !1, (3.14.4) 

где Ь(и, v), и, v 11 - базовая поверхность, n - область определения параме
тров базовой поверхности, Mt - расширеннан матрица преобразованин (1.4.5) 
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базовой поверхности. Область изменения параметра ссылочной поверхности 
совпадает с областью изменения параметра базовой поверхности. Ссылочная 
поверхность может быть использована при прое:итивных преобразованиях. 

Репарамежризовавная повер:х:носжь. Для любой поверхности может быть про
изведена линейная репараметризация. Пусть область определения параметров 
поверхности r( и, v) описывается неравенствами Umin ~ и ~ 'Umax, Vmin ~ v ~ 
~ Vmax· Пусть требуется, чтобы :каждый из парамегров изменялся бы в пределах 
от х до у. Будем считать, что и v зависят от новых параметров р и q: 

у-р р-х 

u(p) = Umin + Umax , 
у-х у-х 

y-q q-x 
v( Q) = Vrnin + Vmax · 

у-х у-х 

Тогда радиус-ве:ктор поверхности будет описываться фун:кцией 

r(p, q) = r(и(р), v(q)), х ~ р ~у, х ~ q ~у. 

(3.14.5) 

(3.14.6) 

(3.14. 7) 

После перехода :к новым параметрам сама поверхность не изменится, но области 
определения ее параметров будет представлять собой :квадрат со стороной у - х. 
Изменение области определения параметров можно считать одним из способов 
построения поверхности на базе другой поверхности. 

Продолженная nовер:х:носжь. Любая поверхность может быть продолжена на 
заданное параметричес:кое расстояние. Пусть требуется продолжить поверх
ность Ь(и, v), и1 ~и~ и2, V1 ~ v ~ v2 путем расширения области определения 
пар.аметров до аи.+ и1 ~ и ~ и2 + bu, а11 + v1 ~ v ~ v2 + Ь11 • Если аи. ~ О, а11 ~ О, 
bu ~О, Ьv ~О, то поверхность будет продолжена за свои пределы. Если аи.> О, 
а11 > О, Ьи < О, Ь11 < О, то поверхность будет усечена. Если поверхность за
мкнута по :какому-либо из параметров, то при выходе замкнутого параметра 
за границу области определения выполним его ци:кличес:кий пересчет. Если 
поверхность Ь(и, v) замкнута по параметру и, тогда 

Ь(и + ид, v), если и < и1, v1 ~ v ~ v2, 
Ь(и, v), если и1 ~ и ~ и2, v1 ~ v ~ v2, 

r(u, v) = . Ь(и - ид, v), если и > и2, v1 ~ v ~ v2, 
Ь(и, v1) + (v - v1)b2(u, v1), если и1 ~и~ и2, V < V1, 
Ь(и, v2) + (v - v2)b2(u, v2), если и1 ~ и ~ и2, v > v2, 

(3.14.8) 
где ид = и2 - и1 . Если поверхность Ь(и, v) замкнута по параметру v, тогда 

Ь(и, v + vд), если U 1 ~ U ~ U2, V < V1, 
Ь(и, v), если и1 ~ и ~ и2, _v1 ~ v ~ v2, 

r(u, v) = . Ь(и,·v-vд), если и 1 ~ и ~ u2, v > v2, 
ь ( U1 , v) + (и -. и 1 ) Ь1 (и 1, v)' если U < U1, V1 ~ V ~ V2, 
Ь ( и2, v) + (и - и2) Ь1 ( и2, v) , если и > и2, v1 ~ v ~ v2, 

(3.14.9) 
где v д = v2 - v1 • Если же поверхность не является зам:кнутой, а один из 
параметров или оба вышли за границу области определения, то продолжим по-
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верхность по :касательной на ближайшей границе, и вычислим по продленной 
поверхности необходимые rеометричес:кие хара:ктеристини. Радиус-вентор про
долженной поверхности вычислим по формуле 

Ь(и, v), если и1 ~и~ и2, v1 ~ v ~ v2, 
Ь(и1, v) +(и - и1)Ь1(и1, v), если и< и1, v1 ~ v ~ v2, 
Ь(и2, v) +(и - и2)Ь1 (и2, v), если и> и2, v1 ~ V· ~ v2, 
Ь(и, v1) + (v - v1)b2(u, v1), если и1 ~и~ и2, v < V1, 
Ь(и, v2) + (v - v2)b2(u, v2), если и1 ~и~ и2, v > V2, 
Ь(и1, v1) +(и - и1)Ь1(и1, v1) + (v - v1)b2(u1, v1)+ 

r(u, v) = +(и - u1)(v - v1)b12(u1, v1), если и< и1, v < v1, 
Ь(и2, v1) +(и - и2)Ь1(и2, v1) + (v - v1)b2(u2, v1)+ 

+(и - u2)(v - v1)b12(u2, v1), если и> и2, v < v1, 
Ь(и1, v2) +(и - и1)Ь1(и1, v2) + (v - v2)b2(u1, v2)+ 

+(и - u1)(v - v2)Ь12(и1, v2), если и< и1, v > v2, 
Ь(и2, v2) +(и - и2)Ь1(и2, v2) + (v -v2)b2(u2, v2)+ 

+ (и - u2)(v - v2)b12(u2, v2), если и> и2, v > v2, 
(3.14.10) 

где Ь1 (и, v) и Ь2(и, v) - частные производные радиус-вектора Ь(и, v) по 
параметрам и и v, соответственно, Ь12 (и, v) - смешанная производная ра
диус-вентора Ь(и, v) по параметрам и и v. Дифференцируя формулы (3.14.8)
(3.14.10), получим производные 
радиус-ве:ктора продолженной 
поверхности. На рис. 3.14.2 при
ведена поверхность, на основе 

ноторой построена продолжен

ная поверхность. Продолжен
ная поверхность приведена на 

рис. 3.14.3. 

Рис. 3.14.2. Исходная поверхность Рис. 3.14.3. Продолж.еннаfI поверхность 

Формулы (3.14.8)-(3.14.10) могут быть использованы для вычисления ради
ус-ве:ктора поверхности и ero производных при выходе параметров поверхности 
за область их определения. 
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Общее правило. Все поверхности, в стру:ктуре данных :которых лежит дру
гая поверхность, не должны допус:кать много:кратного наследования своего же 

типа. Например, в :качестве базовой поверхности для э:квидистантной поверхно
сти не должна быть использована другая э:rшидистантнан поверхность, а должна 
быть использована базовая поверхность последней с соответствующим пересче
том длины эивидистанты. То есть, если нужно построить э:квидистантную по
верхность на расстоннии h2 от другой эивидистантной поверхности r1 (u, v) = 
= b(u, v) + h1m(t), то в :качестве базовой поверхности должна быть использо
вана поверхность b(u, v), а длина эивидистанты должна быть равна h - h2+h1. 
Если требуетсн построить ссылочную поверхность с матрицей преобразования 
Mt на базе другой ссылочной поверхности r 1(u, v) = Nt · Ь(и, v), то в :качестве 
базовой поверхности должна быть использована поверхность Ь( и, v), а матрицу 
преобразованин получим :ка:к произведение матриц Mt · N t. Аналогичные пра
вила должны действовать и для других базирующихся поверхностей. 

3.15. Ограниченные нонтурами поверхности 
Рассмотрим поверхности, :которые выделнются среди всех остальных поверх

ностей и создаютсн «над ними» (на их основе). 
Все приведенные выше поверхности имеют «природные» прнмоугольные или 

треугольные области определения параметров. Прямоугольные или треугольные 
области удобны в использовании из-за их простоты. Прямоугольнан область 
параметров определнется неравенствами Umin ~ и ~ Umax, Vmin ~ v ~ Vmax, 

и для любой пары параметров можно сразу с:казать, лежит ли она вне обла
сти, внутри области или на границе области. Рассмотренные выше поверхности 
даю;r широ:кие возможности для моделированин. Неограниченные возможно
сти для моделирования мы получим, если границы поверхностей смогут иметь 

произвольный вид. Это можно сделать с помощью двухмерных :кривых линий 

тi(ti) == [u(ti) v(ti)] т, timin ~ ti ~ timax' i = 1, 2, ... , n, на поверхности, :кото
рые описываются в пространстве параметров и и v поверхности. Эти двухмер
ные :кривые собраны в :контуры и разделнют используемую часть поверхности 
от остальных частей. 

Та:кая поверхность с произвольной границей представляет собой наиболее 
общий тип поверхности. Будем называть ее огранич,енной контура.ми поверх
ностью. Ограниченную :контурами поверхность мо;нно построить на основе 
любой поверхности с прямоугольной или треугольной областью путем изме
нения области определенин ее параметров. Именно эта поверхность лежит в 
основе моделированин тел. Ее параметрам разрешаетсн принимать значения 
толь:ко внутри области, ограниченной заданными на ней :контурами. Границы 
поверхности представляют собой отображение в трехмерное пространство гра
ниц двухмерной связной области. 

Исходную поверхность с прямоугольной или треугольной областью опреде
ления параметров будем называть базовой поверхностью. Пусть Ь( и, v) есть 
радиус-ве:ктор ее точе:к. Радиус-ве:ктор ограниченной :контурами поверхности 
описывается тем же выражением, что и базовая поверхность, но имеет другую 
область определения параметров 

r(u, v) = Ь(и, v), и, v Е !1, (3.15.1) 

где n область определения параметров, :которая представляет собой ограни
ченную зам:кнутыми :кривыми часть плос:кости, из иаждой точ:ки :которой можно 
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попасть в любую другую ее часть, не пересевая границ. Область определения 
параметров определяется двухмерными контурами (замкнутыми составными 

Rривыми). Двухмерный контур c(t) = [u(t) v(t)] т, tmin ~ t ~ tmax, состоит 
из нескольких двухмерных Rривых, стьrnующихсн между собой. Радиус-вектор 
Rонтура определяется фунвцией (2.12. 7). Тавих контуров может быть несRолыю. 
СовоRупность вонтуров ограничивает двухмерную область параметров и придает 
границам поверхности заданную форму. 

Область определения параметров ограниченной RОнтурами поверхности 
представляет собой связную часть двухмерного пространства и описывается 
набором непересенающихся двухмерных вонтуров, один из которых является 
внешним, а остальные лежат внутри него и являются внутренними. Внутрен
ние контуры не могут быть вложены друг в друга. Для того чтобы легче было 

определить, принадлежит ли неRоторая двухмерная точRа р = [и v]т обла
сти определения параметров поверхности, контуры ориентируют определенным 

образом. Пусть внешний контур ориентирован таR, что обход по нему в поло
жительном направлении осуществлялся против часовой стрелви, если смотреть 

на поверхность навстречу ее нормали. Внутренние вонтуры должны быть ори
ентированы в противоположном направлении. 

ПривадJiежвос.ть точни области определения параметров. Пусть требуется 

ответить на вопрос, принадлежит ли двухмерная точна р = [u v]T простран
ства параметров области определения поверхности - Rлассифицировать точRу 
относительно области. Для областей прямоугольной формы ответить на него 
просто - для этого нужно проверить, удовлетворяют ли параметры и и v не
равенствам Umin ~ и ~ Umax, Vmin ~ v ~ Vmax· Для ограниченной вонтурами 
поверхности, это сделать несRольно сложней. 

Пусть требуется Rлассифицировать точку р =[и v]т в параметрической обла
сти поверхности, ограниченной тремя вонтурами: одним внешним и двумя вну
тренними, пан показано на рис. 3.15.1. 

В общем случае для того чтобы установить принадлежность точки р неко
торой двухмерной области, можно найти все точRи пересечения любой двух
мерной прямой линии (проще горизонтальной или вертиRальной), проходящей 

1 
1 

-------------- 1 р(и. v) -------- ------~----' ----
1 

LJ 
---

, 3.15.l, Олр€де.нение положения точки относительно области 

через эту точиу, с границами области. Таких точен пересечения должно быть 
четное число наждой точ1\е входа прямой в область должна соответствовать 
точна вь1хода из области. Но в невоторых случаях, ван повазано на рис. 3.15.1, 
их может быть :нечетное число из-за Rасания или прохождения прямой через 
угол rранич:н{)го ио:нтура. Если точе:к пересечения пОJiучено нечетное число, то 
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можно пересечь границу области другой двухмерной прFiмой, проходFiщей через 
проверFiемую точку и составляющую небольшой угол с уже построенной прFiмой. 
Далее легко определить принадлежность рассматриваемой точки заданной обла
сти. Если точна р находится между точной входа прFiмой в область и соответ
ствующей ей точной выхода Из области, то рассматриваемаFI точка принадлежит 
данной области. В противном случае или в случае отсутствиFI точен пересечения 
прямой с границей области рассматриваемая точна лежит вне данной области. 

Если известно, что внешний граничный нонтур области параметров поверх
ности ориентирован против часовой стрелки, а внутренние контуры ориентиро

ваны по часовой стрелке, если смотреть на поверхность навстречу ее нормали, 

то классифицировать точку р = [и v]т в параметричесной области поверхности 
можно следующим образом. Найдем ближайшую :к точне р точку р0 на границе 
области. Построим двухмерный вектор w из найденной точки Ро в точну р. 

Рис. 3.15.2. Определение поло.женин точни относительно области определения параметров поверх
ности. 

Вычислим нормаль n н граничному нонтуру в точке р0 . Нормаль n в правой 
системе :координат всегда направлена влево, если смотреть вдоль направления 

:контура. Если точна. Ро я:вляетсFI точной излома граничного нонтура, то в наче
стве нормали возьмем среднюю нормаль н границе в 9ТОй точне. Если n · w ~ О, 
то точна р принадлежит области определениFI поверхности. В противном слу
чае - нет. Это отражено на рис. 3.15.2. 

Примеры. На рис. 3.15.3 приведена NURBS поверхность, имеющая: прямо
угольную область определениFI параметров, и линии на ней. На рис. 3.15.4 

Рис. 3.15.3. NURBS поверхность и линии на ней 
Рис. 3.15.4. Ограниченная нонтурами поверхность 

приведена NURВS поверхность, ограниченная нривыми на ней. На рис. 3.15.5 
приведена ограниченная нонтурами поверхность вращения. 

При создании тонкостенного тела требуется С'Троитъ ограниченные нояту
рами поверхности, базирующиесFI на продолженной поверхности, ноторая Fiвля
ется энвидистантной поверхностью. ДлFI та них ·поверхностей в начестве базовой 
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удобно ввести новый тип поверхности, ноторый внлючает в себя одновременно 
свойства энвидистантной и продолженной поверхностей. 

в общем случае область определения параметров n ограниченной :контурами 
поверхности r( и, v) может выходить за область определения параметров базо-

Рис. 3.15.5. Ограниченная контурами поверхность 

вой поверхности Ь(и, v) при условии, что определено поведение поверхности 
b(u, v) за границами ее области определения. Это можно сделать, например, с 
помощью формул (3.14.8)-(3.14.10). 

Общее правиJiо. Ограниченные нонтурами поверхности не должны допус:к.ать 
многонратного наследования своего же типа. В :качестве базовой поверхности 
для поверхности, ограниченной нонтурами, не должна использоваться другая 
ограниченная нонтурами поверхность, а должна быть взята базовая поверх
ность последней. Ограниченные :нонтурами поверхности должны создаваться 
в последнюю очередь. Например, если требуется построить энвидистантную 
поверхность на базе ограниченной нонтурами поверхности (3.15.1), то сначала 
должна быть построена энвидистантная поверхность на основе базовой поверх
ности Ь( и, v), а потом на базе э:к.видистантной должна быть создана ограничен
ная :контурами поверхность. 

3.16. Споеобы поетроения поверхноетей 

На рис. 3.16.1 приведены способы построения поверхностей. Здесь отра
жены лишь наиболее распространенные способы. В авиастроении широно ис
пользуются различные поверхности сопряжения. Кроме того, можно построить 
поверхности с хараитерными особенностями фичерсные поверхнос~rи (/ea
ture surface). Способы их построения могут быть различными и зависят от 
специфи:к.и области применения. 

Рисунон 3.16.1 отражает процесс построения поверхностей при чтении его 
слева направо. Изначально поверхности могут быть построены или по местной 
системе ноординат и сналярным параметрам, или по харантерным точнам, или 

на основе линий. Далее эти поверхности могут быть продлены или усечены, 
на их основе могут быть получены энвидистантные поверхности. Все упомя:ну
тые поверхности имеют пря:моуrольную или треугольную область определения 
параметров. На базе поверхностей с прямоугольной и~и треугольной областью 
определения параметров можно построить ограниченные нонтурами поверхно

сти произвольной формы. 
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Все поверхности являются равноправными по отношению и выполняемым 
ими фун:кциям и выполняемъrм над ними операциям. Rроме общих фуннций 
произвольноrо rеометричесноrо объента поверхности должны выполнять фунн
ции вычисленин радиус-вентора поверхности, частных производных радиус

вентора по параметрам, нормали поверхности и ее частных производных, 

Аналитические поверхности 
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Эллиптический 
параболоид 
Гиперболический 
nараболоид 
Цилиндрическая 
nоверхность 

Коническая nоверхность 
Тороидальная nоверхность 

Поверхности на базе точек 
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Поверхность Безье 
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Поверхность скругления 
Поверхность фаски 
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поверхность 

-

Рис. 3.16.1. Способы построения поверхностей 

Rоэффицие:нтов первой и второй :квадратичных форм поверхности, фуннции 
предоставJrенин информации об области определенин параметров поверхности 
(зам:кнуто,сти, граничных ионтурах), фуннции определения принадлежности 
заданных лараметроn области определенин поверхности, фун:кции измененин 
по.поженил и ориентации в пространстве, фуниции модифи:кации формы поверх
ности. 

Математичес1шн модель поверхности должна быть дополнена фу:ницинми, 
.обеспечивающими взаимодействие поверхности с другими rеометричесними объ
е:rпЕ\МИ и выполнение над ними рt1зличных операций. В следую1цей главе мы 
рассмотрим операции над :кривыми :и по:оерхностнми. 



Глава 4 
ОПЕРАЦИИ НАД КРИВЫМИ И ПОВЕРХНОСТЯМИ 

4.1. Вьmоm1евие операций . 

В предыдущих главах были рассмотрены методы построения различных 
нривых линий и поверхностей. Этих методов не достаточно, чтобы м~дели
ровать сложные rеометричесние объенты, например, поверхности, ограничен
ные нонтурами. В большинстве случаев сложные rеометричесние объенты по
являются нан результат неноторой операции над более простыми объеRтами. 
В данной rлаве мы рассмотрим методы выполнения операций. Операцией будем 
называть совонупностъ действий над одним или неснольними исходными объен
тами, ноторая приводит н рождению новоrо rеометричесноrо объента. Действия, 
ноторые изменяют объент, не изменяя ero природы, будем называть модифина
цией или редантированием. 

Редантирование объента сводится н изменению значений ero данных при 
неизменной их струнтуре. Все rеометричесние объенты в итоrе описываются 
сналярными величинами и венторами. Редантирование объентов приводит н 
изменению этих сналяров и номпонент венторов. Редантированием можно мас
штабировать, зернально отразить, переместить, повернуть в пространстве rео
метричесний объент или изменить ero форму. Преобразования трансформации 
по матрице, перемещение, поворот в пространстве rеометричесноrо объента сво
дятся н соответствующим преобразованиям радиус-венторов, лежащих в струн
туре данных объента. 

:К операциям мы будем относить построение проенций точен на нривые и 
поверхности ~ н ним, построение проенций точен на поверхности 
по заданному направлению, построение точен пересечения нривых, построение 

точен пересечения нривых и поверхностей, построение линий пересечения по
верхностей, построение поверхностей снруrления и поверхностей фасон, а танже 
решение друrих задач. Операция пересечения двухмерных нривых и операция 
пересечения поверхностей являются основополаrающими, таи нан они присут

ствуют в большинстве друrих операций, выполняемых над rеометричесними 
объентами. 

Используемые нами математичесние модели линий и поверхностей постро
ены таи, что они выдают rеометричесную информацию, если мы обратимся и 
ним с неноторыми параметрами. Если rеометричесний объент рассматривать 
нан «черный ящин», то параметры подаются на ero вход, а на выходе мы по
.пучим rеометричесную информацию, например, радиус-вентор точни объента, 
соответствующий введенным параметрам. В обратном направлении подобный 
«черный ящин» сиrнал не пропуснает. То есть, если мы возьмем неноторую 
точну в пространстве и захотим узнать, далено ли она находится от данноrо 

геометричесноrо объента или нание параметры объента ей соответствуют, то 
построенная нами математичесная модель онажется в затруднительном поло

жении. Подобные задачи вознинают часто и математичесная модель должна с 

14 - 5293 Голованов 
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ними справляться. Математина располаrает методами решения таних задач, 
но эти методы являются итерационными и для тоrо, чтобы получить исномое 
решение, необходимо умазать неноторое ну.левое (начальное) приближение ис
номоrо решения. 

В начестве примера возьмем задачу определения точни пересечения поверх
ности s(u, v) и нривой линии c(t). В тоЧl\е их пересечения радиус-векторы 
кривой и поверхности имеют одинаковые значения: s(u, v) = c(t). Это вен
торное равенство представляет собой систему трех сналярных уравнений, исно
мыми величинами ноторых являются параметры и, v и t. Решив эту систему 
уравнений, получим параметры и, v и t, по ноторым при необходимости можно 
вычислить точну на поверхности или на нривой. Система уравнений в общем 
случае является нелинейной и решается итерационными методами. Точен пе
ресечения может быть несколько и от тоrо, с наного приближения параметров 
начнется итерационный процесс решения, зависит, н наним параметрам сой
дется решение. Из данного примера видно, что для решения задачи нужно 
уметь делать две вещи: находить нулевое приближение для наждоrо решения и 
решать системы нелинейных уравнений. Что насается решения системы урав
нений, то существует мноrо методов, ноторые приводят н исномым решениям, 

если норре:ктно задано ero нулевое приближение. Мы рассмотрим эти методы 
чуть позже. 

Для нахождения нулевого приближения наждоrо решения используем ме
тод проб и ошибон. Нулевое приближение может быть найдено довольно rрубо, 
важно толь:ко, чтобы оно лежало в области сходимости решения системы урав
нений н одному из точных решений. Важно та:кже, чтобы :каждому решению 
было найдено свое нулевое приближение. Для поисна нулевых приближений 
будем проверять некоторое событие в выбранных точнах rеометричесних объ
ентов. В упомянутом примере пересечения нривой и поверхности возьмем не-
ноторые значения uC0), vC0) и tC0) параметров поверхности и нривой и заменим 
поверхность частью касательной к ней плос:кости в выбранной точне, а :кри
вую заменим частью касательной прямой линии в выбранной точ:ке. Найдем 
точну пересечения насательной прямой и насательной плосности и оценим, да

лено ли от точен насания находится точна пересечения. Если точна пересечения 
находится недалено от точен, в ноторых построены насательная прямая и на-

сательная плосность, то параметры u(D), vC0) и t(D) можно принять в начестве 
начальноrо Приближения для дальнейшеrо определения параметров точни пере
сечения. Если же точна пресечения находится далено от точен, в ноторых по
строены :касательная прямая и касательная плосность, то возьмем друrие точни 

на нривой и поверхности и выполним в них те же действия. 
В данной схеме проверон остается неясным, нание точни можно считать 

близними и нание точни следует выбрать для проверни следующими. Для нри
вых и поверхностей эти величины удобнее измерять в параметричесних еди
ницах. Расстояние близости и длина перемещения для следующей проверни в 
соседнюю точну являются связанными величинами. Действительно, если близ
ним считать неноторое параметричесное расстояние Л, то следующий поисн 
следует выполнять на параметричесном расстоянии Л от данной точ:ки. Длину 
параметричесноrо шаrа будем связывать с иснривленностью rеометричесноrо 
объе:кта. Приращения параметров Л будем называть параметрич,ески.ми ша
га.ми. Шаrи перемещения по параметричесной области нривой через :кривизну 
связаны с допустимым уrлом отнлонения насательной н ней. Шаrи перемеще-
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ния по параметричесно:й области поверхности через соответствующую нривизну 
связаны с допустимым углом отнлонения нормали поверхности. Мансималъно 
допустимую величину угла отнлонения Rасательно:й или нормали обозначим да. 

Шагать по параметричесно:й области нужно достаточно часто, чтобы не про· 
пустить решение, и в то же время достаточно редRо, чтобы потратить меньше 
времени. Это регулируется выбором угла да, при этом шаг по параметру не 
зависит от абсолютных размеров геометричесного объента. Подобная схема вы
бора нулевых приближений применима при выполнении всех операций над нри· 
вымя и поверхностями. 

Из предложенной схемы видно, что для выполнения операций нужно уметь 
норрентно перемещаться по параметричесним областям нривых и поверхностей 
в поисне нулевых приближений решения, уметь находить нулевые приближения 
и уметь находить точное решение, отталниваясь от неноторого приближения. 
Далее мы рассмотрим вычисление шага по параметрам для нривых и поверх
ностей, а танже методы решения систем уравнений при известных нулевых 
приближениях решений и уравнения, описывающие ту или иную операцию. 

4.2. Движение по ларамежричесвой обласжи 
Дм определения нулевого приближения решения системы уравнений будем 

двигаться с неноторым шагом по параметричесной области и в диснретных точ
нах проверять вьшолнение неноторого условия, харантерного для данной опе
рации. Эти диснретные точни должны быть выбраны таним образом, чтобы 
было найдено нулевое приближение для наждого решения. Харантерным усло
вием для операции, нан правило, является смена знана невязни уравнений рас

сматриваемой операции или уменьшение невязни уравнений ниже известного 
уровня. 

Движение по иривой. Движение по параметричесной области неноторой нри
вой с{ t) будем начинать с минимального значения ее параметра tmin. Двигаться 
будем в направлении возрастания параметра до достижения ero мансимального 
значения trnax с неноторым вычисляемым шагом дt по параметру. Шаг дt 
м:ы будем вычислять, исходя из условия, что при переходе от точни н точне 
насательная нривой отнлонялась бы на угол, не превышающий неноторую ве
mчину да. Приращение параметра или параметричесний шаг дt меняется 
от точни н точне. В наждой точ:ке будет проверяться выполнение неноторого 
условия, по ноторому должно быть принято решение о дальнейших действиях. 

Рис. 4.2.1. Заменяющие отрез:ни Rасательных Rривой: при поисне начальных приближений пара
метра 

В неноторых операциях условие будет проверяться на отрезне насательной пря
мой, построенной в данной точне. Фантичесни будет вьшолнена замена нривой 
отрезнами прямых линий, насательных н нривой. На рис. 4.2.1 поназана нривая 

14* 
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и заменяющие ее отрезни на начальной стадии операции. Направление отрез
нов совпадает с насательными нривой в точнах насания:. Касательные строятся 
в точнах вычисления: очередного шага. Дины отрезков и точни, в ноторых вычи
сляются: насательные, зависят от нривизны нривой и определяются следующим 
образом. 

Пусть в процессе движения: мы находимся в неноторой точне нривой, описы
ваемой параметром t = to. Следующее значение параметра t = to + дt должно 
быть таним, чтобы насательный вентор в новой точне отнлонился бы от наса
тельного вентора нривой в предыдущей точне на угол, не превышающий да. 
Значение предельного угла отнлонения будем считать заданным. Для вычисле
ния: нулевых приближений параметров при выполнении операций можно при
нять 1Т /10 ~ да ~ 1Т /20. Таним образом, нам нужно предвидеть иснривление 
линии в неноторой онрестности точни t = to и в соответствии с этим выбрать 
следующую точну. Если предположить, что нривизна нривой сохраняется: по
стоянной в окрестности точни t = to, то нривая отнлонится: на угол да, если 
точка сместится: по дуге на рас стояние 

до: 
дs = k' (4.2.1) 

где k - нривизна нривой в данной точне. Если еще предположить, что и длина 
производной радиус-вентора нривой сохранится: постоянной в онрестности рас
сматриваемой точни, то смещению дs по дуге будет соответствовать приращение 
параметра 

дs да 

дt = ~ == klc'i' (4.2.2) 

где с' - производная радиус-вентора нривой по параметру. Подставив в 116-

следнее равенство выражение (1.5.28) для: нривизны нривой, получим шаг по 
параметру 

дalc'l2 
дt= I' "1' с х с 

(4.2.3) 

Описанным способом пройдем по всей линии и проверим в наждой точке 
выполнение неноторого условия, по ноторому можно судить о близости того или 
иного события:. В каждой точне остановни мы построим отрезон прямой линии 
длиной lc1 lдt, насающиtfся: своей серединой нривой в рассматриваемой точне. 

Все рассуждения: баз'Ируются: на том, что рассматриваемую окрестность при
вой мы аппроисимируем дугой онружности ионечного радиуса. При стремле
нии нривизны в рассматриваемой точие н нулю длина параметричесного шага 

стремится: и беснонечности. Кривизна :кривой в рассматриваемой точке мо
жет быть очень малой или вовсе равной нулю, хотя в достаточно близиой н 
рассматриваемой точне области нривизна может иметь гораздо большее значе
ние. В таном случае мы шагнем слишном далено. Для: учета подобных ситуаций 
можно ввести ограничение мансимального параметричесного шага или сделать 

небольшой шаг по параметру и повторить вычисления: в новой точке. Если в 
рассматриваемой точке длина первой производной радиус-вентора стремится н 
нyJIIO, то длина параметрического шага тоже стремится и нулю. Длина пер
вой производной радиус-вектора :кривой в рассматриваемой точие может быть 
очень малой или вовсе равной нулю, хотя: в достаточно близной н рассматривае-
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мой точ:ке области длина производной может иметь гораздо большее значение. 
В та:ком случае приращение параметра будет неоправданно малым или вовсе 
равным нулю. ДлR: учета подобных ситуаций введем ограничение минималь
ного параметрического шага. ДлR: разных :кривых это ограничение может быть 
различным. 

Параметричес:кие шаги допускаетсR: определять приближенно, та:к :ка:к мы 
ничего не вычислR:ем о:кончательно, а лишь находим нулевые приближениR: для 
дальнейшего уточнениR:. ДлR: не:которых :кривых нет необходимости прибегать :к 
вычислениR:м длR: определения шага дt. Например, длR: окружности или ее дуги 
дt = да, если параметром fIBЛR:eтCfI центральный угол, длR: отрез:ка прямой 
МОЖНО ПОЛОЖИТЬ дt = tmax - tmin· 

Движение по Поверхности. Движение по параметричес:кой области не:которой 
поверхности s(u, v) будем выполнять аналогично движению по :кривой. Поло
жим один из параметров постоR:нным, и будем двигаться вдоль другого пара
метра описанным выше способом. При движении будем заодно вычислR:ть и 
шаг по параметру, который в данный момент считаем фи:ксированным с та:ким 
расчетом, чтобы в :конце вычислить среднее значение шага и по неподвижному 
параметру. ДлR: вычислениfI шага по параметрам поверхности в правую часть 
(4.2.2} подставим кривизны (1.8.5} вдоль координатных линий поверхности. 
При v = const и и= const кривизны линий соответственно равны µи.= Ь11/g11 
и µ11 = Ь22/g22, где g11 и g22 - :коэффициенты первой основной квадратич
ной формы поверхности (1.7.8), Ьн и Ь22 :коэффициенты второй основной 
нвадратичной формы поверхности (1. 7.21). В результате шаг по параметрам 
поверхности вычислим по формулам 

дu = дay'gil = дa\s1I, 
Ьн m · s11 

(4.2.4) 

дv = Ла~ = дals2I, 
~2 m · s22 

( 4.2.5) 

где m нормаль поверхности, s1 ·производная радиус-ве:ктора поверхности 

по параметру и (по первому параметру), s2 - производнаR: радиус-ве:ктора по
верхности по параметру v (по второму параметру). 

Начинать движение по параметрической области поверхности будем с ми
нимальных значений параметров Umin и Vmin· Двигаться будем в направлении 
возрастаниfI одного из параметров до его ма:ксимального значения, одновре

менно вычисляя среднее значение шага вдоль другого параметра. Затем сде
лаем усредненный шаг по другому параметру поверхности и повторим проход 
по первому параметру от его минимального значениR: до максимального. Та:к 
рядами пройдем всю параметричес:кую область поверхности. Если поверхность 
построена на базе кривых линий, то длR: вычислениR: шага по параметру по
верхности можно привле:кать соответствующий шаг по параметру :кривой. Для 
аналитичес:ких поверхностей нет необходимости прибегать к вычислениR:м по 
формулам (4.2.4) и (4.2.5), так :как шаг можно определить по аналитичес:ким 
формулам поверхности. 

Та:к же :как длR: кривых, все рассуждения для поверхностей базируютсR: на 
том, что рассматриваемая окрестность точки поверхности сохраняет постоR:нной 
нормальную :кривизну вдоль параметрических направлений. Если же одна из 
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нормальных :кривизн в рассматриваемой точ:ке стремится :к нулю, то длина соот
ветствующего параметричес:кого шага стремится :к бес:конечности. Нормальная 
:кривизна поверхности в рассматриваемой точ:ке может быть очень малой или 
вовсе равной нулю, хотя в достаточно близ:кой :к рассматриваемой точ:ке области 
:кривизна может быть большой. Для того чтобы не перешагнуть через резное 
изменение формы поверхности, можно ввести ограничение ма:ксимального шага 
по :каждому из параметров или сделать небольшой шаг по соответствующему па
раметру и повторить вычисления в новой точ:ке. Если же в рассматриваемой 
точ:ке длина частной производной радиус-ве:ктора стремится :к нулю, то длина 
соответствующего параметричес:кого шага тоже стремится :к нулю. Чтобы пара
меrричес:кий шаг ue мог стать :ка:к угодно малым, можно ввести ограничение 
минимального параметричес:коrо шага по параметрам поверхности. Для разных 
поверхностей это ограничение может быть разлиУffiым. 

Используя описанную схему движения по параметричес:кой области, можно 
пройти по отдельным точ:кам поверхности и проверить в :каждой точ:ке выполне

ние не:которого условия, по :которому можно судить о наличии решения вблизи 
точ:ки. Можно получить разбиение параметричес:кой области поверхности на 
прямоугоJIЬни:ки со сторонами дu и д v внутри :каждого такого прямоуголь
ни:ка поверхность аппро:ксимировать четырехугольной частью плос:кости (4.1.2}, 
:каrорая в средней точ:ке :касается рассматриваемой поверхности. Другими сло
вами, при необходимости можно по:крыть поверхность плос:кими четырехуголь
ни:ками (рис. 4.2.2), со сторонами дu и дv (при этом они могут частично пере
:крывать друг друга и частично выходить за область определения параметров) 
и проверить на :каждом четырехугольни:ке выполнение не:которого условия. 

Рис. 4.2.2. Заменяющие поверхность :касательные четырехуrопьни:ки 

Результаты этой провер:ки будут меняться от четырехугольни:ка :к четырехуrоль
ни:ку и примерно будут равны результатам аналогичной провер:ки этого же усло
вия для самой поверхности. По результатам проверни не:котороrо условия можно 
определить нудевое приближение :каждого решения. 

Описанный способ движения по :кривой или поверхности не зависит от раз
меров последних. Он преследует цель отследить близость не:котороrо события 
для геометричес:кого объе:кта и испОJIЬзуется в операциях над rеометричес:кими 
объе:ктами. Для других целей (например, визуализации объе:кта) используются 
другие способы вычисления параметрического шага и перемещения по параме
трической области. 
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4.З: Решение системы нелинейных уравнений 

Каждая операция содержит свои уравнения, :которые отражают ее геометричесний 
смысл. Уравнений может быть одно или нес:коль:ко, они могут быть сналярными или 
веиторными. Веиторное уравнение является удобной записью несиольиих сналярных 
уравнений для соответствующих номпонент венторов. В общем случае выполнение опе
рации сводится н решению неноторой системы сиалярных нелинейных уравнений от
носительно параметров нривых и поверхностей. Задача определения норней системы 
нелинейных уравнений решается с помощью неиоторого итерационного процесса, но
торый шаг за шагом уточняет норни уравнения. Итерационный процесс предполагает, 
что и на первой итерации известно неноторое приближенное значение норней системы. 
Будем считать, что начальное приближение решения нам известно и что оно находится 
в области сходимости. 

Метод Ньютона-Раф~она. Пусть требуется найти значения n неизвестных х 1 , 
х2, ... , Xn, удовлетворяющих n алгебраичес:ким уравнениям: 

/1 (х1, х2, ... , Xn) = О, 
f2(x1, х2, ... , Xn) =О, (4.3.1) 

fn(X1, Х2, ... , Xn) = 0, 

где /1, !2, ... , f n непрерывно дифференцируемые в неноторой оирестности началь
ного приближения фуннции. Одним из наиболее часто используемых методов решения 
систем нелинейных уравнений является метод Ньютоиа-Рафсоиа. Предположим, что 
после r итераций нам известно r-e приближение решения х 1 (r), x2(r), ... , Xn (r), ноторое 

* • • д . 1 2 отличается от точного решения х1 , х2 , ... , Xn на величины Xi, i = , , ... , n 

х .*-х.(r)+дх· ,;-12 n 
• - i i' 111 - ' ' ••• , • 

Погрешности дхi неизвестны и подлежат определению. Введем обозначения: x(r) = 
= {х1 (r}, x:;/r), ... , Xn {r}} - для совонупности неизвестных на r-м приближении, 
fi(x(r)) = fi(X1 (r), X2(r), .. . , Xn(r)), i = 1, 2, ... , n ~ для фуннций на r-м прибли
жении, дfi(x(r))/дxj, i, j = 1, 2, ... , n - для частных производных фуннций на r-м 
приближении. Разложим левую часть иаждого уравнения системы ( 4.3.1) в ряд Тейлора 
по степеням дхi в оирестности r-го приближения 

* * * _ (r) дfi(X(r)) Dfi(x(r)) дfi(x(r)) 
/i(X1 , Х2 , ... , Xn ) - fi(X ) + д дх1 + д дх2 + "· + д дхn+ 

Х1 Х2 Xn 
1 а2 fi(x<r)) 2 182 fi(x(r)) 2 1 82 fi(x(r)) 2 

+ 2 дх12 (дх1) + 2 дх22 (дх2) + ... + 2 дхn2 (дхn) + ... ' ( 4.3.2) 

i = 1, 2, ... , n. 
Левую часть (4.3.2) заменим нулем, тан иан fi(X1 •, х2"', ... 

1 
Xn "')=О, а в правой части 

отбросим величины второго порядна малости и выше по Axi, i = 1, 2, ... , n. Тогда 
система ( 4.3.1) заменится системой уравнений . 

8/1(х(r))Д DJ1(x(r))Д д/1(х(r))Д f ( (r)) 

а Х1 + д Х2 + • . · + д Xn = - 1 Х , 
Х1 Х2 Xn 

а J~x(r)) Лх 1 + Of~x(r)) Лх2 + ... + дf~(x(r)) Лхп == -!2(x<rJ), (4.3.3) 
Х1 Х2 Xn 

•••••••••••••••••••••••••• 1 •••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

8fn(x(r))Д Dfn(x<r))Д дfn(x(r))Д _ f ( (r)) 

а Х1 + д Х2 + · · · + д Xn - - n Х , 
Х1 Х2 Xn 
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являющейся линейной системой относительно погрешностей дхi, i = 1, 2, ... , n. Ре
шив систему линейных алгебраичесних уравнений ( 4.3.3), вычислим следующее при
ближение для исномого решения: 

(4.3.4) 

Каждое приближение будет отличаться от точного решения, так на:к мы линеаризовали 
систему уравнений. Погрешности Лхi на каждом приближении будут становиться все 
меньше и меньше. Мы не будем останавливаться на условиях и скорости сходимости 
метода Ньютона-Рафсона. С:кажем только, что если начальное приближение выбрано 
достаточно хорошо и матрица системы линейных уравнений ( 4.3.3) на каждой итерации 
хорошо обусловлена и имеет обратную матрицу, то метод Ньютона-Рафсона сходится 
к единственному в данной окрестности решению 

lim x/r) = xi*, i = 1, 2, ... , n. 
r--ню 

Метод Ньютона-Рафсона имеет :квадратичную сходимость 

lxi:(r+l) - Xi*I ~ Mlx/r) - х/1 2 , i = 1, 2, ... , n, 

где М определяется матрицей системы (4.3.3) и удовлетворяет неравенству 

Mlx/r) - х/' 1 < 1. 

( 4.3.5) 

Это сравнительно быстрая сходимость - после очередной итерации погрешность ка
ждой неизвестной уменьшается примерно на один или два порядна. Итерационный 
процесс решения системы нелинейных уравнений (4.3.1) заканчивается, когда на оче
редной итерации погрешности всех неизвестных становятся меньше заданной вели
чины е: 

IЛxil < € для всех i = 1, 2, ... , п. 

Запишем систему линейных уравнений ( 4.3.3) в матричном виде 

(4.3.6) 

где 

ал ал ал 
ах1 ах2 axn Х1 (r) fi (x(r)) 

F' (xi(r)) = 
af2 а12 af2 

x(r) = X2(r) 
f(x(r)) = f2 (x(r)) 

ах1 ах2 axn 
............ " " ........ 
afn afn afn 

Xn(r) f n(x(r)) 

ах1 ах2 axn 

F'(x(r)) - матрица Якоби, которая одновременно является матрицей системы линей

ных уравнений (4.3.3), f(x(r)) = [fi(x(r)) f2(x(r)) ... fn(x(r))] т - матрица-столбец 
значений функций (4.3.1), x(r) = (x1 (r) x2(r) ... Xn(r)]T -матрица-столбец неизвест
ных на r-м приближении. Запись системы (4.3.3) в матричной форме (4.3.6) похожа 
на запись 
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метода Ньютона для одного нелинейного уравнения. Ре:куррентное соотношение для 
одного нелинейного алгебраичес:кого уравнения J(x) =О имеет вид 

x(r+l) = x(r) - J(x(r)) . 
дf(х(r))/дх 

Ре:куррентное соотношение (4.3.4) для системы уравнений (4.3.3) в матричной форме 
имеет вид 

МодифШJ;ИрованвъIЙ метод Ньютона. В не:которых случаях для решения системы 
(4.3.1) применяется модифицироваииый метод Ньютоиа, :который имеет вид 

(4.3.7) 

Модифицированный метод Ньютона оrличается тем, что при решении системы линей
ных уравнений матрица F' не вычисляется на :каждой итерации заново, а использу-
ется матрица, вычисленная на первой итерации F1(x(0>). Модифицированный метод 
Ньютона обладает линейной сходимостью, поэтому для получения той же точности он 
требует больше итераций, чем метод Ньютона. Но общие вычислительные затраты мо
дифицированного метода Ньютона за счет расчета по готовой матрице могут о:казаться 
меньшими, чем у метода Ньютона. Модифицированный метод Ньютона является пред
ставителем стационарных методов решения нелинейных систем уравнений в силу того, 

что матрица F' ( z(o)) не зависит от номера итерации. 
Если система ( 4.3.1) имеет большую размерность, то хорошие результаты дает :ком

бинация метода Ньютона и модифицированного метода Ньютона, :когда после очередной 
итерации метода Ньютона выполняется не с:коль:ко итераций модифицированного метода 
Нрютона. 

Метод Ньютона ( 4.3.6) допус:кает еще одно видоизменение, :которое называется 
.методом Ньютоиа с параметром и имеет вид 

(4.3.8) 

где т(r) - изменяющийся на :каждой итерации параметр. Параметр :ка:к бы :корре:к
тирует правую часть системы ( 4.3.3), «улучшая» решение на итераци11. Для исполь
зования метода Ньютона с параметром нужно иметь способ вычислять или оценивать 

параметр r(r). Оцен:ку параметра можно выполнять по приращениям неизвестных на 
итерационном шаге. Параметр обычно имеет значения 1 ~ т(r) ~ 2. Метод Ньютона с 
параметром обладает линейной сходимостью. 

Метод простой итерации. Рассмотренные методы Ньютона являются представите
лями неявных методов решения нелинейных систем уравнений в силу того, что ма-

трица F'(x(r)) не является единичной. К явным методам относится метод простой 
итерации, :который получим из (4.3.8) заменой F'(x(r)) на единичную матрицу 

(4.3.9) 

Если в ( 4.3.9) т<r) = r = const не зависит от итерации, то получим метод реJ&аксации. 
Метод простой итерации сходится, если JIE - т(r)F'(x(r))IJ < 1. Метод простой итера
ции не требует решения системы линейных алгебраичес:ких уравнений, но сходится 
медленнее других рассмотренных методов (в определенных случаях он не сходится). 

Метод Якоби. Рассмотренные до сих пор методы являлись линейными относительно 
новой итерации Xi(r), i = 1, 2, ... , п. Существуют и нелинейные методы, :когда для 
вычисления x/r) приходится решать нелинейные уравнения. Одним из нелинейных 
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методов является метод Якоби, в .котором решаются n нелинейных уравнений 

f (х (r+l) Х (r) Х (r)) - О 1 1 , 2 , · • ., n - , 

f2(x1(r), X2(r+l), ... , Xn(r)) =О, (4.3.10) 

J n(X1 (r), Х2 (r), ... , Xn (r+l)) =О. 

В :каждом уравнении неизвестной считается толь:ко одна величина. Любое уравнение 
fi(x1 (r), x2(r), ... , Xi-1 (r), Xi(r+l), Xi+l (r), ••. , Xn (r)) = О может быть решено отдельно 
от других одним из описанных методов применительно :к одному уравнению. 

Метод ЗейдеJI.Я. Другим нелинейным методом явлRетсR метод Зейдел.я, в :котором 
решаются n нелинейных уравнений 

fi (х1 (r+l), Х2 (r), ... , Xn (r)) = О, 

(4.3.11) 
••••••••• ' ••• ' • ' ' ••• ' ' " •• " 41 " ••••••••• 

f п(Х1 (r+l), Х2 (r+l), ... , Xn (r+l)) = О, 

в i-м уравнении неизвестной считается величина Xi(r+l). Уравнения (4.3.11) решаютсR 
последовательно, та:к что в i-м уравнении все Xj(r+l), j = 1, 2, ... , i - 1 известны 
из решения предыдущих уравнений. Нелинейные методы сходятсR гораздо медленнее 
метода Ньютона. В нелинейных методах не требуетсR СтJ.>оить матрицу системы урав
нений. Решение :каждого уравнения (4.3.10) или (4.3.11) выполняется независимо от 
других уравнений системы. Решение :каждого уравнениR в свою очередь выполняетсR 
итерационно. Эти итерации называются внутренними, а итерации для всей системы 
нелинейных уравнений называются внешними . 

. Брльшое распространение получили гибридные методы, .когда внешние итерации 
осуществляются одним методом, а внутренние итерации - другим. Например, внеш
ние итерации можно выполнRть методом Ньютона, а внутренние (итерационное реше
ние системы линейных уравнений) - методом Зейделя. При этом внутренние итера
ции необязательно выполнять до тех пор, по:ка решение будет удовлетворять заданной 
точности, а можно ограничиться не:которым заданным числом итераций. 

Метод градиента. В методе скорейшего спуска или методе градиента решение 
системы (4.3.1) сводитсR :к задаче отыс:кания минимумов фун:кции U(x1, х2, ... , Xn), 
:которую можно построить различными способами, например, 

или 

n 

U(x1, Х2, ... , Xn) = L (fi(X1, Х2 1 ••• , Xn)) 
2 = fт · f 

i=l 

n n 

(4.3.12) 

U(x1, х2, ... , Хп) = LLaijfi(X1, Х2, ... , Хп)f3(х1, х2, ... , Xn) = rT ·A·f, (4.3.13) 
i=l i=l 

где aii - элементы не:которой положительно определенной матрицы А, fT = (!1 f 2 ... f n] 
и f = [fi !2 . " fп]т - матрица-стропа и матрица-столбец, элементами :которых Rвля
ЮТСR ~равые части уравнений системы (4.3.1). Фун:кцию (4.3.12) будем считать част
ным случаем фун:кции (4.3.13). Если х1"', х2*, ... , xn* есть не:которое решение си
стемы (4.3.1), то U(x1*, х2*, .", Xn*) =О. В других точ:ках U(x1, х2, .", Xn) >О в 
силу положительной определенности матрицы А. Та:ким образом, решение системы 
(4.3.1) сводится :к поис:ку нулевых минимумов фун:кции U(x1, х2, ... , Xn)· Будем рас
сматривать фун:кцию U(x1, х2, ... , Xn) :ка:к не:которую с:калярную фун:кцию n-мерного 
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веRторного пространства и будем обозначать ее еще и RaR U(x), где исRомые величины 
считаются Rомпонентами п-мерного веRтора х = [х1 х2 .· .. хn]т. Производные 8U/8xj, 
j = 1, 2, ... , п в этом пространстве являются :компонентами вектора 

ДЛR фуНRЦИИ (4.3.12): 

'VU = gradU = [ дU дU 
дх1 дх2 

n 
8U ~2f ( )8ft(X1, Х2, ..• , Xn) 
-8 == L...J i Xt, Х2, ••• , Xn д · 

Xj i=I Xj 

(4.3.14) 

В матричной записи на r-й итерации градиент (4.3.14) длR фуннции (4.3.12) имеет вид 

( 4.3.15) 

где F'т (x(r>) - транспонированная матрица Яноби F'(x(r)), Rоторая определена в 
( 4.3.6). ВеRтор 'VU EaR градиент с:Rалярной фун.кции, вычисленный при неRоторых 
значениях х1 (r), х2 (r), ... , Xn (r), ортогонален поверхности уровня, для .которой 
И(х1 , х2, ... , Xn) = U(x1(r), x2(r), .. . , Xn(r)) = const, и направлен в сторону возраста
ния фунRции U ( х1 , х2, ... , Xn) в данной точ.ке п-мерного пространства. Таним образом, 
итерационнаR зависимость для определения ЭRСтремума фунRции U ( х1 , х2, ... , xn) 
имеет вид 

( 4.3.16) 

Остается определить множитель ,\(r)_ Для этого подставим новое приближение (4.3.16) 
в исследуемую фун1щию U(x1, х2 , ••• , xn) и рассмотрим ее RaR фунRцию параметра,\ 

n 

U(Л) = U(x(r) - A'VU(x(r))) = L(fi(x(r) - A'VU(x(r)))) 2
• 

i=l 

Параметр Л должен иметь та.кой знаR, чтобы от итерации .к итерации фушщиR U(A) 
уменьшалась, а величина параметра Л должна позволRть при данном ве:Rторе \7U(x(r)) 
Ra:R можно ближе продвинуться R минимуму фунRции U ( Л). Параметр Л приближенно 
можно найти следующим образом. СчитаR параметр Л малой величиной, разложим 
фунRцию U(Л) в рRд Тейлора по степеням,\ в онрестности нулR с точностью до слагае
мых второй степени. В результате получим 

n 2 
U(Л) :::= L (fi(x(r)) - Л(\7 fi(x(r))) т · 'VU(x(r))) , (4.3.17) 

i=l 

где 

('V fi(x(r))) Т = [ 8 fi д fi ". 
8
8Xfni] 

дх1 дх2 :х('") 

ФунRцИR U(Л) дает изменение значения фунRции U(x(r)) вдоль нормали 'VU(x(r)) R 
поверхности уровня в точне x(r), поэтому значение параметра получим из условия ми
нимума фунrщии U(Л) иаR Rорень уравнения U'(Л) = О. Возьмем производную U(Л) 
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по Л, приравняем ее нулю и получим уравнение для определения Л 

n 

-2 L ( (\7fi(x(r))) т · \7U(x(r))) (fi(x(r)) - Л{\7fi(x(r))) Т · \7U(x(r))) =О. 
i=l 

Отсюда получим параметр 

~ ( (\7fi(x(r) )) Т · \JU(x(r) )) fi(x(r)) 
L.J __ 1 (F' · F' т · f) · f Л(r) = _i=_1 _____________ _ 

f: ((\lfi(x(r))) т. ~U(x(r))) 2 - 2 (F' · F'т · f) · (F' · F'т. f)T' 
i=l 

где мы использовали равенство (4.3.15) и для RратRости обозначили F' = F'(x(r)), 
f = f(x{r)). ТаRим образом, для принятых упрощений равенство (4.3.16) примет вид 

x{r+I) = x(r) - (F'. F'T. f). f F'т (x(r)). f(x(r)) 
(F' · F' т · f) · (F' · F' т · f) т . 

(4.3.18) 

В процессе решения следует следить за поведением параметра лСr). Он не должен 
возрастать от итерации R итерации и должен изменяться плавно. Существует много 
разновидностей метода градиента на основе управ;Ления этим параметром. Для дважды 
дифференцируемых фунRций ft(x1, х2, .. . , Xn), i = 1, 2, ... , n,, можно получить более 
точные формулы для параметра Л(r). 

Если начальное приближение выбрано удачно и в оRрестности исRомого нулевого 
минимума фунRции И ( х1 , х2, ... , Xn) нет других минимумов, то метод градиента до
вольно быстро даст исномое решение с заданной точностью. Если в онрестности исно
мого решения фунRция U(x1, х2, ... , xn) имеет другие минимумы, то итерационный 
процесс ( 4.3.16) сойдется, но не обязательно даст решение исходной системы уравнений 
(4.3.1). 

Сжимающий оператор. Все рассмотренные методы решения системы нелинейных 
уравнений можно записать в виде 

( 4.3.19) 

где M(x(r)) - :квадратная матрица размерности n, b(x(r)) матрица-столбец, т(r) 
СRалярный Параметр, x(r) - n-мерный веRтОр неRОТОрОГО ЛИНеЙНОГО НОрМИрОВаННОГО 
пространства, Rомпонентами Rоторого являются исRомые величины на r-й итерации 

решения. Для всех методов в исномой точне х* = [х1 * Х2 * ... Xn *JT выполняется 
равенство Ь(х*) =О. Если условно решить уравнение (4.3.19) относительно x(r+I), то 
получим 

(4.3.20) 

где S(x(r)) будем называть оператором, отображающим n-мерное пространство само 
на себя. Точна х* является неподвижной точной оператора, таR :и.ан для нее выпол
няется равенство х* = S(x*). Оператор называется сжимающим в неноторой области 
n-мерного линейного нормированного пространства, если существует число О< q < 1 
таRое, что для любых x(r+l) и x(r), принадлежащих этой области, выполняется нера
венство 
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Величина q называется коэффициентом сжатия. Существует доказательство того, что 
если оператор S(x) является сжимающим на всем конечномерном линейном нормиро
ванном пространстве, то он имеет единственную неподвижную точку х* и итерацион-

ный процесс ( 4.3.20) сходится к этой неподвижной точ:ке при любом начальном х(о). 
Для погрешности решения на r-й итерации справедлива оценка 

Операторы, соответствующие рассмотренным итерационным процессам, являются сжи
мающими только в некоторых окрестностях решений, но если в процессе вычислений 
мы не выходим из онрестности, где оператор является сжимающим, то итерационный 
процесс сойдется к единственному в этой окрестности решению. 

4.4.*Решеиие еиетеl\IЬI mmейных уравнений 

В процессе решения системы нелинейных уравнений (4.3.1) на каждой итерации 
требуется решать систему линейных алгебраических уравнений 

а11. Х1 + а12Х2 + а~зхз + ... + ainXn = Ь1, 
а21Х1 + а22Х2 + а2зХз + ... + a2nXn = Ь2, 
аз1Х1 + аз2х2 + аззхз + ... + aзnXn = Ьз, ( 4.4.1) 

для. н:еизвестных величин Xi, i = 1, 2, ... , n. Если вернуться к системе уравнений 
дf·(x(r)) 

(4.3.3), то из нее система (4.4.1) получена путем обозначения дхi через xi; ~ -
х· 3 

через aij; -fi(x<r)) - через bi. Для удобства записи системы уравнений коэффици
енты aij предс'!·авим в виде квадратной матрицы А, неизвестные Xi и правые части bi 

представим в виде матриц-столбцов х = [х1 Х2 •.. Хn]т и Ь = (Ь1 Ь2 ... Ьn]т. В матрич
ной записи система линейных уравнений ( 4.4.1) имеет вид 

А·х=Ь. (4.4.2) 

Система ( 4.4.1) имеет единственное решение, если определитель матрицы А отли
чен от нуля. Существует много методов решения системы уравнений ( 4.4.1). Неноторые 
методы рассчитаны на матрицы А специального вида (трехдиагональные, симметрич
ные, разреженные). При выполнении операций над геометрическими объектами ма
трица А имеет общий вид. Dce методы решения систем линейных алгебраичесиих 
уравнений условно можно разделить на две группы: прямые методы и итерапионные 
методы. В прямых методах решение находится за ионечное число арифметичесиих 
действий. В итерационных методах решение находится как предел последовательных 

приближений исномых функций Xi(r), i = 1, 2, ... , n. Как правило, прямые методы 
быстрее и с большей надежностью дают решение системы, но итерационные методы 
требуют во много раз меньше памяти во время вычислений. Эти обстоятельства играют 
главную роль при выборе метода решения. 

Метод исвmочения Гаусса. Одним из наиболее часто применяемых прямых методов 
решения системы линейных уравнений является метод исклю11.ени.я Гаусса. Заме
тим, что решение системы уравнений (4.4.1) не зависит от порядна, в котором запи
саны составляющие систему уравнения, поэтому строки системь1 можно безболезненно 
переставлять местами, если это будет необходимо. Среди иоэффициентов ан, а21 , ... 
. . . , an1 найдем максимальный по абсолютной величине иоэффициент. Пусть это будет 
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коэффициент akl. Переставим местами 1-е и k-e уравнение. Тем самым мы избежим 
ситуацию, когда коэффициент при первом неизвестном равен нулю: ak1 не может быть 
равен нулю, иначе был бы равен нулю определитель матрицы А. В матричной записи 
перестановка 1-й и k-й строк уравнения осуществляется умножением уравнения (4.4.2) 
на элементарную матрицу перестановки P1k 

P1k · А· х = Plk · Ь, 

которая получена из единичной матрицы Е перестановкой в ней 1-й и k-й строк. В про
цессе решения системы уравнений будут меняться местами строки матрицы. В нонце 
процесса исключения неизвестных матрица А будет n раз умножена на элементар
ные матрицы перестановни, т. е. фантичесни мы будем работать не с матрицей А, а с 
матрицей Р ·А, где Р - произведение элементарных матриц перестановки. Ума
триц перестановки в каждой строке и каждом столбце только один элемент отличен от 
нуля и равен единице. Элементарные матрицы перестановки определяются в процессе 
исключения неизвестных. Для упрощения записи через aii в дальнейшем будем обо
значать коэффициенты матрицы Р · А, а через А в дальнейшем будем обозначать 
матрицу Р ·А. Другими словами будем считать, что нам заранее известен способ 
перестановки уравнений системы ( 4.4.1), позволяющий избежать появление нулевых 
элементов на диагонали матрицы в процессе исключения неизвестных. Умножение 
произвольной матрицы на элементарную матрицу перестановки изменяет знак опред&

лителя матрицы, сохраняя значение определителя. 

От перестановки уравнений решение системы не изменится. Решение системы 
линейных уравнений не изменится, если любое уравнение поделить или умножить на 
произвольное не равное нулю число, а также, если к правой и левой частям любого 
уравнения прибавить любое число или линейную комбинацию остальных уравнений 
системы. Используем эти свойства для того, чтобы обратить в нуль коэффициенты ajl 

при первой неизвестной кроме а11 (бывший ak1 ). Для этого поделим первое уравнение 
на ан и получим его в виде 

где 

a1j 
u1j = -, j = 2, 3, ... , n, 

ан 

(4.4.3) 

Из остальных уравнений вычтем уравнение ( 4.4.3), умноженное на ak1, соответственно 
для k-го уравнения. В результате каждое k-e уравнение примет вид 

где 

aij 
ak/1) = akj - ak1-, 

а11 

(1) Ь1 
Ь11: = Ьk - ak1-, 

ан 

(4.4.4) 

j - 2, 3, ... , n, 

k = 2, 3, ... , n. 

Таким образом, от системы ( 4.4.1) мы переЙдем к эквивалентной ей системе уравнений 

Х1 + 'U12X2 + 'U13X3 + · · · + 'UlnXn = Yl, 
а22С1 >х2 + а2з<1 >хз + ... + a2n(l)xn = b2(l), 

аз2< 1 >х2 + аззС1>хз + ... + aзn< 1>xn = Ьз(l), (4.4.5) 
......... , ................................ . 
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в ноторой тольно первое уравнение содержит неизвестную Х1. Если бы из остальных 
уравнений удалось найти х2 , хз, .. . , Хп, то неизвестная х1 определилась бы равенством 
х1 = У1 - u12x2 - u1зХз - •.. - u1nXn. Матрицу системы уравнений ( 4.4.5) обозначим 
через А<1 >. Рассмотрим систему уравнений (4.4.5) без первого уравнения. Она анало
гична системе ( 4.4.1), тольно содержит на одно уравнение меньше и меньше на одну 
неизвестную величину 

a22(l)x2 + а2з(l)хз + ... + a2n(l)xn = Ь2( 1 ), 

( 4.4.6) 

С системой (4.4.6) поступим аналогично тому, нан мы от системы (4.4.1) перешли н 
системе (4.4.5). В результате придем к системе уравнений 

где 

Х1 + U12X2 + U13X3 + U14X4 + • · · + U1 nXn = Yl, 

Х2 + U23X3 + U24X4 + • · · + U2nXn = У2, 
азз <2> Хз + аз4 <2) Х4 + ... + азп (2) Хп = Ьз (Z), 

а4з <2) Хз + а44 <2) Х4 + ... + a4n <2
) Xn = Ь4 <2

), 

(2) (2) (2) - ь (2) 
аnз Х3 + an4 Х4 + · · · + й.nn Xn - n , 

а2 · (l) Ь2 (l) 
и - J y---

2j - а22(1)' 2 - а22(1)' 

а2 .(l) 
akj<

2
> = ak/1> - ak2<1

> 
1

( )' j = 3, 4, ... , n, 
а22 1 

ь (1) 
ьk<2)=bk(l)_ak2(l) 2

()' k=3,4, ... ,n. 
az2 1 

(4.4.7) 

Из уравнений ( 4.4. 7) можно выделить систему, содержащую еще на одну неизвестную 
величину меньше. Матрицу системы уравнений ( 4.4. 7) обозначим через А <2). Продол
жая этот процесс далее, придем к системе линейных уравнений треугольного вида 

Х1 + U12X2 + U13X3 + · • · + U1n-1Xn-1 + U1nXn = У1, 
Х2 + U23X3 + · · · + U2n-lXn-l + U2nXn = У2, 

Хз + . ·. + Uзn-lXn-1 + изnХn = Уз, 

Xn-1 + Un-lnXn = Yn-1, 

Xn = Уп, 

( 4.4.8) 

ноторая энвивалентна исходной системе (4.4.1). Таним образом, мы перешли от си
стемы уравнений (4.4.2) н системе 

u. х =у. (4.4.9) 

Матрица U системы ( 4.4.8) содержит нули под главной диагональю и поэтому называ
ется верхней треугольной матрицей. На главной диагонали этой матрицы стоят еди-
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ницы., :Коэффициенты матрицы вычисляются строна за строной 

1 
а12 a1n-l a1n 

а11 ан а11 

1 U12 U1n-l Uln azn-1 (l) a2n 
(1) 

о 1 U2n-l U2n о 1 
a22(l) a22(l) 

U= ••••• ' ••••••••••••••• " tl ••••• . .. " ... " . " ....... " " ...... " " ............ 
о о 1 Un-ln (n-2) 
о о о 1 о о 1 an-ln 

(n-2) an-ln-1 

о о о 1 

Алгоритм вь1числения ноэффициентов матрицы U по ноэффициентам матрицы А вы· 
ражается формулами 

ak ·(О) - ai. · k - 1 2 n 
·з - ~з' - ' ' · · ., ' 

ak. (k-1) 
Ukj = J (k-l), j = k, k + 1, ... , n, 

akk 

а .(k-1) 
(k) (k-1) (k-1) kJ • k + 1 k + 2 aij ·, = aij - aik (k-l) , i = , , ... , n, 

akk 

(4.4.10) 

н ноторым нужно добавить поисн мансимальноrо ноэффициента aik (k), i = k + 1, 
k + 2, ... , п и перестановну уравнений. Будем считать, что перестановна уравнений на 
наждом шаге выполняется описанным выше спос;обом. Алгоритм вычисления правой 
части у по ноэффициентам матрицы А и Ь выражается формулами 

(4.4.11) 
ь (k-1) 

ь.(k) - ь.(k-1) - a·k(k-1) k -
i - i i (k-1) ' 

akk 
i = k + 1, k + 2, ... , n. 

Процесс перехода от системы (4.4.1) 1\ системе (4.4.8) .называется прямым ходом 
метода Гаусеа. Обратным ходом метода Гаусса называется процесс определения неиз
вестных Xn, Xn-1, ... , х2, Х1 из системы (4.4.8). Это леr~.о сделать, определяя Хш 
Xn-1, .•• , х2, х1 последовательно, начиная с последнеrо неизвестного и используя со
отношение 

n 

Xi = Yi - ) ~ UijXj, i = п - 1, n - 2, ... , 2, 1. 
j=i+l 

(4.4.12) 

Описанный метод решения системы линейных уравнений называется методом Гаус
са с выбором главного элемента по столбцу, таи нан в процессе прямого хода мы ис:кали 
уравнение с мансимальным ноэффициентом при «первом~> неизвестном соответствую
щей системы уравнений. 

В методе Гаусса можно иснать главный элемент по стране. В этом случае меняются 
местами не уравнения, а неизвестные во всех уравнениях. Например, пусть требуется 
решить систему уравнений (4.4.1). Среди ноэффициентов ан, а12, ... , a1n, найдем ман
симальный по абсолютной величине :коэффициент. Пусть это будет ноэффициент a1k. 
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Перепишем систему, переставив местами 1-е и k-e неизвестное во всех уравнениях: 

aikXk + ai2X2 + ... + a1k-1Xk-1 + анх1 + aik+1Xk+l + ... + ainXn = Ь1, 
a2kXk + а22Х2 + ... + a2k-1Xk-l + а21Х1 + a2k+1Xk+l + ... + а2пХп = Ь2, 
aзkXk + аз2Х2 + ... + aзk-1Xk-l + аз1Х1 + aзk+1Xk+1 + ... + азпХn = Ьз, (4.4.13) 
..... " ....................... "' ............................. "' .... "' .... "' ... . 

Тем самым мы избежим ситуацию, :когда :коэффициент при первом неизвестном равен 
нулю. От перестанов:ии местами слагаемых в уравнениях решение системы не изме
нится. Далее перенумеруем неизвестные и выполним описанные в (4.4.3) и (4.4.4) 
действия. В результате придем :и системе (4.4.5), в :которой рассмотрим последние 
n - 1 уравнений. Далее найдем ма:исимальный :коэффициент среди а22< 1 >, а2з< 1 >, ... 
. . . , a2n(l) и повт им вышеописанные преобразования для системы размерности на 
единицу меньше. од Гаусса с выбором главного элемента по стро:ие аналогичен ме
тоду Гаусса с выбор о главного элемента по столбцу, с той разницей, что при выборе 
главного элемента по с о:ие выполняется перенумерация неизвестных. 

Можно использовать метод Гаусса с выбором главного элемента по всей матрице, в 
нотором переставляются 'Местами уравнения, и производится перенумерация неизвест

ных на :каждом шаге. 

Ммод раало2В.еШIЯ матрJЩЬI. Систему линейных алгебр аиче с:иих уравнений ( 4.4.1) 
можно решить методом разложенил матрицы А в произведение верхней треуголь
ной матрицы U и нижней треугольной матрицы L. Предположим, что имеет место 
разложение 

А= L· U, 

тогда система (4.4.2) примет вид 

L·U·x=b 

и ее можно заменить двумя уравнениями 

L ·у= Ъ, 

u. х =у. 

(4.4.14) 

(4.4.15) 

(4.4.16) 

(4.4.17) 

Из уравнения ( 4.4.16) с нижней треугольной матрицей L прямой подстанов:иой, начи
ная с первого элемента, лег:ио находится матрица-столбец у, а из уравнения ( 4.4.17) с 
верхней треугольной матрицей U подстанов:иой, начиная с последнего элемента, лег:ио 
находится матрица-столбец неизвестных х. Вычисления выполняются по формулам 

Уп 
Xn = --, 

Unn 

i = 2, 3, ... , n, 

Xi = ~ (Yi - t UijXj)' i = n - 1, n - 2, ... , 2, 1. 
Uii . ·+l 1=i 

Остается толь:ио получить разложение (4.4.14). 

(4.4.18) 

(4.4.19) 

Фа:итичес:ии при выполнении ис:илючения неизвестных в методе Гаусса неявно вы
полняется разложение матрицы А в произведение нижней треугольной матрицы L и 
верхней треугольной матрицы U. Матрицу U мы получаем в явном виде с помощью 

15 - 5293 Голованов 
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формул (4.4.10); из этих же формул можно в явном виде получить матрицу L. Пере
ход от системы уравнений (4.4.1) н энвивалентной ее системе (4.4.5) в матричном виде 
можно представить нан умножение уравнения ( 4.4.2) слева на матрицу 8 1 : 

S1 ·А · х == S1 · Ь, 

где матрица S1 имеет ноэффициенты 

1 
о о 

ан 

а21 
1 о --

ан 

S1 = аз1 
о 1 --

ан 

о 

о 

о 

" " .......... " .. " ..... 
anl 

о о 1 -- ... 
ан 

(4.4.20) 

Переход от системы уравнений ( 4.4.5) н эквивалентной ее системе ( 4.4. 7) в матричном 
виде можно представить как умножение уравнения ( 4.4.20) слева на матрицу S2 : 

S2 · S1 · А· х :::: S2 · S1 · Ь, 

где матрица 8 2 имеет коэффициенты 

1 о о о 

о 
1 

о о 
а22<1 ) 

82 = о 
аз2(l) 

1 о 
a22(l) 

111 ••••••••••••• 111 • " • " •••• 

о 
an2(l) 

о 1 -
а22( 1 ) 

(4.4.21) 

. 

На k-м шаге иснлючения метода Гаусса система уравнений, полученная на предыдущем 
шаге, умножается на матрицу 

1 о о о . . . о 
.. " ....... " .......................... 
о 1 о о о 

( 4.4.22) 

о о 
1 

о о 
akk(k-l) 

sk = ak+lk (k-l) 
о о 1 о 

akk(k-l 
.. " ' " . " . " ........ "' . " ... " . " . " ........ " 
о о 

ank (k-l) 
о 1 ... 

akk(k-l) 
... ' 

В результате прямого хода метода исилючения Гаусса придем н системе уравнений 
(4.4.8), иоторую можно представить в виде 

S ·А· х = S · Ь, (4.4.23) 
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где 

s = Sn . Sn-1 ..... S2 . S1. ( 4.4.24) 

Таким образом, мы получили, что U = Sn · Sn-1 · ... · S2 · S1 ·А, откуда следует, что 

( 4.4.25) 

Матрица типа (4.4.22) называется: элементарной нижней треугольной матрицей. 
Обратная: к ( 4.4.22) матрица также я:вля:ется: элементарной нижней треугольной матри
цей и имеет вид 

1 о о о о 
••••••• * •• " " • " " •••••• * " " ••• " •••••• 

о 1 о о о 

s -1 
k = о о akk(k-l) о о (4.4.26) 

о о ak+lk (k-l) 1 о 
.... " ....... " . " " " " ... " .... " ..... " " 

о о ank(k-1) о 1 

Произведение элементарных нижних треугольных матриц (4.4.26) и есть нижня:я: тре
угольная: матрица, которая: присутствует в разложении (4.4.14): 

(Sn . Sn-1 ..... S2 . S1)-1 - S1 -l . S2 -l ..... Sn-1 -l . Sn -l = 

а11 о о о 

а21 а22 (l) о о 

-L-- - аз1 аз2(l) азз (2) о (4.4.27) 
......... " ............. " ........... 
anl а (1) n2 а (2) 

n3 
а (n-1) 

nn 

Докажем, что любую квадратную матрицу А, все угловые миноры которой отличны 
от нуля:, можно разложить в произведение нижней треугольной матрицы L и верх
ней треугольной матрицы U с единицами на главной диагонали. Будем называть i-м 
угловым минором Mi матрицы А определитель, составленный из первых i элементов 
первых i строк этой матрицы: 

а11 а12 аlз ali 

а21 а22 а2з a2i 

Mi- аз1 аз2 азз азi (4.4.28) 
• 11 ••••• " •••••••••••• " ••• 

ан ai2 аiз ан 

Доказательство проведем методом индукции. Для: матрицы второго порядка это разло
жение имеет вид 

0 ] . [1 U12] 
l22 о 1 ' 

l 
ан а22 - а21а12 а12 

где l11 = ан, l21 = а21, 22 = , и12 По условию ан -:/: О, 
ан ан 

ан а22 - а21 а12 -:/: О, следовательно, l11 -:/: О, l22 -:/: О. Пусть существует разложение 

15* 
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(4.4.14) матриц (k - 1)-го порядка; доиажем, что аналогичное разложение существует 
для матриц k-го порядна. Для этого представим матрицу k-го порядна в виде 

ан а12 alk-1 alk 

а21 а22 a2k-1 a2k [Ak-1 bk] Ak= .................................... 
ak-11 ak-12 ak-lk-1 ak-lk 

ak ak.k ' 

akl ak2 akk-1 akk 

где через Ak-1 обозначена матрица (k - 1)-го порядка, ak = [ak1 ak2 •.• akk-1J, bk = 
= [a1k a2k ••• ak-lk]т. Согласно предположению индуиции Ak-1 = Lk-1 · U k-1, где 
Lk-1 - нижняя треугольная матрица (k-1)-го порядна, Uk-1 - верхняя треугольная 
матрица (k-1)-го порядна с единичной диагональю. Будем ис:иать разложение матрицы 
Ak в виде 

bk] = [Lk-1 о] . [Uk-1 Uk]' 
akk lk lkk О 1 

(4.4.29) 

где lk = [lkl lk2 ... lkk-1J, uk = [u1k u2k •.. Uk-lk]T - неизвестные по:иа матрицы. 
Выполнив умножение в (4.4.29), придем и уравнениям 

Lk-1 · U k-1 = Ak-1, 

Lk-1 · uk - ьk, 
lk · Uk-1 = ak, 

}k . Uk + lkk = akk, 

первое из иоторых выполняется из предположения инду:иции, а из остальных трех 

определятся lk, uk и lkk· Таи ван матрицы Uk-l и Lk-l треугольные, то вычисления 
выьолняются последовательной подстанов:иой 

i-1 

lk1 = akl, lki = aki - 2: lkjUji, i = 2, 3, ... , k - 1, (4.4.30) 
j=l 

i = 2, 3, ... , k - 1, ( 4.4.31) 

k-1 

lkk = akk - 2: lkJUJk· (4.4.32) 
j=l 

Равенство (4.4.32) представляет собой продолжение равенств (4.4.30) для i = k. Таи 
наи значение k не было определено, то формулы ( 4.4.30)-( 4.4.32) являются формулами 
для вычисления элементов нижней треугольной матрицы L и верхней треугольной 
матрицы U разложения нвадратной матрицы. Метод решения системы линейных ал
гебраичес:иих уравнений путем разложения матрицы системы на нижнюю треугольную 
и верхнюю треугольную матрицы часто называют методом Холесского. Коэффициент 
lkk не может быть равен нулю. Это следует из того, что det Ak -:/; О и 

Определитель треугольной матрицы (верхней или нижней) равен произведению ее 
диагональных элементов, поэтому det Uk-1 = 1, тан ван на главной диагонали тре
угольной матрицы U k-1 стоят единицы. Та:иим образом, lkk f::. О. 
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Формулы (4.4.29)-(4.4.32) доказывают, что любую квадратную матрицу А, все угло
вые миноры которой отличны от нуля, можно разложить в произведение нижней тре

угольной матрицы L и верхней треугольной матрицы U с единицами на главной диа
гонали. Такое разложение единственно. Единственность разложения можно доказать 
методом от противного. 

Метод Я:коби. Одним из итерационных методов решения системы линейных алге
браических уравнений ( 4.4.1) является метод Якоби. Выразим из каждого уравнения 
системы одну из неизвестных величин xi, i = 1, 2, ... , n. Например, из i-го уравнения 
выразим i-ю неизвестную и перепишем систему в виде 

i = 1, 2, ... , n. ( 4.4.33) 

В ( 4.4.33) предполагается, что все aii не равны нулю. Этого всегда можно достичь 
с помощью перестановок уравнений местами, что приводит к перестановие строима-

трицы. Через Х1 (r), x2(r), ... , Xn(r) обозначим значения неизвестных на r-й итерации 
решения системы уравнений (4.4.1). Метод Якоби определяет неизвестные на (r + 1)-м 
приближении через неизвестные на r-м приближении с помощью равенства 

i-1 n 
(r+l) _ bi L aij (r) L aij (r) 

Xi - - - -Xj - -Xj , 
а·· а" а·· 
ii . 1 ii . ·+1 ii 

з= з=~ 

i = 1, 2, ... , n. (4.4.34) 

Начальные приближения х1 (О), х2 (О), ••. , Xn (О) могут быть выбраны любыми, при пол
ной неопределенности их можно положить равными нулю. Итерации выполняются до 
тех пор, пока на очередной итерации погрешности всех неизвестных не станут меньше 

заданной величины е > О 
lxi (r+l) - Xi (r) 1 < е для всех i = 1, 2, ... , n. ( 4.4.35) 

Для п-мерного вектора, компонентами которого являются неизвестные на r-м при

ближении, введем обозначение x(r) = [х 1 (r) х2 (r) ... Xn (r)]т. Через D обозначим диа
гональную матрицу, ненулевые элементы которой равны диагональным элементам ма

трицы А. Через С обозначим нижнюю треугольную матрицу, ненулевые элементы 
которой равны элементам матрицы А, стоящим под главной диагональю матрицы А. 
Через R обозначим верхнюю треугольную матрицу, ненулевые элементы которой равны 
элементам матрицы А, стоящим над главной диагональю матрицы А. Эти матрицы 
имеют вид 

о 

С= 
an-11 

an1 

о 

о 

an-12 

an2 

., 
R= 

о 

о 

о 

ann-1 

о а12 

о о 

о 

о 

о 

о 

D= 
о о 

о о 

aln-1 a1n 

a2n-1 a2n 
............... ' ............ 
о о 

о о 

о 

о 

an-1·n 

о 

о 

о 

an-ln-1 

о 

о 

о 

о 

ann 

Через Ь обозначим веитор правой части: Ь = [Ь1 Ь2 ••• Ьn]т. В принятых обозначе
ниях уравнение (4.4.2) будет записано следующим образом; 

(С+ R + D) · х = Ь. 
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В методе Якоби это уравнение заменяется уравнением D · x<r+l) +(С+ R) · x<r) = Ь. 
Итерационный процесс метода Якоби в матричной записи с использованием принятых 
обозначений имеет вид 

x(r+l) = D-1 · (Ъ - (С+ R) · x(r)). ( 4.4.36) 

Итерационный процесс метода Якоби сходится, если норма матрицы D-1 · (С+ R) 
меньше единицы 

llD-1 ·(С+ R)ll < 1. 

Это соответствует требованию преобладания диагональных элементов матрицы А 

n 

laul > L laiil, для всех i = 1; 2, ... , n. 
j=l,j~i 

(4.4.37) 

Метод ЗейдеJIЯ. Другим итерационным методом решения системы линейных алге
браических уравнений ( 4.4.1) является метод Зейдел.я. Метод Зейделя представляет 
собой некоторую модификацию метода Якоби, которая состоит в том, что при вычисле
нии на (r + 1)-м приближении неизвестной Xi учитываются уже вычисленные (r + 1)-е 
приближения неизвестных х1, х2, ... , Xi-1, а остальные неизвестные Xi+1, Xi+2, 
... , Xn берутся для r-го приближения 

i-1 n 

(r+l) bi L aij (r+l) L aij (r) Xi = - - -Xj - -Xj , 
а·· а·· а" 
ii j=l ii j=i+l ii 

i = 1, 2, ... , n. ( 4.4.38) 

Уравнения ( 4.4.38) решаются последовательно, начиная с первого. К моменту вычи
слеция из i-го уравнения (r + 1)-ro приближения i-й неизвестной Xi(r+l) (r + 1)-е при
ближения неизвестных х1 (r+l), x2<r+l), •.. , Xi-1 (r+l) уже вычислены из предыдущих 
уравнений. Развернутая запись уравнений системы имеет вид 

( l) Ь1 а12 ( ) а13 (r) а14 ( ) a1n (r) Х1 r+ = -- - -Х2 r - -Х3 - -Х4 r - · · · - -Хп , 
ан а11 ан ан ан 

(r+l) Ь2 а21 ( +l) а23 (r) а24 (r) a2n (r) 
Х2 = -- - -Xi r - -хз - -Х4 - ... - -xn , 

а22 а22 а22 а22 а22 

Ьз X3(r+l) = -- а31 (r+l) аз2 (r+l) аз4 (r) азn (r) 
-х1 - -х2 - -х4. - ... - -xn , 

а33 азз азз азз азз 
............... " ........ " ........... " ............. " ...... " .. " ........ . 

(r+l) Ьп an1 (r+t) 
Xn = --- - --Х1 

an2 (r+l) аnз (r+l) ann-1 (r+l) 
--Х2 - --Х3 - · · · - Xn-1 · 

ann ann ann ann ann 

Начальные приближения х1 (О), х2 <0), •.• , Xn (О) могут быть выбраны произвольными. 
Итерации выполняются до тех пор, пока на очередной ртерации погрешности всех 
неизвестных не станут меньше заданной величины е >О. 

В методе Зейделя уравнение ( 4.4.2) заменяется уравнением (С + D) · x(r+1) + 
+R · x(r) = Ь. В матричной записи итерационный процесс метода Зейделя имеет вид 

x(r+l) = (С+ D)- 1 · (Ь - R · x(r)). ( 4.4.39) 

Итерационный процесс метода Зейделя сходится, если норма матрицы (С+ D) 1 · R 
меньше единицы 

\l(C + D)- 1 
· RI\ < 1. 
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Это неравенство также приводит к требованию преобладания диагональных элементов 
в матрице А, т. е. методы Якоби и Зейделя для сходимости предъявляют одинаковые 
требования и коэффициентам системы уравнений 

n 

laiil > L laijl, для всех i = 1, 2, ... , n. 
j=I,j=fii 

Обычно метод Зейделя сходится лучше, чем метод Якоби, хотя это происходит не всегда. 
Процесс Зейделя может сходиться, когда метод Якоби расходится, хотя известны и 
обратные случаи. 

Метод релансации. Иногда перестановка местами уравнений или перенумерация 
неизвестных улучшают сходимость метода Зейделя. Можно использовать еще один 
способ для улучшения сходимости. Этот способ приводит к методу релаксации. На 
r-м приближении каждое уравнение системы (4.4.1) удовлетворяется неточно и дает 
некоторую невязку 

Ti = _!_ ( анХ1 (r) + Ui2X2 (r) + Uj3X3 (r) + ... + UinXn (r) - bi), i = 1, 2, ... , n. ( 4.4.40) 
Uii 

Следующее приближение первой неизвестной х1 (r+i) найдем из равенства нулю макси
мальной невязки, т. е. из уравнения 

ak1X1 (r+l) + ak2X2 (r) + ak3X3 (r) + · · · + UknXn (r) - bk = 0, 

где k - номер уравнения с максимальной по модулю невязкой. Затем вычислим не
вязки при полученной неизвестной х 1 {r+l} 

Ti = _!_{aнx1(r+l} +ai2X2(r) +ai3X3{r) + ... +ainXn(r) -bi), i '::f:. k, 
ан 

и найдем следующее приближение второй неизвестной x2 <r+l) из равенства нулю мак
симальной невязки 

(r+l) + (r+l) + (r) + + (r) Ь - О ат1Х1 am2X2 Um3X3 · · · UmnXn - m - , 

где т номер уравнения с максимальной по модулю невязкой. Продолжим такие 
действия и дальше пока не используем все n уравнений, из которых уточним все n 
неизвестных величин. После этого аналогичным образом найдем следующее прибли
жение решения системы. Итерационный процесс заканчивается, когда на очередной 
итерации погрешности всех неизвестных не станут меньше заданной величины е >О. 

Начальные приближения х1 (О), х2 (О), .•• , Xn (О) могут быть выбраны произвольным 
образом. Rритерии сходимости метода релаксации аналогичны критериям сходимости 
методов Якоби и Зейделя. Метод релаксации в отличие от методов Якоби и Зейделя 
является не стационарным методом. 

Метод иевяаов. Рассмотрим еще один итерационный метод решения систем линей
ных алгебраических уравнений. Он относится к итерационным нелинейным методам. 
В этом методе новое приближение искомых функций х1 (r+I}, x2 (r+l), ... , Xn (r+l) свя-
зывается с.предыдущим приближением искомых функций x1(r), X2(r), ... , Xn(r) рекур-
рентнь1м со отношением 

(4.4.41) 

где p/r) - некоторые коррекции неизвестных, _л(r) - скалярный множитель. В ма
тричной записи с использованием обозначений x(r) = [х 1 (r) х2 (r) " .. Xn (r)]T и p(r} = 
= [р1 (r) p2 (r) ... Pn (r)]T для неизвестных и коррекцией на r-й итерации соотношение 
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( 4.4.41) имеет вид 
(4.4.42) 

Рассмотрим матрицу-столбец невнзо:к уравнений системы (4.4.1) q(r) = А· x<r> - Ь, 
с :компонентами qi(r) = анх1 (r) + ai2X2(r) + аiзхз(r) + ... + ainXn(r) - bi. Невяз:ки 
уравнений системы на соседних итерациях связаны соотношением 

q(r+1) =А. x(r+1) - Ь =А. xCr) - л<r> А. P(r) - Ь = q<r) - Л(r) А. p<r>. (4.4.43) 

Будем рассматривать неизвестные x(r), :корре:кции p(r) и невяз:ки уравнений q(r) :ка:к 
ве:кторы n-мерного пространства. С:калярный множитель Л(r) найдем из условия ми
нимума длины ве:ктора невяз:ки (4.4.43). Для этого умножим n-мерный ве:ктор q(r+l) 

сRалярно на себя, продифференцируем это произведение по Л(r) и приравняем произ
водную нулю, в результате получим 

q(r}T. А. p(r) - л(r)p(r)T. Ат. А. p(r) =о. 

Отсюда 

( ) 
q(r)T . А . p{r) 

Л r - --------
- p(r)T . АТ . А. p(r) · 

Выбор ве:ктора Rоррекции p(r) определяет ту или иную расчетную схему. Если положить 
p(r) = q(r), то тогда 

( ) 
q{r)T . А. q(r) 

А r = _....._ ___ .....;.;.... __ 
q{r)T. Ат. А. q(r) 

и мы получим метод .ми'Н/имальны.х нев.язок. Метод минимальных невязо:к сходится :к 
точному решению примерно со скоростью метода Я:коби. Если начальное приближение 
находится дале:ко от искомого решения, то метод минимальных невязо:к на начальной 
стадии может сходиться очень медленно. 

4.5. Проевция точви на JJИИИЮ 
Проенция точни на прямую линию. Прое:кция точни на прямую линию на

ходится достаточно просто и при выполнении неноторых операций нулевое при
ближение вычисляется нан проенция точни на насателъную прямую. Рассмо
трим этот частный случай общей задачи. 

Пусть даца прямая 
l(t) =со+ tw (4.5.1) 

и точ:ка р. Будем считать, что вентор прямой w имеет произвольную длину. 
Прямая линия проходит через точну со, в ноторой параметр t равен нулю, 

w l{t) 

Рис. 4.5.1. Прое1щия точRи р на пря
мую пинию l( t) 

и имеет направление вентора w. Требуется 
найти проенцию точни р на прямую линию 

l(t). Эта задача имеет единственное реше
ние. Построим вентор из точни прямой са 
в точну р и вычислим сналярное произведе

ние этого вентора и ве:ктора прямой w. На 
рис. 4.5.1 поназаны направляющий ве:ктор 
прямой w, ее начальная точна са и проен
ция Pl заданной точни. Ее.пи разделим это 

сналярное произведение на длину вентора w, то получим длину проенции ве:к
тора р - са на прямую линию. Если же разделим это сналярно е произведение 
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на нвадрат длины вентора w, то получим длину проенции вентора р - со на 

прямую в единицах длины вентора w, т. е. получим параметр t для проенции 
точни р на прямую линию. 

Таним образом, параметр tp проевции точни р на прямую линию и радиус
вентор проевции Pl вычисляются по формулам 

(р- со)· w 
tp = lwl2 ' 

Pl = l(tp) =со+ tpw. 

(4.5.2) 

(4.5.3) 

Если длина вентора w равна единице, то в (4.5.2) не требуется выполнять де
ление на lwl2 • Расстояние от точни до ее проенции на нривую в общем случае 
вычисляется ван длина вентора Pl - р. Расстояние от точни до ее проенции на 
прямую линию можно определить, не вычисляя проенцию точни, а воспользо

вавшись формулой 

l 
_ 1 (р - со) х wl 

р- lwl . (4.5.4) 

Частные случаи. Проенция точни на аналитичесние нривые танже может 
быть найдена без привлечения численных методов. Например, чтобы найти 
проенцию точни на ноничесное сечение, нужно перевести проецируемую точву 

в местную систему ноординат ноничесного сечения, спроецировать эту точну на 

плосностъ ноничесного сечения и найти параметр двухмерной проенции задан

ной ТОЧБИ. 

Общий случай. Пусть требуется найти все проенции точни р на нривую 
линию c(t). Каждая исномая точна нривой c(t) удовлетворяет уравнению 

dc 
(р - c(t)) · dt =О. (4.5.5) 

Это уравнение содержит одну неизвестную величину - параметр t. :Кан было 
уже сназано, решение этой задачи разобьем на два этапа. На первом этапе 
определим нулевые приближения параметров проекций точни на нривую, а на 
втором этапе найдем точные значения параметров нривой, определяющие про
енции заданной точни р на нривую линию c(t). 

Здесь и в дальнейшем будем считать заданным значение предельного угла 
отнлонения да нривой. С шагом дt, определяемым по формуле ( 4.2.3), прой
дем вдоль нривой описанным выше способом и в наждой точне ti вычислим 
сналярные произведения венторов 

dc 
ai = (р - с( ti - дt)) · dt, (4.5.6) 

Если исномое решение лежит на параметричесном расстоянии дt от параме
тра ti, то ai и bi будут иметь разные знани. Смена знана сналярных произ
ведений ( 4.5.6) и является тем событием, ноторое сигнализирует о том, что 
рядом находится исномое решение. Примем за нулевое приближение решения 

параметр t(O) = ti и одним из методов решения нелинейных уравнений найдем 
решение с заданной точностью. Например, с помощью метода Ньютона (r+ 1)-е 
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приближение параметра проекции точки на ~<ривую вычисляется по формуле 

t(r+l) = t(r) + (с - р) · (dc/dt) 
(р - с)· (d2c/dt2) - (dc/dt) · (dc/dt) t<r> 

(4.5.7) 

Процесс уточнения параметра за~<ончим, Rorдa на очередной итерации lt(r+l)_ t(r)I 
станет меньше заданной величины е. Та~<им же образом найдем все остальные 
~<орни уравнения ( 4.5.5). 

4.6. Проенция точни на поверхность 

Проенция точни на плосность. Прое~<цИя точ~<и на плос~<ость является част
нъ1м случаем общей задачи нахождения проекции точ~<и на поверхность. В силу 
простоты вычисления прое~<ции точ~<и на ~<асательную 1< поверхности плос~<ость 
используется в 1<ачестве нулевого приближения при решении общей задачи. 

Рассмотрим задачу проецирования точки р на плос~<ость, заданную радиус
ве~<тором 

8(u, v) = 80 + u81 + V82. (4.6.1) 

Будем считать, что ве~<торы 81 и 82 не ~<оллинеарные. Допустим, что в общем 
случае ве~<торы 81 и 82 не ортогональны и имеют не единичную длину. Плос
ность проходит через точ~<у 80, в ~<оторой параметры равны нулю, а векторы 
s1 и s2 определяют параметричес~<ие направления. Заданная точ~<а р имеет 

единственную проенцию на плос~<ость (4.6.1). 
Построим единичную нормаль 1< плос1<ости 

Рис. 4.6.1. Прое:кция Ps точ:ки 
р на ПJIОС:КОСТЬ s( и, v) 

(4.6.2) 

Вычислим радиус-ве~<тор Ps прое~<ции точки на 
плоскость 1<а1< разность радиус-ве~<тора проеци

руемой точ~<и и составляющей ве~<тора р - 8о, 

параллельной нормали 1< плос~<ости, 

Ps = Р - m ( (р - so) · m). (4.6.3) 

Далее найде·м параметры ир и Vp, соответствующие прое~<ции точ~<и на плос
~<ость. Для вычисления параметров проенции точ~<и найдем длины прое~<ций 
ве~<тора р - so на ве~<торы 81 и 82, ~<оторые обозначим через Р1 и Р2: 

(р - 80) · 81 

Р1 = ls1I ' 
(4.6.4) 

(Р - 80) · 82 

Р2 = 1821 . (4.6.5) 

На рис. 4.6.1 показаны ве~<торы плос~<ости s1 и 82, ее начальная точна 80 и 
проенция Ps заданной точки. 

Параметры ир и Vp и длины про е~<ций Р1 и Р2 связаны уравнениями 
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где costp = (s1 · s2)/(/s11!s2I) :косинус угла между ве:кторами s1 и s2 опре
деляеТся по формуле ( 1. 7 .13). Из системы этих уравнений найдем параметры 
прое:кции ТОЧRИ на ПЛОСRОСТЬ 

_ g11s2 · (Ps - so) - g12s1 · (Ps - so) _ 

gllg22 - g21 2 

= g21
s1 • (Ps - so} + C2

s2 · (Ps - so), 

(4.6.6) 

(4.6.7) 

где gll = s1 · s1, g22 = s2 • s2, g12 = s1 • s2 - :коэффициенты первой основ
ной :квадратичной формы плос:кости (1.7.8), они же :иовариантные :компоненты 
метричесного тензора поверхности, g11 , i2'2 , g12 , if 1 - :контравариантные :компо
ненты метричес:коrо тензора поверхности. Если ве:кторы s1 и s2 ортогональные, 
то g12 = i2'1 = О и формулы ( 4.6.6) и ( 4.6. 7) примут вид 

Расстояние от точ:ки до ее прое:иции на плос:иость в общем случае вычисля
ется нан длина ве:ктора р8 -р. Расстояние от точни до ее проенции на плос:кость 
можно определить, не вычисляя прое:кцию точ:ки, а вычислив прое:кцию ве:ктора 

р- so на нормаль R ПЛОСRОСТИ 

ls = (р - so} · m. (4.6.8) 

Чаетвые елучаи. П рое:кции точ:ки на не:которые аналитичес:кие поверхности 
могут быть найдены без привлечения численных методов. Например, чтобьr 
найти прое:кции точ:ки на поверхность :кругового цилиндра, :конуса, сферы или 

тора, нужно перевести проецируемую точ:ку в местную систему :координат по

верхности, где леrно найти параметры прое:кций. Аналогично могут быть най
дены прое:кции на поверхности выдавливания и вращения. В неноторых част
ных случаях положения проецируемой точ:ки ее прое:кции могут быть лег:ко 
найдены и на другие поверхности. 

Общий елучай. Рассмотрим задачу проецирования точни на поверхность в 
общем случае. Пусть требуется найти все проекции точки р на поверхность 
s(u, v). Каждая ис:комая точна поверхности s(u, v) удовлетворяет системе двух 
уравнений 

дs 
(p-s(u,v))· ди=О, 

дs 
(р - s( и, v)) · дv = О. (4.6.9) 

Система уравнений {4.6.9) содержит две неизвестные величины- параметры и 
и v. Эта задача решается та:к же, :кан и задача нахождения проенций заданной 
точ:ки на :кривую. На первом этапе определим нулевые приближения параметров 
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поверхности для прое:иций точ:ии, а на втором этапе найдем точные значения 

параметров, определяющие прое:иции заданной точ:ии р на поверхность s(u, v). 
ПJ?ойдем по поверхности с шагами Ли и Лv) вычисляемыми по формулам 

(4.2.4) и (4.2.5}, описанным выше способом движения по параметричес:иой обла
сти. Обозначим параметры точен, через ноторые мы пройдем, через Ui и v;. 
В наждой точне будем вычислять с:иалярные произведения ве:иторов 

дs 
а·· - (p-s(u· -Ли v·)) · -tJ - i ' J ди' 

дs 
r"· - (р- s(и· v· - Лv)) · -...,,.,,J - ,,,, J дv' 

дs 
Ь·· - (р-s(и· +Ли v·)) · -

tJ - i ' J ди' 

дs 
dij = (р- s(иi, Vj + Лv)) ·а;;· 

( 4.6.10} 

(4.6.11) 

Если ис:иомое решение лежит вблизи точ:ии с параметрами иi, Vj, то aij и Ьij 
будут иметь разные знани, а та:иже Cij и dij будут иметь разные зна:ии. Смена 
зна:иов с:иалярных произведений (aijbij ~О и l;jdij ~О) говорит о том, что ря
дом находится исномое решение. За нулевое приближение параметров примем 

значения и<0 > = ui, v(O) = Vj· Начиная с нулевого приближения параметров, 
одним из методов решения нелинейных уравнений найдем решение задачи с 

заданной точностью. Например, в методе Ньютона на r-й итерации приращения 

параметров Ли(r) и Лv(r) проенции найдутся из системы линейных уравнений 

((р - s) · s11 - s1 · s1)Ли(r) + ((р -s) · s12 - s2 · s1)Лv(r) = (s - р) · s1, 

((р - s) · s21 - s1 · s2)Ли(r) + ((р - s) · s22 - s2 · s2)Лv(r) = (s - р) · s2, 

дs дs д2s д2s д2s 
где s1 - ди, s2 = дv, sн ди2 , s12 = s21 = ди дv, s22 = дv2 - частные 

производные радиус-ве:итора по параметрам. Следующее приближение параме
тров прое:иции точии равны u(r+l) = и(r) +Ли(r), v(r+l) = v(r) +Лv(r). Процесс 
уточнения параметров за:иончим, :иогда на очередной итерации выполнятся не

равенства lи(r+l) -и(r) 1 < Е и /v(r+l) -v(r) 1 < е, где е - заданная погрешность. 
Таним же образом найдем все остальные :иорни системы уравнений ( 4.6.9). 

Если тре~уется найти тольно ближайшую проенцию заданной точ:ии на по
верхность, то можно пройти по тем же точвам геометричес:иого объе:ита и вы
брать из них ближайшую н заданной точне. Параметры ближайшей точ:ии и 
следует выбрать в :иачестве нулевого приближения решения задачи. 

Проекция т01Ши на поверхвоежь в аадавном направлении. В определенных 
случаях вознииает задача определения прое:иции точ:ии р на поверхность не по 

нормали R ней, а вдоль заданного направления. Пусть направление проециро
вания задано ве:итором единичной длины q. Построим прямую линию 

l(t) = р + tq, (4.6.12} 

проходящую через заданную точиу и имеющую направление заданного ве:итора. 

Проенции точ:ии на поверхность в заданном направлении определим :иа:и точни 
пересечения поверхности с прямой (4.6.12), проходящей через заданную точ:иу 
в заданном направлении. 
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4.7. Определение точев перееечевия 1IИНИИ и поверхвоеm 

Простейшим представителем :кривых является прямая линия, а простейшим 
представителем поверхности является плос:кость. Точна их пересечения может 
быть найдена аналитичес:ки. Для определения нулевого приближения :каждой 
точ:ки пересечения :кривой и поверхности будет решаться задача пересечения :ка
сательной линии :кривой и :касательной плос:кости поверхности, поэтому сначала 
рассмотрим задачу определения точ:ки пересечения прямой и плос:кости. 

Перееечеиие прямой и nлоеноети. Пусть радиус-ве:кторы прямой линии и 
плос:кости описываются зависимостями 

c(z) =со+ zc', 
s(x, у) = so + xs1 + ys2. 

(4.7.1) 

(4.7.2) 

Найдем их точну пересечения. Та:кая точна существует и является единствен
ной, если прямая не параллельна плос:кости, т. е. если c'·(s1 xs1) :f. О. Построим 
единичную нормаль m :к плос:кости по формуле ( 4.6.2) и вычислим значение па
раметра прямой, соответствующее точ:ке пересечения плос:кости и прямой 

m · (so - со) zo = . ( 4.7.3) 
m ·t:' 

На рис. 4. 7.1 помазаны прямая и плос:кость при взгляде параллельно плос:ко
сти. В числителе правой части ( 4. 7.3) стоит расстояние от начальной точ:ки со 

Рис. 4.7.1. Пересечение прямой и плосности 

прямой до плос:кости, а в знаменателе стоит нормальная :к плос:кости составляю
щая производной прямой: отношение этих величин даст параметр пересечения 

прямой с nлоснdстью. Подставим (4.7.3) в (4.7.1) и получим радиус-ве:ктор р8 
точки пересечения плос:кости и прямой 

,m · (so - со) 
Ps = со + с , . ( 4. 7.4) 

m· с 
Далее, по формулам (4.6.6) и (4.6.7) вычислим параметры плос:кости хо и уо, 
соответствующие точ:ке пересечения 

хо = g11s1 · (Ps - so) + g12s2 · (Ps - so), 

Уо = g21
s1 · (Ps - so) + g22s2 · (Ps - so). 

( 4. 7.5) 

( 4. 7.6) 

Общий е.пучай. Пусть требуется найти все точ:ки пересечения поверхностиi 
радиус-ве:ктор :которой описывается ве:кторной фун:кцией s(u, v), и :кривой, ради
ус-ве:ктор :которой описьmается ве:кторной фун:кцией c(t). Для :каждой точни 
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пересечения должно удовлетворяться веRторное уравнение 

8(u, v) - c(t) =О, ( 4.7.7) 

:которое, будучи записанным по:координатно, представляет собой систему трех 
сRалярных уравнений 

s1(u, v) - c1(t) =О, s2(u, v) - c2(t) =О, sз(и, v) - сз(t) =О, 

где 8(u, v) = [s1(u, v) s2(и, v) sз(и, v)]т, c(t) = [c1(t) c2(t) сз(t)]т. В :каче
стве неизвестных выступают три параметра - и, v и t. Решив эту систему 
уравнений, получим параметры и, v и t, по Rоторым при необходимости можно 
вычислить точ:ки на поверхности и на нривой. Система уравнений в общем 
случае является нелинейной и решается итерационными методами. ТочеR пе
ресечения может быть несRольRо и от тоrо, с RaRoro приближения параметров 
начнется итерационный процесс решения, зависит то, R наRой тройRе параме
тров сойдется решение. 

Для нахождения нулевого приближения :каждого решения будем двигаться 
описанным выше способом по поверхности и :кривой, т. е. будем переходить 
от точни н точ:ке с вычисляемыми по формулам ( 4.2.4) и ( 4.2.5) шагами Ли 
и Лv поверхности и вычисляемым IIO формуле ( 4.2.3) шагом Лt Rривой. При 
:каждом сочетании точен выполним следующую проверну. Пусть в не:которой 
точ:ке поверхности значения параметров равны иа и v0 , а в неноторой точ:ке 
:кривой значение параметра равно to. Построим :касательную плосность ( 4. 7.2) 
в данной точRе поверхности и Rасательную прямую (4.7.1) в данной точRе Rри
вой. Начальными точRами ПЛОСRОСТИ и прямой являются ТОЧRИ so = 8(uo, Vo) 
и Со = c(t0 ). ВеRторами плосности s1 и 82 являются частные производные 
радиус-вентора поверхности по ее параметрам 8 1 = 8s/8u, 82 = 8s/8v в данной 
точ:ке. ВеRтором с' прямой является производная радиус-ве:ктора нривой по ее 
параметру с'= dc/dt в данной точRе. По формулам (4.7.3)-(4.7.6) найдем пара
метры точни пересечения :касательной плос:кости и :касательной прямой линии. 

Рис. 4.7.2. Поисн пересеч:ений нривой и поверхности начинается с пересечения насательной линии 
нривой и насательной плосности поверхности 

Точна пересечения может быть найдена, если выбранные точ:ки поверхности и 
:кривой являются обы:кновенными и если :касательная прямая не параллельна 
:касательной плос:кости. Вблизи точ:ки пересечения параметры хо и Уо прибли
зительно соответствуют приращениям параметров поверхности, а параметр zo 
приблизительно соответствует приращению параметра :кривой. На рис. 4. 7 .2 по
назаны поверхность, насательная R ней плосRость, кривая и Rасательная R ней 
линия. 
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Далее предстоит решить, можно ли принять значения параметров и0 + х0, 
v0 + у0 , t0 + z0 в :качестве нулевого приближения при решении системы урав
нений или нельзя. Для этого нужно знать, :каRих размеров часть поверхности 
можно приближенно аппроRсимировать частью Rасательной R ней плоСRОСтью и 
каRого размера участоR Rривой можно аппроRсимировать частью :касательной R 
кривой линией таR, чтобы при этом не перешагнуть через соседнюю точ:ку пе
ресечения. Эти размеры определяются шагами параметров Ли, Лv и Лt. Если 
будут вьшолнены условия 

-Ли~ хо ~Ли, -Лv ~ Уо ~ Лv, -Лt ~ zo ~ Лt, 

то параметры 

и(О) = ио +хо, V(O) = VQ + уо, t(O) = to + ZQ (4.7.8) 

могут быть приняты в Rачестве начального приближения при решении системы 
уравнений ( 4. 7. 7) определения точRи пересечения поверхности s( и, v) и Rривой 
линии c(t). 

Далее, начиная с нулевого приближения параметров, одним из методов реше
ния нелинейных уравнений найдем решение с заданной точностью. Например, 

в методе Ньютона на r-й итерации приращения параметров Ли(r), Лv(r) и Лt(r) 
точни пересечения найдутся из системы линейных уравнений 

881 ( ) 881 ( ) 8с1 ( ) 
-Ли r + -Лv r - -Лt r = с1 - 81 
аи av at ' 
8s2 ( ) 8s2 (' ) 8с2 ( ) 
-Ли r + -Лv r - -Лt r = с2 - 82, 
аи av at 
883 ( ) 883 ( ) Вез ( ) 
-Ли r + -Лv r - -Лt r = С3 - 83, 
аи av at 

где 81, s2, sз - :компоненты радиус-ве:ктора поверхности s, с1, с2, сз - Rомпо

ненты радиус-веRтора Rривой с. Следующее приближение параметров точRи пе
ресечения равны и(r+l) = и(r) + Ли(r), v(r+l) = v(r) + Лv(r), t(r+l) = t(r) + Лt(r). 
Процесс уточнения параметров заRончим, Rогда на очередной итерации выпол
нятся неравенства jи(r+l) - и(r) 1 < е, jv(r+l) - v(r) 1 < Е и jt(r+l) - t(r) j < Е, где 
с:~ заданная погрешность. 

После этого продолжим поис:к других точе:к пересечения. Сделаем шаг Ли 
или Лv по одному из параметров поверхности или шаг дt по параметру :кривой 
и повторим аппро:ксимацию поверхности :касательной плос:костью, аппро:ксима

цию :кривой :касательной прямой, поис:к пересечения плосRости и прямой, на

хождение приближенных параметров пересечения и принятие решения, но уже 
длл других точе:к :кривой и поверхности. Та:к мы должны дисRретно пройти всю 
поверхность и всю Rривую в поисRе нулевых приближений параметров точеR 
пересечения. Возможны случаи, Rогда, начав итерационный процесс с различ
ными нулевыми приближениями, мы придем R одному и тому же решению. 
Поэтому все полученные решения необходимо проверить на совпадение. Реше
нин и*, v*, t* и и**, v**, t** будем считать одинаRовыми, если выполняются 
одновременно три неравенства: lи* - и**I < ~' /v* - v**I < ~' /t* - t**I <~'где 
~ > с:. О величине ~ мы расскажем в :конце главы. 
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Если в неноторой точне :кривая :касается поверхности, то определитель ма
трицы системы уравнений (4.7.7) на неноторой итерации станет недопустимо 
малым или равным нулю и мы не сможем из этой системы найти точну :каса
ния. В этом случае вместо вен.торного уравнения (4.7.7) можно решать систему 
трех сиалярных уравнений 

as 
(s(u, v) - c(t)) · аи =О, 

as 
(s(u, v) - c(t)). av =о, (4.7.9) 

ас 
( s (и' v) - с ( t)) . 8t = о' 

определитель :которой не равен нулю в точне :касания. Но системе (4.7.9} удо-
влетворяют не тольно точни :касания, а еще и другие точии, в. :которых :каса

тельная прямая параллельна :касательной плосности и отрезон, соединяющий 

точни :касания, ортогонален :касательной прямой и :касательной плосности. По
этому после решения системы уравнений (4.7.9) следует проверить, являются 
ли полученные точни являются точиами :касания. 

Итерационный процесс решения системы (4.7.9) занончим, :когда на оче
редной итерации приращение :каждого из параметров станет меньше неноторой 

заданной величины е. Предположим, что мансимальное отнлонение полученных 
в результате решения параметров от их точных решений и*, v*, t* составляет 
±е, тогда мансимальное отнлонение радиус-вен.тора полученной точни пересе
чения от его истинного значения будет равно про:И:зведению мансимальной по 
:м:одулю производной радиус-вен.тора объекта на погрешность параметра 

(4.7.10) 

Величина др есть радиус сферы погрешности: если ее центром сделать полу
ченную в результате решения точну :кривой или поверхности, то любая другая 
точиа геометричесного объента внутри сферы будет считаться неразличимой с 
центральной точной сферы. Значение др примем за :критерий для ответа на 
вопрос, является ли найденное решение системы уравнений (4.7.9) точной :ка
сания или нет. Если расстояние между найденными точнами на :кривой и по
верхности меньше Лр, то решение дало точну :касания, в противном случае 
решение не является ни точной :касания, ни точной пересечения и должно быть 
опущено. Для различных геометричесних объентов и даже различных точеи 
одного и того же объента радиусы сфер погрешности будут разными в разных 
точнах, тем не менее, они удобны для оценни точности решения. Нам не тре
буется знать истинные размеры объентов и масштабы расстояний между ними, 
требуется знать тольно погрешность определения параметров при выполнении 
операции, а радиус сферы погрешности в любой точне объента мы всегда най
дем. Данная оценна близости точеR не зависит от размеров геометричесних 
объентов, таи нан размеры области определения параметров не зависят от ре
альных размеров геометричесного объента. В дальнейшем будет важно знать, 
с наиой точностью решена та или иная задача. 

Задача определения пересечения поверхности и прямой линии, а танже при
водимая и ней задача проенции точни на поверхность в заданном направле
нии, решаются описанным методом при неподвижной пробной точие на прямой 
линии. 
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4.8. Определение точен пересечения шпmй 
Сначала рассмотрим задачу определения точен пересечения двухмерных нри

вых, а далее перейдем н задаче пересечениFI пространственных :кривых. При 
решении задачи пересечениFI двухмерных нривых для определения нулевого 

приближения будет решаться задача определения точен пересечения прямых 
линий. ' 

Пересечение двухмерных прямых JIИний. Точна пересечения двухмерных 
прямых линий может быть найдена аналитичес:ки. Пусть даны двухмерные 
прямые 

li(w1) = Р1 + w1c1', 

l2(w2) = Р2 + w2c2'· 

(4.8.1) 
(4.8.2) 

Прямые имеют точну пересечения, если их направляющие ве:кторы не нол
линеарны. Через n1 и n2 обозначим единичные нормали :к прямым li(w1) 
и l2(w2). Если :касательный ве:ктор с' = 
= [х у]т :кривой имеет ноординаты х и у, то 
ортогональный ему ве:ктор n имеет ноорди-

1 
наты -ky и kx, rде k = J . На 

х2 +у2 

рис. 4.8.1 по:казаны прямые (4.8.1) и (4.8.2), 
нормали :к ним и точна пересечения р. Из 
рисун:ка видно, что, например, параметр 

второй прямой для точ:ки пересечения мо
щет быть найден :ка:к отношение прое:кции 
ве:ктора р1 - р2 на нормаль первой прямой 
к прое:кции ве:итора с2' на ту же нормаль. Рис. 4.8.1. Пересечение прямых 

Аналогично найдем параметры точни пересечения для первой прямой: 

(4.8.3) 

( 4.8.4) 

Радиус-ве:итор точ:ки пересечения найдем, подставив в (4.8.1) или (4.8.2) соот
ветствующий параметр, 

+ n2 · (Р2 - Р1) / + n 1 · (Р1 - Р2) / 
Р = Р1 / с1 = Р2 , с2 · 

n2 · с1 n1 · с2 
(4.8.5) 

Пересечение двухмерных отреэнов прямых. Аналитичес:ии можно найти 
точ:иу пересечения отрез:ков прямых. Пусть даны два отрез:иа прямых 

построенных по точ:кам р1 = (х1 у1]т, р2 = [х2 У2]т, q1 = [а1 Ь1]т и q2 = 
= [а2 Ь2] т. Параметры их точ:ки пересечения найдем из ве:кторного уравнения 

(1 - ti)P1 + tiq1 = (1 - t2)P2 + tzq2, 

16 - 5293 Голованов 
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ноторое представляет собой систему двух сналярных уравнений 

(х1 - ai )t1 - (х2 - a2)t2 = х1 - х2, 

(у1 - Ь1 )t1 - (у2 - ~)t2 = У1 - У2· 

Если (х2-а2)(У1 -Ь1)-(х1 -а1)(у2-Ь2) ~О, то по формуле Крамера параметры 
точн~ пересечения равны 

ti = (х2 - а2)(У1 -у2) - (х1 - х2НУ2 - Ь~) 
(х2 - а2)(У1 - Ь1) - (х1 - ai)(Y2 - ~)' 

t
2 

= (х1 - х2)(У1 - Ь1) - (х1 - ai)(Y1 - У2). 
(х2 - а2)(У1 - Ь1) - (х1 - ai)(Y2 - Ь2) 

Отрезни пересенаются, если О ~ ti ~ 1 и О ~ t2 ~ 1, в противном случае 
пересенаютсR. продолжения отрезнов. 

Чаетвые е.JiуЧаИ. Аналитичесни могут быть найдены точни пересечения пря
мой с нривыми второго порядна, точни пересечениR. нривых второrо порядка 
между собой и точни пересечениR. друrих нривых, для ноторых известно ана
литичесное описание. В уназанных случаR.х задача решается в ноординатном 
представлении и сводится н вычислению норней многочленов. В общем случае 
можно найти норни многочлена, степень нотороrо не превосходит 4. Напри
мер, задача нахождения точен пересечения двух эллипсов приводит н решению 

уравнения четвертой степени. Если аналитичеснаR. формула нривой неизвестна 
или степень разрешающего уравнения превосходит 4, то задачу пересечения 
нривых следует решать численно. 

Общий е.JiуЧай перееечения двухмерных иривых. Пусть требуется найти все 
точни пересечения двух двухмерных нривых, радиус-венторы ноторых описы

ваются фуннциями c1(t1) и c2(t2)- Для наждой точни пересечения должно удо
влетворяться венторное уравнение 

(4.8.6) 

ноторое, будучи записанным поноординатно, представляет собой систему двух 
сналR.рных уравнений 

(4.8.7) 

Неизвестными являются параметры нривых ti и t2. Система уравнений в об
щем случае является нелинейной и решается итерационными методами. Точен 
пересечения может быть неснольно и от того, с наноrо приближениR. параме
тров начнетсR. итерационный процесс решения, зависит, н наной точне сой

дется решение. Итерационный процесс определениR. параметров точни пересе
чения занончим, ноrда на очереДиой итерации не тольно параметры нривых 

удовлетворят заданным условиR.м, но и ноординаты точен удовлетворят задан

ным условиям точности. Процесс уточнения решения занончим, ноrда выпол

нятся.неравенства lt1 (r+l) - ti (r)I <с, ft2<r+l) - t2(r)I <с, fx1 (r+l) - х1 (r)I <с, 
IY1 (r+l) - У1 (r)I < с, lx2(r+l) - x2(r)I < с, IY2(r+l) - Y2(r)I < с. Это связано с 
тем, что ноординаты двухмерных нривых сами служат параметрами поверхно

стей. Для нахождениR. нулевого приближения наждой точни пересечения будем 
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двиrаться с вь1числяемъ1ми по формуле ( 4.2.3) шаrами дt1 и дt2 по нривым, в 
:каждом сочетании точе:к строить :касательные линии (4.8.1) и (4.8.2) :к :кривыМ 
и определять параметры W1 и w2 точки их пересечения. Для этого в ( 4.8.1) 
и (4.8.2) подставим значения: р1 = c1(t1), р2 = c2(t2) - точ:ки на :кривых, 
с1' = dc1/dt1, с2' = dc2/dt2 - производные :кривых в этих точках. Параметры 
:касательных прямь1х в точ:ке их пересечения определим по формулам (4.8.3) и 
(4.8.4). Вблизи точки пересечения параметры w1 и w2 приблизительно соответ
ствуют приращениям параметров :кривых, поэтому величины 

( 4.8.8) 

могут быть приняты в :качестве нулевого приближения при решении системы 
уравнений (4.8.6), если удовлетворяются условия 

-дt1 ~ W1 ·~ дt1, -дt2 ~ W2 ~ дt2. 

Шаги по параметрам дt1 и дt2 вычислены исходя из условия, что :касательная 
:к :каждой :кривой при данном шаге отклонится на угол, не превышающий за
данную величину да. Шаги определяют, на:коrо размера участо:к привой можно 
аппроксимировать частью насательной :к :кривой прямой линией так, чтобы при 
этом не перешагнуть через соседнюю точку пересечения. 

После этоrо продолжим поисн других точе:к пересечения. Сделаем шаr дt1 
или дt2 по параметру одной из :кривых и повторим аппроксимацию нривой на
сательной прямой, поиск пересечения прямых, нахождение приближенных па
раметров пересечения и принятие решения о поиске точного решения. Таким 
образом, мы должны дискретно пройти обе нривые в поиске нулевых приближе
ний параметров точен пересечения. 

Полученные решения необходимо проверить на совпадение. Решения ti *, 
t2 * и t1 **, t2 ** будем считать одинаковыми, если выполняются одновременно 
неравенства: lt1 * - ti **1 < с;, lt2* - t2**1 < с;, rде с; < Е. Величину ~ мы 
рассмотрим в нонце rлавы. 

Если заданные :кривые имеют точку :касания, то уравнения системы ( 4.8. 7) 
Fiвляются линейно зависимыми и на некоторой итерации определитель системы 
станет недопустимо малым или равным нулю, и мы не сможем найти точку 

:касания. В этом случае вместо векторного уравнения ( 4.8.6) можно решать 
систему сналярных уравнений 

(4.8.9) 

определитель :которой не равен нулю в точ:ке касания. Но системе (4.8.9) удовле
творяют не только точки :касания, а еще и точки, в :которых :касательные .пря

мые параллельны друг друrу и ортоrональны ве:ктору, .соединяющему точки, 

в :которых построены :касательные прямые. Поэтому после решения системы 
уравнений ( 4.8.9) следует проверить тот фант, что полученнь1е точки являются 
точками :касания. 

· Проверну вьшолним аналогично тому, :как это бьlло сделано при определении 
точен :касания :кривой и поверхности. Итерационный процесс решения системы 
нелинейных ур:шнсний (4.8.9) будет закончен, :когда на очередной итерации 
приращение :каждого из параметров станет меньше некоторой заданной вели
чины Е. Предположим, что максимальное отклонение полученных в результате 

16* 
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решения параметров от их точных решений составляет ±Е, тогда максимальное 
отнлонение радиус-вентора полученной точни пересечения от его истинного зна

чения будет равно произведению мансимальной по модулю производной радиус
вентора объента на погрешность параметра 

др= Emax (Jc1'I, lc2'I). (4.8.10) 

Если расстояние между найденными точнами нривых и поверхности меньше 
др, то решение дало точну насания, в противном случае решение не является 
ни точной насания, ни точной пересечения и должно быть опущено. 

Общий случай пересечения пространственных кривых. С помощью системы 
уравнений (4.8.9) можно найти точни пересечения или насания пространствен
ных нривых с1 (t1) и c2(t2). Системе уравнений 

(4.8.11) 

удовлетворяют точни пересечения пространственных нривых, точни насания 

пространственных нривых, а танже точни, в ноторых насательные и нривым 

прямые ортогональны вентору, соединяющему точни построения на са тельных 

прямых. Система уравнений (4.8.11) получена из системы уравнений (4.8.9) 
путем замены в ней двухмерных нривых c1(t1) и c2(t2) на трехмерные нривые 
c1(t1) и c2(t2). После решения системы уравнений (4.8.11) следует проверить 
полученные точни на близость по формуле (4.8.10). Проверной ноллинеарности 
производных радиус-венторов нривых можно выделить среди полученных то

чен точни насания. Метод определения близости найденных точен с помощью 
радиуса погрешности (4.8.10) инвариантен по отношению и геометричесним 
размерам объентов и и единицам измерения ноординатной системы. 

4.9. Построение JIИНИЙ пересечения поверхностей 

Пересечение плоскостей. Линия пересечения двух плосностей 

r(u, v) = ro + ur1 + vr2, s(a, Ь) = so + as1 + Ь82, 
с единичными нормалями rз и 83 находится достаточно просто. Ее направле
ние определяется вентором z = rз х 83. Если длина вентора z отлична от нуля, 
то плосности пересеваются, в противном случае они параллельны или совпа

дают. Если плосности пересеваются, то теперь нужно найти точну на линии 
пересечения. Построим вентор w = ro - 80 и вычислим его составляющую, 
параллельную плосности в(а, Ь): w' = w - sз(w · 83). Далее по формуле (4.7.4) 
определим точну р пересечения линии, проходящей через точну so в направле
нии вентора w', с плосностью r(u, v) 

,rз · (ro - 80) 
p=so+w , . 

rз ·w 

Плосности пересеваются по линии 

l(t) = р + tz. ( 4.9.1) 
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Параметры плосностей, соответствующие точни р, определим по формулам 

r1 · (р - ro) 
'Up = ' 

r1 · r1 

r2 · (р - r-o) 
Vp = ' r2 · r2 

S1 · (р - So) 
ар= ' 

S1 · S1 

Ь _ s2 · (р so) 
р - S2 · S2 

при условии ортогональности пар венторов r1, r2 и s1, s2, или по формулам 
( 4.6.6) и ( 4.6. 7) в противном случае. Аналогичным образом можно найти па
раметры для еще одной точни линии пересечения q = 1(1) = р + z. Пусть 
параметры uq и Vq соответствуют точне q на плосности r(u, v), а параметры aq 
и Ьq соответствуют этой же точне на плосности s(a, Ь). Построим на плосностях 
двухмерные линии 

luv(t) = [и(t) v(t)]T = [up(l -t) +иqt vp(1-t) +vqt]т, 

laь(t) = [a(t) Ь(t)]т = [ap(l - t) + aqt Ьр(1- t) + Ьqt] , 

luv(t) Е r(u, v), 

laь(t) Е s(a, Ь). 
(4.9.2) 

Эти линии при наждом параметре t совпадают в пространстве друг с другом и с 
линией 1( t). Линию пересечения плосностей будем строить в виде совонупности 
двух двухмерных линий на двух пересенаемых плосностя:х. Аналогично линию 
пересечения поверхностей будем строить в виде совонупности двух двухмерных 
линий на них. 

Частные случаи. Во многих частных случаях задачу пересечения поверхно
стей можно решить достаточно просто. Пусть поверхность (3.5.1) получена вы
давливанием нривой на плосности. Если плоеная нривая задана ноординатными 

функциями c(t) = [x(t) у(t)]т, t0 ~ t ~ ti, и плосностью s(x, у)= p+xix+Yiy, 
то поверхность выдавливания: будет описываться: радиус-вентором 

r(u, v) = р + x(u)ix + y(u)iy + vd, to ~и~ ti. 

При пересечении этой поверхности плосностью w(a, Ь) = q + ajx + Ьjу, па
раллельной плосности s(x, у), линию пересечения построим из трансформи
рованной нопии нривой c(t) на плосности w(a, Ь) и отрезна прямой линии 
luv(t) = [t v]т на поверхности r{u, v). Трансформированную нопию нривой 
c(t) на плосности w(a, Ь) обозначим через саь(t). Кривая саь(t) должна быть 
повернута и перемещена на плосности w(a, Ь) в соответствии с взаимной ори
ентацией базисных венторов и начальных точен плосностей w(a, Ь) и s(x, у). 
Отрезан прямой luv(t) представляет собой ноординатную линию v = const на 
поверхности r(u, v). Необходимо, чтобы отрезан пря:мой luv(t) и нривая саь(t), 
расположенные на разных поверхностях, имели одинановую парамеrrричес:кую 

длину t0 ~ t ~ ti. 
Аналогично можно получить линию пересечения: поверхности, полученной 

вращением нривой на плос:кости во:круг оси, принадлежащей этой плосности, и 
плосности, проходящей через ось вращения. Кривую пересечения поверхности 
вращения плосностью, ортогональной оси вращения, построим из онружности 

на плосности и линии и= const на поверхности. При построении линии пересе-: 
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чения тавими способами следует соблюдать одно правило: линии на пересе:кае
мых поверхностях должны иметь одина:ковые области определения: параметра и 
их соответствующие точви на поверхностях должны совпадать в пространстве. 

Общий с..пучай перес.ечевия повер:хнос.тей. Обратимся R общему случаю пере
сечения поверхностей. Пусть требуется найти линию пересечения поверхностей, 
описываемых радиус-вевторами r(u, v) и s(a, Ь). Каждая точ:ка линии пересе
чения поверхностей должна удовлетворять ве:кторному уравнению 

r(u, v) - s(a, Ь) =О. (4.9.3) 

Это ве:кторное уравнение содержит три с:калярных уравнения для вомпонент 
радиус-вевторов поверхностей: 

r1 (и, v) - s1 (а, Ь) =О, 
r2(u, v) - s2(a, Ь) =О, (4.9.4) 
rз(и, v) - sз(а, Ь) =О; 

и четыре исвомых параметра: и, v, а, Ь. Данная задача отличается от рассмо
тренных тем, что из трех уравнений нужно найти четыре неизвестные вели
чины. Если определить один из четырех параметров, то остальные три можно 
найти из системы уравнений (4.9.4), т. е. один из параметров может в то же 

Рис. 4.9.1. Линии пересечения дШiиндричесной поверхности и NURВS поверхности 

время служить параметром решения или являться однозначной функцией от 
него. Тавим образом, три параметра являются фунвциями четвертого параме
тра. Чтобы все четыре параметра были равноправными, представим их все в 
виде фунвции не:котороrо общего параметра t: 

и= u(t), v = v(t), а= a(t), Ь = b(t), (4.9.5) 

и придем в тому, что результатом решения системы уравнений (4.9.4) являются: 
две двухмерные линии 

luv(t) = [u(t) v(t)]т, 

laЬ(t) = [a(t) Ь(t)]т, 

luv(t) Е r(u, v), 

laь(t) Е s(a, Ь). 
(4.9.6) 

Эти линии связаны друr с друrом общим параметром и определяют одну и ту 
же линию в пространстве - линию пересечения поверхностей. На рис. 4. 9.1 
приведен пример пересечения поверхностей. 
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Алrоритм построения линий пересечения. Две поверхности могут пересе
Rаться по неснольRим линиям. Мы ставим своей целью построить все линии 
пересечения, принадлежащие области определения обеих поверхностей. Алго
ритм построения линий пересечения поверхностей разобьем на дв.а этапа. 

На первом этапе, шагая по поверхностям и исследуя их близость, най
дем отдельные тоЧRи Rривых пересечения. Под точками в данном случае будем 
иметь ·В виду пары параметров и, v и а, Ь на параметрических плосRостях по
верхностей. ТоЧRи из полученного на первом этапе набора ниRаR не связаны 
друr с другом и могут принадлежать различным :кривым пересечения. Важно 
только, чтобы от Rаждой Rривой пересечения в наборе присутствовала хотя бы 
одна точRа. 

На втором этапе берем любую точRу из имеющегося набора и, двигаясь ог 
нее с некоторым шагом сначала в одну сторону затем в другую, найдем точку за 

тоЧRой исRомую совоRупность точеR линии пересечения. Направление движения 
дает веRторное произведение нормалей R поверхностям. Шаr движения вычи
слим в соответствии с :кривизнами поверхностей в теRущей точRе. Движение по 
кривой пересечения закончим, ноrда дойдем до края одной из поверхностей или 

Rогда линия замRнется (новая точна оRажется на расстоянии текущего шага от 
точRи старта). В процессе движения будем проверять, не лежат ли вблизи пути 
следования точRи из набора, полученного на первом этапе. Для этого по пути 
следования будем вычислять расстояние от теRущей точки :кривой пересечения 
до Rаждой точки из набора, полученного на первом этапе. Если вычисленное рас
стояние до Rаной-либо точRи набора соизмеримо с теRущим шагом движенин, 
то эту точRу удалим из набора Rан более ненужную. TaR получим совоRупность 
отдельных точен ui, Vi и ai, bi, i = О, 1, 2, ... , n, одной Rривой пересечения. 
При этом в наборе точен, полученном на первом этапе, не будет содержаться ни 
одной точRи данной Бривой пересечения. Если в наборе останутся еще точRи, 
то данные поверхности имеют, по :крайней мере, еще одну линию пересеченин. 
Совоrtупность ее точеR найдем, взяв любую тоЧRу из набора и повторив все ска
занное о втором этапе построения. Построение линий заRончим, :когда в наборе 
не останется ни одной точRи. 

Рассмотрим подробнее отдельные элементы алгоритма построения линий 
пересечения двух поверхностей. 

Для определения начальных точен пересечения на первом этапе решим за
дачу пересечения линий r(u, const) и r(const, v) поверхности r(u, v) с поверх
ностью s(a, ·Ь). Не изменнющемуся параметру будем сообщать последовательно 
значения const = Vmin +дv (при этом он проходит с некоторым шагом значения 
от Vmin до Vmax), а затем - const = Umin +Ли (при этом он проходит с неRого
рым шагом значения от Umin до Umax)· При одном неподвижном параметре из 
системы уравнений ( 4.9.4) можно найти остальные три параметра. Далее поме
няем поверхности ролями и найдем точRи пересеченин иоординатных линий 
s(a, const) и s(const, Ь) поверхности s(a, Ь) с поверхностью r(u, v). Таким обра
зом, мы получим набор неRогорых точеR, принадлежащих в общем случае раз
личным линиям пересечения заданных поверхностей. В этом наборе нам пона
добится по одной точRе для построения Rаждой линии пересечения. Эти точки 
не должны быть точками касания поверхностей. Если известна некоторая тоЧRа 
линии пересечения, то по ней можно цостроить и другие точки.этой линии. 

Возьмем из полученного набора произвольную точRу пересечения поверхно
стей. Пусть ее параметры на первой. поверхности равны Uk, Vk, а на второй 
поверхности равны ak, Ьk· Построим нормали R поверхностям mr(uk, vk) и 
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ms ( ak, bk). Линия пересечения в наждой точне ортогональна нормалям обеих 
поверхностей, поэтому направление линии пересечения ноллинеарно вектор
ному произведению нормалей R поверхностям 

(4.9.9) 

Выберем в начестве направления движения к следующей точне линии пересече
ния положительное направление вентора t. Далее, по формулам ( 4.2.4) и ( 4.2.5) 
определим возможный шаг смещения по наждому из четырех параметров ди, 
дv, да, дЬ. Если одному из параметров дать приращение и сделать его не
подвижным, то из системы уравнений (4.9.4) можно найти остальные параме
тры. Важно тольно, чтобы изменение наждого из параметров по модулю не пре
вышало найденные возможные шаги. В начестве финсированного параметра, 
которому будет дано приращение, выберем тот, направление движения вдоль 
ноторого ближе R направлению нривой пересечения, т. е. составляет меньший 
угол с вентором t. Для этоrо вычислим частные производные радиус-венторов 
поверхностей по параметрам 

8r 8r 
ri = -, 

аи 
r2 = -, 

дv 

08 
81 =

да' 

08 
82 = дЬ' 

которые и дают направления движения вдоль параметров. 

( 4.9.10) 

На рис. 4.9.3 поназаны отправная точна Pk = r(uk, vk) = 8(ak, bk), вен
торы производных ri, r2, s1, s2 и сфера смещения, внутри ноторой приращения 
всех параметров не превышают, соответственно, Ли, дv, да, дЬ. Следующая 

Рис. 4.9.3. Определение неподвижного параметра и начальных приближений для следующей 
точни линии пересечения поверхностей 

точка линии пересечения не должна выйти за сферу смещения. Радиус сферы 
смещения т0 возьмем равным наименьшей по абсолютной величине проенции· 
векторов диr1, Лvr2, даs1 , ЛЬ82 на вентор насательной t: 

. 1 
т0 = m1n (lдиr1 · t!, lдvr2 · t!, lдas1 · tJ, lдbs2 · t!)\tТ. (4.9.11) 
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Для следуюшей точни линии пересечения в начестве нулевых приближений при
мем значения параметров: 

(О) _ t · r1 
Uk+l - Uk + ro I I ( ) , t r1 · r1 

( 4.9.12) 

(О) _ t · S1 
ak+ 1 - ak + ro I I ( ) , t S1 • S1 

( 4.9.13) 

Тот параметр, производная по ноторому составляет меньший угол (по абсолют
ной величине) с направлением линии пересечения, сделаем неподвижным. Да
лее, решив систему уравнений ( 4.9.4), в ноторой неподвижный параметр будет 
считаться известным и неизменным, получим остальные три параметра. Таним 
образом, найдем параметры иk+1, vk+l на первой поверхности и параметры ak+l, 
Ьk+l на второй поверхности для следующей тОЧRи линии пересечения. Продол
жим этот процесс и дальше пона не дойдем до нрая одной из поверхностей или 
не онажемся вблизи точни отправления. 

Если в процессе движения мы оназались вблизи точни отправления, это озна
чает, что нривая пересечения является замннутой. Близость точен определяется 
с помощью тех же шагов по параметрам, ноторые используются в процессе дви

жения. Кривая пересечения должна замннуться, если на очередном шаге пара
метры отличаются не более, чем на величины Ли, Лv, Ла, ЛЬ соответственно. 

Если в процессе движения мы оназались вблизи границы одной из поверхно
стей и движемся в ее направлении (имеется в виду прямоугольная граница), то 
в начестве неподвижного параметра следует выбрать тот, :который находится ря
дом со своей границей. Важно, чтобы были найдены параметры, соответствую
щие нрайним точнам линии пересечения. Для этого фуннции поверхностей, 
определяющие ве:кторы точен и их производных, должны норрентировать пара" 

метры, если они вышли за область определения. 

После определения нрайней точ:ки линии пересечения поверхностей продол
жим движение и поисн параметров линии пересечения в другом направлении 

от точни старта (в противоположном вентору t направлении). Таная линия не 
может быть замннутой, поэтому движение будем продолжать до тех пор, пона 
не будут найдены параметры другого нрая линии пересечения поверхностей. 

Если ОдНа из поверхностей или обе имеют не прямоугольную область опре
деления параметров, а ограниченную нонтурами область на параметричесной 
плосности, то при поисне параметров линии пересечения в начестве границы 

можно использовать габаритный прямоугольнин внешнего нонтура области. По
сле построения линий пересечения их следует проверить на пересечение с гра
ничными нонтурами и усечь этими :контурами, сохранив тольно те части ли

ний пересечения, ноторые лежат внутри областей определения параметров обеих 
поверхностей. 

Если на ненотором участие пересенаемые поверхности имеют близние (по
чти :коллинеарные) нормали, то нривая пересечения в этом месте может сильно 
менять свое направление. Шаг по финсированному параметру в этой области 
должен быть уменьшен. 

Если линии пересечения поверхностей проходят через точну насания, то в 
этой точне поверхности имеют ноллинеарные нормали. Матрица линеаризован
ной системы уравнений (4.9.4) в этой точке будет иметь нулевой определитель 
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и из этой системЬ1 уравнений нельзя найти параметры точки касания поверхно
стей. В втом случае вместо системы уравнений (4.9.4) можно решать систему 
четырех скалярных уравнений 

дr 
(r(u, v) - s(a, Ь)} · ди =О, 

дr 
(r(u, v) - s(a, Ь)) · дv =О, 

8s 
(s(a, Ь) - r(u, v)) · "& =О, 

дs 
( s (а, Ь) - r (и, v)) · дЬ = О, 

(4.9.14) 

определитель которой не равен нулю в точке касания. Но системе (4.9.14) удо
влетворяют не только точки касания, а еще и другие точки, в которых каса

тельные к поверхностям плоскости параллель~ы друг другу и ортогональны 

отрезку, соединяющему точки касания. Повтому после решения системы урав
нений (4.9.14) следует проверить то, что полученные точки являются точками 
васания. Для этого будем использовать тот же критерий, что применяется в 
задаче пересечения кривой и поверхности. 

Итерационный процесс решения системы ( 4. 9.14) закончим, когда на оче
редной итерации приращение каждого из параметров станет меньше некоторой 

заданной величины е. Отклонению ±е полученных в результате решения пара
метров от их точных значений соответствует максимальное отклонение радиус
вектора полученной точки от его истинного значения. Это отклонение равно 
произведению погрешности параметров и длины максимальной по модулю про
изводной радиус-векторов: 

( 4.9.15} 

Если расстояние между найденными точками на поверхностях меньше др, то 
будем считать эти точки неразличимыми и что решение дало точку касания. 
В противном случае решение не является ни точкой насания, ни точкой пересе
чения и должно быть опущено. 

Итак, в общем случае описанным выше способом каждую линию пересече
ния двух поверхностей будем представлять упорядоченной совокупностью па
раметров ui, Vi и ai, bi, i = О, 1, 2, ... , п, или упорядоченной совокупностью 
воординат двухмерных точек на параметрических плоскостях. Оформим эти 

совонупности в виде двух ломаных (2.4.1) линий lu11 (t) = [и(t) v(t)] т и laь(t) = 
= [a(t) Ь(t)] т на соответствующих поверхностях. Эти ломаные имеют общий 
параметр, при целочисленных значениях параметра они совпадают с линией пе

ресечения, при других значениях параметра они проходят вблизи линии пере
сечения, их концы совпадают с концами линии пересечения поверхностей. Для 
любого значения параметра ломаных могут быть получены параметры точки 
пересечения поверхностей с любой заданной точностью из решения системы 
(4.9.8). Кривая пересечения поверхностей в данном представлении ничем не 
отличается от любой другой кривой или сплайна. При обращении к кривой пе
ресечения с некоторым параметром она может выдать любую· геометрическую 
информацию о себе. 
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Пусть мы имеем для линии пересечения поверхностей r( и, v) и s( а, Ь) точ
ные параметричесние зависимости (4.9.5). Тогда радиус-вентор l(t} линии пере
сечения поверхностей вычислим нан среднее арифметичесное радиус-веRторов 
точек на пересекаемых поверхностях 

l(t) = r(u(t), v(t)) + s(a(t), b(t)). 
2 

(4.9.16) 

Производные радиус-вентора линии пересечения поверхностей вычислим наR 
среднее арифметичесRое производных нривых на поверхностях по формулам 

(4.9.17) 

(4.9.18) 

(4.9.19) 

Производные радиус-венторов нривых на поверхностях вычисляются по форму
лам (1. 7.20) 

dr du dv 
dt == r 1·dt + r 2 dt' (4.9.20) 

( 4.9.21) 

~:~ = rш ( ~~) 
3 

+ Зr112 ( ~~) 
2 

~~ + Зr122 ~~ ( ~~ ) 
2 

+ r222 ( ~~) 
3 

+ 

<Ри du (<Ри dv d2v du) d2v dv d3u d3v 
+Зrн dt2 dt + Зr12 dt2 dt + dt2 dt + Зr22 dt2 dt + ri dt3 + r 2 dt3 ' 

(4.9.22) 

ds da db 
dt == 81 dt + 82 dt ' 

( 4.9.23) 

d
2
s (da) 

2 
da db (db) 

2 
d

2
a d

2
b 

dt2 == sн dt + 2s12 dt dt + s22 dt + s1 dt2 + s2 dt2 ' (4.9.24} 

( 4.9.25) 
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Если параметричес:иие зависимости (4.9.5) не являются точными и дают 
точ:ии линий пересечения при целочисленных значениях параметра t (при дру
гих значениях параметра проходят вблизи линии пересечения), то формулы 
(4.9.16)-( 4.9.19) будут верны толь:ио приближенно. Точные значения радиус
ве:итора линии пересечения поверхностей и ее производных можно получить из 

системы уравнений ( 4.9.8). 

4.10. Поверхность свруrп:ения 
Мноrие моделируемые детали имеют с:ируrления, поэтому при построении 

тел требуется выполнять операцию скруrления ребер тела. Рассмотрим постро
ение поверхности, которая в дальнейшем будет использоваться для скруrления 
ребер тел. Пана будем строить поверхности с:иругления, не связывая их с те
лами. 

Пусть имеются две пересекающиеся поверхности, описываемые радиус-век
торами r(u, v) и s(a, Ь). Вблизи линии пересечения пространство делится 
поверхностями на четыре се:итора. 

Сектор 1: перпендикуляры, восстановленные от поверхностей к точкам пер
воrо се:итора, имеют направление, совпадающее с нормалями обеих поверхно
стей. 

Сектор 2: перпендикуляр, восстановленный от первой поверхности к точкам 
второrо се:итора, совпадает по направлению с нормалью первой поверхности, а 

перпенди:иуляр, восстановленный от второй поверхности и точ:иам второго се:и

тора, противоположен по направлению нормали второй поверхности. 
Се:итор 3: перпенди:иуляры, восстановленные от поверхностей и точкам тре

тьеrо се:итора, противоположны по направлению нормалям обеих поверхностей. 
Сектор 4: перпенди:иуляр, восстановленный от первой поверхности и точ:иам 

четвертого сектора, противоположен по направлению нормали первой поверхно
ст;И, а перпенди:иуляр, восстановленный от второй поверхности и точкам четвер

того се:итора, совпадает по направлению с нормалью ко второй поверхности. 
Построим поверхность скругления) представляющую собой след от качения 

сферы радиуса р, касающейся одновременно двух поверхностей. Сфера будет 

Сектор2 

s(a, Ь) 
ts ,..---......., 

v ' pms \ 
\ 
1 
1 

pmr 1 
1 

Сектор 1 

r(и. v)------#----___;,.::a..............::'-11,,,...,../_.tr:-___ _ 

Сектор 3 Сектор4 

Рис. 4.10.1. Скругление плос:ких граней 

двиrаться около линии пересечения поверхностей в одном из четырех упомяну

тых се:иторов. На рис. 4.10.1 по:иазано сечение поверхностей и сферы. 
Частные случаи. Если скруrляемыми поверхностями являются плоскости, то 

угол а между поверхностями остается постоянным при движении вдоль линии 

их пересечения. Пусть радиус скругления остается постоянным и равным р. 
В этом случае линии перехода с поверхности скругления на сопрягаемые плос
RО сти можно получить :иак э:ивидистантные линии и линии пересечения. Имея 
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согласованные по параметру линии перехода lr{t}, l8 (t) и линию пересечения 
плосностей l(t), поверхность снруrления можно представить в виде (3.10.3) 

( ) 
(1 - z) 2lr(t) + 2(1 - z)z cos (a/2)l(t) + z2l8 (t) q t z - ____; _ ____; _ ____; _ ____; __ ....._ _ _...:.___;.____;,_____; ___ ....;.......;.. 

' - ( 1 - z) 2 + 2( 1 - z) z cos (а /2) + z2 ' 
о~ z ~ 1. 

Линии перехода lr(t), l 8 (t) построим в виде линий на поверхностях. :Ка
ждая из них представляет собой двухмерную линию и поверхность (в данном 
случае - плосность). Двухмерные линии могут быть получены нан энвиди
стантные линии н линии пересечения плосностей l(t), отстоящие от нее на 
расстоянии d = ±ptg (а/2). Знан d зависит от ориентации линии пересечения 
и от сеRТора, в нотором строится поверхность снругления. Область определения 
параметра t поверхности снругления зависит от дальнейшего ее использования. 
Полученная поверхность снругления по форме совпадает с частью цилиндриче
сной поверхности. В:ан правило, в рассмотренном случае строится именно часть 
цилиндрической поверхности. Аналоrичным образом в начестве поверхности 
снругления между цилиндричесной поверхностью и ортогональной ее оси плос

костью может быть использована часть поверхности тора. 

Общий случай. Рассмотрим построение поверхности скругления в общем слу
чае. Построим точки касания натящейся сферы радиуса р с поверхностями. 
Продолжение нормалей н поверхностям в точнах касания пересенутся в центре 
катящейся сферы. Обозначим нормали (1.7.18) поверхностей r(u, v) и s(a, Ь) 
через mr(u, v) и m 8 (a, Ь), а проенции на эти нормали венторов из точен насания 
до центра сферы через Pr и Ps соответственно. Величины Pr и Ps по модулю 
раины радиусу сферы р, но имеют знан, харантеризующий упомянутый сентор. 

Параметры точен насания сферы связаны уравнением 

r(u, v) + РтШr(и, v) = s(a, Ь) + PsШs(a, Ь). (4.10.1) 

Это венторное уравнение содержит три сналярных уравнения для номпонент 
нормалей поверхностей и четыре исномых параметра и, v, а, Ь. Построение по
верхности снругления по уравнению ( 4.10.1) сходно с задачей построения линии 
пересечения поверхностей. В обоих случаях результатом решения являются две 
двухмерные линии на соответствующих поверхностях. 

Перемевиый радиус снруrления. Пусть требуется построить поверхность 
скругления переменного радиуса. Для этого нам потребуется нривая пересе
чения поверхностей. Величины радиуса снругления Pr = Pr(s) и Ps = Ps(s) 
будем считать фуннциями длины дуги s линии пересечения c(s) снругляемых 
поверхностей. В данном случае натящаяся сфера будет иметь переменный ра
диус. Кроме того, положение центра натящейся сферы связано с точной на ли
нии пересечения. Расположим центр натящейся сферы в нормальной плосности 
кривой пересечения. Нормальная плосность ортогональна насательному вентору 
кривой. Вместо венторного уравнения (4.10.1) параметры точен насания сферы 
свяжем уравнениями 

r(u, v) + Pr(s)mr(u, v) = s(a, Ь) + Ps(s)ms(a, Ь), (4.10.2) 

( 
1 ·)) dc c(s) -
2 

(r(u, v) + Pr(s)mr(u, v) + s(a, Ь) + Ps(s)ms(a, Ь) · ds =О. 
( 4.10.3) 
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Эти уравнения содержат четыре скалярных уравнения относительно четырех 
искомых параметров и, v, а, Ь. Параметр s линии пересечения является извест
ной величиной. По текущему параметру s мы вычислим радиусы Pr(s) и p8 (s), 
точку с ( s) и касательный вектор кривой в ней с' ( s). Решив систему уравнений 
(4.10.2) и (4.10.3), получим параметры и, v, а, Ь, касания катящейся сферы и 
поверхностей. 

Система уравнений (4.10.2), (4.10.3) может быть использована вместо си
стемы уравнений ( 4.10.1) для построения поверхности скруrления постоянноrо 
радиуса. В этом случае необязательно в качестве параметра кривой пересечения 
использовать длину ее дуrи. 

Результатом решения системы уравнений ( 4.10.1) или системы уравнений 
( 4.10.2) и ( 4.10.3) являются две двухмерные линии на поверхностях 

luv(t) = [и(t) v(t)]т, 

laь(t) = [a(t) Ь(t)]т, 

luv(t) Е r(u, v), 

laь(t) Е s(a, Ь), 
(4.10.4) 

на соответствующих поверхностях. В общем случае линии luv(t) и laь(t) могут 
быть получены как сплайны, проходящие через заданные точки. .Простран
ственные линии, построенные по этим линиям на поверхностях, обозначим 
соответственно через 

lr(t) = r(и(t), v(t)), 

18 (t) = s(a(t), Ь(t)). 

( 4.10.5} 

(4.10.6} 

Они определяют края поверхности скруrления, полученной :качением сферы 
одновременно по двум поверхностям. 

По двум кривым на поверхностях (4.10.5) ;и (4.10.6), являющимися следами 
касания катящейся сферы, построим поверхность скруrления. Первый параметр 
поверхности скруrления совместим с параметром t граничных :кривых (4.10.5) 
и (4.10.6). При движении вдоль второrо параметра поверхности скруrления при 
фиксированном первом параметре должна быть описана дуrа окружности. По
строим эту дуrу окружности в виде рациональной кривой Безье (2.6.16). Для 
этоrо при каждом значении параметра кривых на поверхности нужно знать 

радиус-вектор средней точки и ее· вес. Вес средней точки рациональной кривой 
Безье (2.6.16} равен косинусу половины уrла между венторами PrШr и p8 m 8 • 

Косинус угла между этими векторами равен их сналярному произведению, де-
РrШr · ШsPs 

ленному на произведение длин венторов: cos а = 
2 

. Используя фор-
р 

мулу 2 cos2 ( а/2) = 1 + cos а, вычислим вес средней точки 

а 1 
w ( t) = cos - = Гn 

2 v2 
l + (prmr ·

2
msPs}. 

р 
(4.10.7) 

На рис. 2.6.5 видно, что радиус-вектор средней точки, который обозначим через 
1( t)' можно ВБIЧИСЛИТЬ по формуле 

1 ( ) 1 Prmr(t} + Psms(t) } 
l(t) = 

2 
lr(t} + Prmr(t} + ls(t} + p8 m 8 (t} - 2 w2 (t) · (4.10.8 
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Радиус-вектор средней точки (4.10.8} и ее вес (4.10.7} являются функциями 
параметра t кривых на поверхности ( 4.10.5) и ( 4.10.6}, так как от параметра t 
зависят lr, ls и нормали к поверхностям 

Шr ( t) = Шr ( U ( t) , V ( t)) , 

m 5 (t) = ms(a(t), b(t)). 

(4.10.9) 

( 4.10.10) 

Таким образом, радиус-веRтор поверхности СRругления при постоянном или 
переменном радиусе описывается выражением 

( ) (1 - z} 2lr(t) + 2w(t}(l - z)zl(t) + z2l8 (t) 
qt,z = (l-z)2+2w(t}(l-z)z+z2 ' 

о~ z ~ 1, ( 4.10.11) 

где вес w(t) и радиус-вектор l(t) определяются равенствами (4.10.7) и (4.10.8), 
а через z обозначен второй параметр поверхности. Рассмотренная поверхность 
скругления не имеет четких границ в направлении первого параметра. Эти 
границы будут определены при дальнейшем использовании поверхности для 
скругления ребер тел. На рис. 4.10.2 приведен пример поверхности скругления. 
В зависимости от замRнутости скругляемых поверхностей и линий (4.10.5) и 
( 4.10.6) поверхность СRругления может быть замкнутой или незамкнутой. 

При решении системы уравнений (4.10.1) и (4.10.2) требуется вычислять 
производные нормалей поверхностей по параметрам. Эти производные дают 

Рис. 4.10.2. Поверхность скругления 

формулы Вейнгартена (1. 7.26). Радиус-вектор точки поверхности за ее преде
лами может быть вычислен по одной из формул (3.14.8)-(3.14.10} в зависимости 
от замкнутости поверхности. Эти же формулы позволяют определить нормали 
поверхности и их производные за пределами поверхности. 

4.11. Поверхноетъ фаени 

Наряду со СRруглениями ребер тела требуется выполнять снятие фасок вдоль 
его ребер. Построение поверхности фаски имеет много общего с построением 
поверхности скругления. Поверхность фаски несколько проще поверхности 
скругления. Остановимся на том, что их отличает. 
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Пусть имеются две пересекающиеся поверхности, описываемь1е радиус-век
торами r(u, v) и s(a, Ь). Радиус-вектор поверхности фаски представим в форме 
линейчатой поверхности 

q(t, z) = (1 - z)lr (t) + zl8 (t), о~ z ~ 1, (4.11.1) 

построенной по двум линиям на заданных поверхностях 

lr(t) = r(u(t), v(t)), 

18 {t) = s(a(t), b(t)), 

(4.11.2) 

(4.11.3) 

проходящим вдоль их линии пересечения. Эти двухмерные линии определяют 
нрая поверхности фаски (4.11.1). Линии (4.11.2} и (4.11.3) должны иметь об
щий параметр t. Первый параметр поверхности фаски совместим с параметром 
нривых, на которых она построена. Границы поверхности фаски по первому 
параметру будут определены при дальнейшем использовании поверхности. 

Если известна линия пересечения поверхностей (например, при снятии фас
ни на ребре тела) и угол а между поверхностями остается постоянным при 
движении вдоль линии пересечения, то линии lr(t}, l8 {t) можно построить как 
эквидистантные линии к линии пересечения. Рассмотрим построение поверх
ности фаски в общем виде. 

Об••(ий еп.учай. Вблизи линии пересечения пространство будем делить 
поверхностями на четыре сектора таким же образом, как и при построении 
поверхности скругления. Это нужно для того, чтобы определить, с какой сто
роны от линии пересечения проходят линии (4.11.2) и (4.11.3). Через mr(u, v) 
и m 8 (a, Ь) обозначим нормали (1.7.18) поверхностей r(u, v) и s(x, у), а через 

t ( ) = ±mr Х (mr Х m 8 ) 
r и, V I I , (4.11.4) 

Шr Xm8 

ts(a, Ь) = ± ms Х (ms Х Шr) (4.11.5} 
lms Х Шrl 

обозначим единичные векторы трансверсалей, которые лежат в касательных к 
поверхностям плоскостях и ортогональны линиям lr(t) и l8 (t) соответственно. 
На рис. 4.11.1 приведены нормали и трансверсали (4.11.4) и (4.11.5). 

s(a, Ь) 

r(u, 11) 

Рис. 4.11.1 

Задача построения поверхности фаски сходна с задачей построения поверх
ности скруrления. Параметры u(t), v(t), a(t), Ь(t), определяющие линии (4.11.2) 
и (4.11.3} и являющиеся координатами точек на поверхностях, связаны вектор-

17 - 5293 Головв.ков 



258 Гл. 4. Операции над кривыми и поверхностями 

ным уравнением 

r(u, v) + drtr(u, v) = s(a, Ь) + d8 t 8 (a, Ь). (4.11.6) 

Величины dr и d8 определяют расстояние от линий (4.11.2) и (4.11.3), соот
ветственно, до точки пересечения трансверсалей. Знаки величин dr и d8 опре
деляют, с какой стороны от линии пересечения проходят линии lr(t) и 18 (t), 
т. е. определяют сектор, в котором лежит поверхность фаски. Если в области 
пересечения поверхности плоские и ортогональны друг другу, то абсолютные 
величины dr и d8 равны катетам фаски. 

Фаска с переменными катетами. Поверхность фаски можно связать с линией 
пересечения поверхностей c(s), а величины dr и d8 можно поставить в зависи
мость от длины дуги s этой линии. В этом случае параметры u(t), v(t), a(t), 
b(t), определяющие линии (4.11.2) и (4.11.3), связаны уравнениями 

r(u, v) + dr(s)tr(u, v) = s(a, Ь) + d8 (s)t 8 (a, Ь), (4.11.7) 

( 
1 ) ~ c(s) -
2 

(r(u, v) + drtr(u, v) + s(a, Ь) + dsts(a, Ь)) · ds =О. (4.11.8) 

Данная система содержит четыре уравнения относительно четырех параметров: 
и, v, а, Ь. 

При решении системы уравнений (4.11.7) и (4.11.8) требуется вычислять 
процзводные нормалей поверхностей по параметрам. Эти производные опреде
ляют формулы Вейнгартена (1.7.26). Радиус-вектор точки поверхности за ее 

Рис. 4.11.2. Поверхность фаски 

пределами может быть вычислен по одной из формул (3.14.8)-(3.14.10) в зави
симости от замкнутости поверхности. Эти же формулы позволяют определить 
нормали и векторы (4.11.4) и (4.11.5) поверхности и их производные за преде
лами поверхности. 

На рис. 4.11.2 приведен пример поверхности фаски. 
В зависимости от замкнутости поверхностей и линий (4.11.2) и (4.11.3) по

верхность фаски может быть замкнутой или незамкнутой. 
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4.12. Опреде.левие точен перееече1mя трех поверхвоетей 
В некоторых случаях требуется найти точку (точки) пере сечения трех по-

верхностей. Рассмотрим сначала частный случай пересечение трех плос-
костей. 

Пересечение трех плоскостей. Пусть даны три плосности 

r(u, v) = ro + ur1 + vr2, 
8(а, Ь} = 80 + а81 + Ь82, (4.12.1) 
q(x, у) = Qo + xq1 + YQ2 

с единичными нормалями mr, m 8 , mq соответственно. Плоскости имеют един
ственную точку пересечения, если смешанное произведение нормалей отлично 

от нуля: (mr х m 8 ) • mq f:. О. Пусть искомая точка имеет радиус-вектор р. 
Тогда вектор р - ro коллинеарен плоскости r(u, v), вектор р - so колинеарен 
плоскости 8(а, Ь}, вектор р- Qo коллинеарен плоскости q(x, у). Следовательно, 
должны выполняться равенства 

(р - ro} · mr = О, 
(р - 80) · ms =О, 
(р - Qo) · mq = О. 

(4.12.2} 

Обозначим через р1, р2, Рз координаты точки р, через m1, m2, mз - ком
поненты вектора нормали mr, через n1, n2, nз - компоненты вектора нор

мали m 8 , через l1, l2, lз компоненты вектора нормали mq. Тогда система 
уравнений ( 4.12.2} примет вид 

т1р1 + m2p2 + mзРз = ro · mr, 

n1p1 + n2p2 + n3p3 = 80 · ms, 
l1P1 + l2P2 + lзРз = Qo · mq. 

(4.12.3) 

Решив систему линейных алгебраических уравнений (4.12.3} относительно р1 , 
Р2, р3, найдем общую точку трех плоскостей. Параметры этой точки для каждой 
из плоскостей найдем по формулам 

r1 · (р - ro) 
Up = ' r1 · r1 

r2 · (р - ro) 
Vp = ' r2 · r2 

81 · (р - 80) 
ар= ' 81 . 81 

s2 · - 80) 
Ьр=----

82 · 82 
(4.12.4) 

Q1 · (р - Qo) 
Хр = ' 

Q1. Q1 

Q2 · (р - Qo) 
Ур = q q ' 2 . 2 

если ортогональны пары векторов r1, r2; 81, 82; Q1, q2, или по формулам (4.6.6) 
и (4.6.7} в противном случае. 

Общий случай. В общем случае пересечения трех поверхностей r( и, v), 
s(a, Ь) и q(x, у) каждая точка пересечения должна удовлетворять векторным 
уравнениям 

11* 

r(u, v) - q(x, у) =О, 
8(а, Ь) - q(x, у) - О. 

( 4.12.5} 
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Эти венторные уравнения содержит шесть сналярных нелинейных уравнений 
относительно шести параметров и, v, а, Ь, х, у поверхностей. Если в точнах пе
ресечения смешанное произведение нормалей поверхностей отлично от нуля, то 

система может быть решена одним из описанных численных методов. :Кан пра
вило, мы будем обращаться к решению этой задачи с известным начальным 
приближением. Например, нам будут известны линии пересечения поверхно
стей q(x, у) и r(и, v), q(x, у) и s(a, Ь), и будет требоваться найти пересечение 
этих линий. Начальное приближение может быть найдено из решения задачи 
пересечения соответствующих двухмерных линий на поверхности q(x, у). 

Пусть нам известно начальное приближение параметров трех поверхностей 
в районе их общей точни пересечения. Тоrда в методе Ньютона на r-й ите
рации приращения параметров ди(r), дv(r), да(r), дЬ(r), Дх(r), Ду(r) точни 
пересечения будем иснать из системы линейных уравнений 

8r1 Д (r) 8r1 Д (r) 8q1 Д (r) 8q1 Д (r) - и + - v - - х - - у = q1 - r1 
аи av ах 8у ' 

8r2 (r) 8r2 (r) 8q2 (т) 8q2 (т) 
-Ли + -дv - -Дх - -Ду = Q2-r2 
аи av ах 8у ' 

8rз Д (r) 8rз Д (r) 8qз Д {r) 8qз Д (r) - и + - v - - х - - у = qз-rз 
аи av ах 8у ' 

8s1 д (r) 8s1 ль<r) 8q1 д (r) 8q1 д (r) -- а + - - - х - - у - q1 - s1 & & & ~ ' 

( 4.12.6} 

8s2 Д (r) 8s2 ДЬ(r) 8q2 Д {r) 8q2 Д (r) - а + - - - х - - у = q2 - s2 & & & ~ ' 
8sз д (r) 8sз дь(r) 8qз д {r) 8qз д (r) - а + - - - х - - у = qз - sз, 
да аь ах 8у • 

где ri, r2, rз - номпоненты радиус-вентора поверхности r(и(r), vCr)}, s1 , s2, 
s3 - номпоненты радиус-вектора поверхности s(a(r), Ь(r)), q1, q2, q3 - номпо
ненты радиус-вектора поверхности q(x(r), y{r)). Следующее приближение пара
метров точни пересечения равны и<r+I) = и(r) + диСr), v<r+I) = v(r) + Лv{r), 
a(r+I) = a(r) + Да(r), b(r+l) = b(r) + ДЬ(r), X(r+1) = x(r) + Дх(r), y(r+I) = y(r) + 
+ Ду(r). Процесс уточнения параметров занончим, ноrда на очередной итерации 
выполнятся неравенства lи(r+l) -и{r)I < е, lv(r+I) -v(r)f < е, la(r+l) -a(r)I < е, 
1ь<r+l) - ь<r) 1 < с:, lx(r+l) - x<r) 1 < е, IY(r+l) - d(r) 1 < с:. 

4.13. Точность вьmоnне1Шя операций 
Для описания кривых линий и поверхностей мы используем параметриче

ское представление. Геометричесние объенты построены тан, что они выдают 
необходимую геометричесную информацию для заданных параметров. Поэтому 
поисн неноторого решения заключается в поисне соответствующих ему параме

тров. Если известны параметры, то можно считать, что известно все остальное. 
Параметры решения не изменяются при одновременном перемещении, повороте 
или трансформировании взаимодействующих rеометричесних объентов. 
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В итерационных методах выполнения операций параметры геометрических 
объектов мы находим с некоторой точностью е. Мы заканчиваем процесс уточне
ния параметров, когда на очередной итерации изменение наждого параметра по 

абсолютной величине становится меньшее;: (Jx(k+I) _x(k) 1 < с:). На самом деле, 
точность решения ниже величины е;. В близи точен насания решение сходится 
очень медленно, а в самих точках касания решение может расходиться. Значе-

ние некоторого параметра x(k+I) на последней итерации отличается от искомого 
точного значениях* на величину~~ lx(k+l) - x*I, ноторая в неснолько десят
ков или сотен раз может быть больше величины с:. В то же время, величина с: 
не должна превосходить 10-n, где n - число точных чисел в мантиссе пред
ставления параметров. Общее количество т > n значащих цифр в мантиссе 
представления действительных чисел в памяти компьютера является отправ
ной точкой для определения максимальной точности, которую можно достичь 
численными методами. 

Пусть мы определились с величиной ~, которую назовем заданной точно
стью. Две точки геометричесного объента мы будем считать совпадающими, 
если соответствующие им параметры отличаются меньше, чем на величину ~. 
:Кроме величины~ нам потребуется точностью выпо.лнени.я оп.ераций - вели
чина с:, которая свf13ана с величиной ~ и должна быть меньше нее (с: < ~). 

Там, где это возможно, операции следует выполнять без привлечения числен
ных методов. В этих случаях точность выполнения операций будет зависеть от 
точности диагностики частных случаев. Например, при пересечении цилиндри
ческой поверхности с ортогональной ее оси плоскостью точность построения 
JIИНИИ пересечения будет определяться точностью, при которой вектор нормали 
плоскости и ось цилиндра считаются параллельными. Два вектора можно счи
тать параллельными, если длина их векторного произведения меньше некото

рой величины. Если по результатам проверни венторов на параллельность мы 
будем выполнять операцию, то проверка должна выполняться с участием точ
ности выполнения операций с:. Если проверка выполняется для других целей, 
то она должна выполняться с участием точности~. 

Возникает вопрос, наким образом с помощью величин~ и е, связанных с 
параметрами, оценить близость точек или векторов в пространстве? Для отве
та на этот вопрос нам придется привлечь неноторый геометрический размер 
модели. В начестве такого геометрического размера можно взять диагональ d 
габаритного куба модели. Предположим, что параметричесRая длина некоторой 
кривой или поверхности модели не меньше единицы (tmax - tmin ~ 1) и раз
меры соизмеримы с диагональю d. Тогда две точни геометрического объекта, 
находящиеся на параметрическом расстоянии ~ или е, в пространстве будут 
находиться на расстоянии, не превышающем ~ d или c:d соответственно. Если 
нам известно значение параметра точки r геометричесного объекта, в Rоторой 
параметр определен с точностью с:, то в пространстве эта точка будет опреде
лена с точностью c:r'. Точно таи же от:клонение вентора длиной d на угол ~ 
или с: даст перемещение в пространстве, примерно равное ~ d или e;d соответ
ственно. Через габаритный размер d геометричесние погрешности связаны с 
параметрическими и угловыми погрешностями~ и с:. 

При выполнении операций важно знать, с канай точностью они были вы
полнены. Мы будем пользоваться двумя величинами: ~и с:. С точностью с: мы 
будем вьшолнять операции, а с точностью~ мы будем проверять величины на 
равенство. 



Глава 5 
ТОПОЛОГИЯ ОБОЛОЧЕК 

5.1. ТопоJiоrичеекие объеюы 

Моделирование о:кружающих нас предметов требует привлечения более слож
ных геометричес:ких объе:ктов, чем точ:ки, :кривые и поверхности. Одной поверх
ностью в общем случае невозможно описать геометричес:кую форму не:которого 
заданного предмета, но зто можно сделать с помощью не с:коль:ких поверхностей, 
связав их определенным образом. То, :ка:ким образом поверхности будут связаны 
друг с другом, составляет дополнительную информацию, :которой мы снабдим 
новые объе:кты, построенные на основе уже рассмотренных геометричес:ких объ
е:ктов. Нашей целью является получение геометричес:кой модели о:кружающих 
предметов. Все эти предметы занимают не:которую часть пространства, или, 
другими словами, занимают :конечный объем пространства. Для их модели
рования нужно описать сово:купность поверхностей, отделяющих внутренний 
объем предмета от остальной части пространства. Для этого потребуется набор 
определенным образом построенных и обрезанных поверхностей и информа
ция о взаимной связи этих поверхностей - :ка:к одна поверхность переходит в 
другую. 

Оболочви. Поверхности могут быть зам:кнутыми по одному или двум параме
трическим направлениям Или незам:кнутыми. Незам:кнутые поверхности имеют 
границу. Границей будем назвать линию на поверхности, соответствующую 
движению ее параметров по границе их области определения. Линию на за
м:кнутой поверхности, по :которой она замы:кается сама на себя, будем называть 
швом. Поверхности могут сты:коваться друг с другом по границам. Можно с:ка
зать, что по шву зам:кнутая поверхность сты:куется сама с собой. Сово:купность 
стЫRующихся по границам поверхностей будем называть обо.ло'Чкой. Оболоч:ка 
может состоять из одной поверхности или нес:коль:ких поверхностей. Также :ка:к 
и отдельная поверхность, оболоч:ка может быть зам:кнутой и незам:кнутой. За
м:кнутая оболоч:ка не имеет границы. Незам:кнутая оболоч:ка имеет одну или 
нес:коль:ко границ. 

В предыдущих главах мы исследовали геометричес:кие свойства :кривых и 
поверхностей путем определения их :количественных хара:ктеристи:к (длин и 
углов). В данной главе нас будут интересовать свойства геометричес:ких объе:к
тов, не зависящие от :количественных хара:ктеристи:к. Мы будем рассматривать 
непрерывную связь между точ:ками геометричес:ких объе:ктов. Предположим, 
что оболоч:ка выполнена из эластичного неразрываемого и нес:клеиваемого мате
риала. Исследуем свойства этой оболочки, :которые сохраняются при всевозмож
ных ее деформациях. Деформацией будем называть изменение формы оболоч:ки 
путем растяжения, сжатия, сдвига или изгиба ее поверхности, не приводящее 
к разрывам и не требующее склеивания поверхностей оболОЧRи. Эластичная 
оболоч:ка в виде :куба может быть деформирована в сферу, или эллипсоид, или 
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оболочRу в виде тетраэдра, но не может быть деформирована в тороидальную 
оболочRу. Сфера, эллипсоид, оболочка в виде тетраэдра или Rуба могут быть 
преобразованы друг в друга путем непрерывных и обратимых отображений. 
Свойства геометрических объеRтов, сохраннющиесн при непрерывных и обра
тимых отображенинх одного пространства в другое, изучает тоnоАоги.я. С то
пологичесRой точRи зрения сфера, эллипсоид, оболочRа в виде тетраэдра или 
нуба ЭRвивалентны. Свойства, хараRтеризующие непрерывность точеR неRото
рой оболочRи, нвляютсн топологическими свойствами. Несмотря на Rажущуюся 
неопределенность, топологичесRие свойства геометричесRих объеRтов связаны с 
фундаментальными математичесRими понятиями. 

Топологин изучает общий случай оболочеR, Rоторые могут самопересеRатьсн, 
иметь или не иметь границы, уходить в бесконечность. Топологин оперирует 
своими объеRтами, которые несут информацию о их взаимной связи друг с дру
rом, и устанавливает между ними соотношенин. При моделировании оRружаю
щих нас объеRтов мы будем строить оболочRи из тоnоАогических объектов. 
Они будут нести и Rоличественную геометричесRую информацию и топологи
чесRую информацию. Количественнан геометричесRан информацин топологи
чесRого объеRта содержится в его геометричесRом носителе, которым может 
лвлнться точRа, Rриван или поверхность. В данной главе мы сосредоточим 
внимание на топологичеСRИХ свойствах моделируемых объеRтов. 

Верmивы, ребра, ц:икпы, rраин. Рассмотрим оболоЧRи, построенные на осно
ве поверхностей в трехмерном евRлидовом пространстве. Для отслеживанин 
свнзей составлнющих оболочRу поверхностей дополним поверхности информа
цией об этих свнзнх и введем топологичесRие объеRты. ТопологичесRие объеRты 
будут нести одновременно метрическую и топологическую информацию. Одним 

Топологические объекты 

Цикл 

Рис. 5.1.1. Топологичесвие объевты 

из топологичесRих объеRтов явлнется оболочRа. При построении оболочRИ бу
дем использовать такие топологичесRие объекты, каR грани, ребра, вершины 
и циRлы (рис. 5.1.1). Все топологичесRие объекты имеют общие принципы по
строения. 

Гранью будем называть топологичесRий объеRт, построенный на основе по
верхности. Фактически грань представлнет собой поверхность плюс информа
цин о том, RaRaя сторона поверхности является наружной стороной грани, и 

информацин об ее положении в оболоЧRе, т. е. информацин об ее соседях. Ин
формация о соседних гранях оформляетсн в виде циклов. 

ЦикА это топологичесRий объеRТ, который описывает одну из границ 
rрани, и содержит информацию о том, где и RaR к данной грани примыRают 
соседние грани. TaR RaR вдоль одного циRла R данной грани могут примьmать 
несRольRо соседних граней, то циRл состоит из несRольRих участRов. Каждый 
участоR циRла опирается на неRоторое ребро. 
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Ребром будем называть топологичесRий объеRт, построенный на основе ли
нии стыковRи соседних граней или на основе граничной линии оболочRи. Грани 
стыRуются тольRо по ребрам. ТаRим образом, Rаждая грань со всех сторон 
окружена ребрами. Вершиной будем назьmать топологичесRий объеRт, постро
енный на основе точки, в Rоторой стыкуются ребра. Вершины могут лежать 
тольRо на Rраях ребер. Каждое ребро начинается и оRанчивается в вершине. 
Если ребро замRнуто, то оно начинается и оRанчивается в одной и той же вер
шине. Цикл состоит из ребер, образующих замкнутую линию вдоль одной из 
границ грани. ЦиRл всегда замRнут и ему приписывается определенное напра
вление. Грань может содержать нескольRо циRлов, причем один из них является 
внешним, а остальные - внутренними и целИRом лежащими внутри внешнего 

циRла. За положительное направление цикла примем направление движения 
вдоль цикла, при Rотором грань всегда находится слева, если смотреть с наруж

ной стороны грани. ТаRим образом, внешний цикл грани ориентирован против 

Рис. 5.1.2. Ориентация внешнего и внутренних ци:клов грани 

часовой стрелRи, а внутренние цИRлы ориентированы по часовой. стрелке, если 
смотреть с наружной стороны грани. Каждый циRл проходит по одной из границ 
поверхности. На рис. 5.1.2 приведен пример грани с ее циклами. 

Грани, ребра и вершины строятся на базе известных геометричесRих объ
ектов (точеR, Rривых и поверхностей) добавлением R ним информации о своих 
соседях и о взаимной ориентации. В результате геометричесRие объеRты при
обретают новое Rачество, чем и обусловлено введение топологичеСRИХ объеRтов. 

5.2.* Эйлерова характериетииа оболочек 

Топологические свойства оболочки могут быть выражены через :количество ее гра
ней, ребер, вершин и циклов. Пусть оболочка содержит F граней, Е ребер, V вершин 
и L циклов. Число вершин, ребер, граней и циклов оболочки связаны между собой 
соотношением 

F-E+ V + (F-L) = Н, (5.2.1) 

где величина Н называется эй.л.еровой характеристикой оболочки. Формула (5.2.1) но
сит имя фор.мулы Эйлера. Если каждая грань оболочки имеет один цикл, то F - L = О 
и слагаемое в скобках в левой части (5.2.1) может быть опущено. Одну и ту же обо
лrn::ку можно построить из различного набора граней. Например, сферическую оболочку 
можно построить из двух полусфер или из нескольких сферических сегментов подобно 
футбольному мячу. Нак будет видно далее, эйлерова характеристика оболочки не зави
сит от числа и формы составляющих ее граней, но зависит от природных характери
стик оболочки, которые изучает топология. 
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Рассмотрим, как изменяется эйлерова характеристика оболочни при изменении 
составляющих ее элементов. Для этого будем изменять состав граней, ребер и вер
шин неноторого фрагмента оболочни, не изменяя состава остальной части оболочни. 

Рис. 5.2.1. Эйлерова хара:нтеристина не изменяется при ликвидации ребра оболочни 

При желании оболочной можно считать только поназанный на рисунках фрагмент. На 
рис. 5.2.1 поназан фрагмент оболочни, у ноторого ликвидируется одно ребро. Из рисунка 
видно, что при линвидации одного ребра число граней, число ребер и число циклов 
уменьшается на единицу, а эйлерова харантеристина оболочки не изменяется. 

Если объединить два ребра, линвидировав общую для них вершину, то число ре
бер и вершин обvлочни уменьшатся на единицу. Если разрезать ребро на две части, 
вставив вершину, то число ребер и вершин оболочни увеличится на единицу. Эйлерова 
харантеристина оболочни в обоих случаях не изменится. При введении одного дополни
тельного ребра между существующими вершинами число граней, число цинлов и число 

Рис. 5.2.2. Эйлерова харантеристина не изменяется при добавлении ребра в оболочну 

ребер увеличится на единицу. При введении дополнительного ребра с добавлением двух 
новых вершин на его нонцах число граней и цинлов увеличивается на единицу, число 
ребер увеличивается на три из-за деления двух существующих ребер на две части и 
добавления нового ребра, а эйлерова харантеристика оболочни не изменяется, что пока
зано на рис. 5.2.2. 

Эйлерова харантеристина оболочки не изменяется и при введении одного дополни
тельного ребра, соединяющего существующую вершину и новую вершину, делящую 
существующее ребро на два ребра. 

В приведенных примерах все грани не изменяли число ограничивающих их циклов, 
а все новые грани имели один цинл. В общем случае грань может иметь вырезы внутри. 
Грань с вырезами с топологической точни зрения отличается от грани без вырезов, тан 
нан первую нельзя преобразовать во вторую путем деформирования. Число вырезов 

Рис. 5.2.3. Добавление грани и двух ци:нлов в оболоч:ну 

в грани также играет существенную роль. Топологичесни энвивалентными являются 
грани, ноторые путем деформирования могут быть преобразованы одна в другую. Для 
этого грани должны иметь одинановое число вырезов или одинановое число цинлов. 

На рис. 5.2.3 поназано добавление новой грани в оболочну путем введения замннутого 
ребра, целином лежащего внутри существующей грани. 
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Число граней, ребер и вершин при этом увеличит ел на единицу, а число цинлов 
увеличится на два (цинл на добавленном замннутом ребре должен быть посчитан два
жды: один раз в одной грани, второй раз - в другой грани). Эйлерова харантеристика 
оболочни при этом танже не изменится. Эйлерова характеристина оболочни не изме
нится, если мы преобразуем грань с двумя цинлами в грань с одним цинлом, что 

Рис. 5.2.4. Добавление ребра и ликвидация внутреннеrо цикла rрани 

приведено на рис. 5.2.4. Понажем это. Пусть новое ребро начинается и онанчивается в 
уже существующих вершинах, тогда число ребер увеличится на единицу, число циклов 
уменьшится на единицу, а эйлерова харантеристика не изменится. 

Все перечисленные модификации оболочни не изменяют ее эйлеровой характери
стики. Это иллюстрирует то, что эйлерова харантеристика не зависит от способа раз
биения оболочни на грани, а зависит тольно от природы оболочки. 

Рассмотрим еще один пример, поназывающий, что эйлерова харантеристика зави
сит от топологии оболочки, и не зависит от способа раскроя ее на грани. Возьмем 

Рис. 5.2.5. Эйлерова характеристика оболочек различна 

оболочну в форме четырехугольной призмы и превратим ее в оболочну в форме четы
рехугольной призмы с четырехугольным отверстием, что показано на рис. 5.2.5. 

Исходная оболочки имела следующие числа граней, циклов, ребер и вершин: F = 6, 
L == 6, Е = 12, V == 8, и ее эйлерова харантеристика равна Н == 2. Результирующая 
оболочни имеет: граней F == 10, цинлов L = 12, ребер Е = 24, вершин V = 16, а 
ее эйлерова харантеристина равна Н = О. В двух гранях увеличилось число пи-

Рис. 5.2.6 

клов (было по одному циклу, а стало по два). Эйлерова характеристина новой оболочки 
уменьшилась на две единицы. Повторим переход от той же призматичесной оболочки 
н призматичесной оболочне с вырезом, тольно верхнюю и нижнюю грань исходной 
оболочни представим в виде совонупности девяти граней, нан поназано на рис. 5.2.6. 
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ИсходнаR оболочки имела следующие числа граней, циклов, ребер и вершин: F = 22, 
L = 22, Е = 52, V = 32, и ее эйлерова характеристика равна Н = 2. Результирующая 
оболочки имеет: граней F = 24, циклов L = 24, ребер Е == 56, вершин V = 32, а ее 
эйлерова характеристика равна Н = О. Все грани в исходной и результирующей обо
лочках имеют по одному циклу. Эйлерова характеристика результирующей оболочки, 
Rак и предыдущем примере, уменьшилась на две единицы. 

Это произошло в результате того, что мы получили оболочку, котораR топологиче
сни неэквивалентна исходной оболочке. Действительно, представив, что обе оболочки, 
показанные на рис. 5.2.5, выполнены из легко деформируемого материала, скруглив 

Рис. 5.2.7. Сфера и тор имеют различную топологию 

yгJThl, из первой оболочки получим сферу, а из второй - тор (рис. 5.2.7). Никакими 
деформациRми невозможно из сферы получить тор - они имеют разную топологию. 

Эйлерова характеристина оболочки отражает ее природные свойства, свRзанные с 
возможностью деформировать одну оболочку в другую или, другими словами, устано
вить между ними взаимно однозначное соответствие. ДлR описании топологических 
свойств оболочек и их граней используетсн понятие св.язиости. Оболочки одинаковой 
связности могут быть деформированы одна в другую при условии, что они имеют равное 
число границ и одинаковую ориеитируемость. 

5.з: Связность обо.почен 

Исследуем топологичесние свойства оболочек. Эти свойства не зависRт от коли
чественных характеристик (объема, площади поверхности и т. п.). Не будем обращать 
внимания на ребра и вершины, а будем воспринимать оболочку как единое целое. Пред
ставим, что оболочка выполнена из легко деформируемого неразрываемого и несклеива
емого материала. Мы можем изменить форму оболочки, но до определенных пределов. 
Например, если оболочка имеет форму шара, то ей можно придать ему форму куба 
или тарелки, но нельзR придать ему форму тора или кувшина с ручкой. Данный факт 
явлRетсR отражением того, что упомRнутые шар, куб и тарелка имеют одинановую то
пологию, которая отличаетсR от топологии тора и кувшина с ручкой. Топологической 
характеристикой описанного свойства оболочек RВЛRется связность. В приведенном при
мере оболочки с формой шара, куба или тарелки, имеют одну и ту же свRзность, которан 
отлична от связности оболочки с формой тора или кувшина с ручкой. Так как тополо
rиR характеризует непрерывную СВRЗЬ точек объектов, то для определениR топологиче
ских свойств следует изучить поведение топологических объектов при разделении их на 
части. 

Св.язиость - это топологическое понRтие, характеризующее целостность некото
рого объекта. С другой стороны связность отражает возможность разделить некото
рьrй топологический объект на отдельные части. Простейшей являетсR незамкн_утаR 
оболочка с одной границей (одним циклом) топологиче ски эквивалентнаR кругу. Если 
представить, что оболочки выполнены из легко деформируемого материала, то простей
шей является оболочка, которой путем деформирования можно придать плоскую форму 
с границей в виде окружности. ПрRмоугольнаR, эллиптическаR, любаR плоскаR оболочка 
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с одной границей является простейшей. Рассмотрим вопрос: какое минимальное число 
линий можно провести на поверхности оболочки, чтобы по этим линиям ее можно было 
бы разрезать на две простейшие? Простейшая оболочка делится на две отдельные части 
любой линией, проведенной от одной точки границы до другой. Простейшей оболочке 
приписывается связность равная единице. Ее назьmают односв.яэной. 

Рассмотрим незамкнутые оболочки, имеющие конечное число циклов (границ), ко
торые путем деформирования без склеивания и наложений можно сделать плоскими. 
На рис. 5.3.1 приведены примеры плоских оболочек с различным числом циклов. Если 

Рис. 5.3.1. Плоение оболоч:ки различной связности 

плоская оболочка имеет L циклов (один внешний и L-1 внутренних), то на ней можно 
провести L - 1 линий, не разрезающих оболоЧку на две отдельные части (например, от 
внешнего цикла к каждому внутреннему циклу). Любая следующая линия, начинаю
щаяся и оканчивающаяся на границе оболочки, разрежет ее на две части. Плоская 
оболочка с вырезами обладает дополнительными связями, которые мы режем, а обо
лочка не теряет свою целостность. Целостность оболочки заключается в том, что из 
некоторой ее точки, двигаясь по ее поверхности, можно попасть в любую другую ее 
точку. Плоской оболочке с L циклами припишем связность равную L. 

Связность оболочни определим минимальным числом линий, по которым ее можно 
разрезать на две простейшие оболочки (на две отдельные части}. Если связность обо
лочRИ равна h, то h - 1 разрезов достаточно, чтобы ими раскроить оболочку, превратив 
ее в простейшую. Связность обозначим через h. 

Рассмотрим замкнутые оболочки. На оболочRе как на поверхности можно свободно 
строить кривые линии. Предположим, что мы можем резать оболочку по кривым на 
ней. Если оболочка имеет топологию сферы, то по любой замкнутой кривой на ее по
верхности оболочку можно разрезать на две отдельные части, представляющие собой 
односвязные оболочки. Если оболочн.а имеет топологию тора, то для расRроя ее в од
носвязную rрань, потребуется, как минимум, две замкнутые кривые на ней. Способ 
раскроя тороидальной оболочки показан на рис. 5.3.2. 

Используя определение, получим, что связность сферы равна единице, а связность 
тора равна трем. 

На замкнутой оболочке связности h можно построить h - 1 замкнутых кривых, 
которые не нарушают ее целостности (которые не разрезают ее на отдельные части), 
но нельзя построить h таких кривых. Для того, чтобы замкнутую оболочку связности 

Рис. 5.3.2. Расврой тороидальной оболочви Рис. 5.3.3. Рас.:крой цилиндричес:кой оболочви 

h раскроить в односвязную оболочку, ее нужно разрезать по h - 1 замкнутым линиям. 
Эти линии не разрезают оболочку на две отдельные части, но любая совокупность, 
состоящая из h замкнутых кривых на оболочке, обязательно разрезает оболочку на две 
части. 
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Рассмотренные замкнутые оболочки имеют нечетную связность. Существуют обо
лочки четной связности. Четную связность могут иметь незамкнутые оболочки. На
пример, цилиндрическая: оболочка конечной длины имеет свя:зность равную двум. 
Действительно, линия:, проходящая: от одной границы до другой, не разрезает ци
линдрическую оболочку на отдельные части, а только раскраивает ее в односвязную 
оболочку (рис 5.3.3). Любая: другая: линия:, проходящая: от одной границы до другой, 
разрежет цилиндрическую оболочку на части. 

На рис. 5.3.4 показаны незамкнутые оболочки, полученные из замкнутых оболочек, 
если в последних сделать отверстия:. Если в замкнутой оболочке связности h выполнить 
одно отверстие с одной замкнутой границей, то связность полученной незамкнутой обо
лочки будет равна связности исходной замкнутой оболочки. Каждое последующее отвер
стие с одной замкнутой границей будет увеличивать связность полученной оболочки на 
единицу. Связность приведенных на рис. 5.3.4 незамкнутых оболочек соответственно 

Рис. 5.3.4. Незамкнутые оболочки 

равна 1, 4, 3, 6. Система разрезов на этих оболочках строится: аналогично системе 
разрезов на соответствующей замкнутой оболочке, только часть линий проводится: от 
одной границы к другой границе. 

Связность не является: единственной характеристикой оболочки. Две оболочки могут 
иметь одинаковую связность, но быть топологически различными. Кроме связности 
оболочка характеризуются: ориентируемостью. 

5.4.* Ориеитируемоеть обо.почек 

Для: многих замкнутых оболочек одну из сторон можно определить как внутреннюю, 
а другую - как наружную. Для: точек оболочек вводится: такое топологическое понятие 
как ориентируемость. Представим, что вокруг всякой точки оболочки проведена окруж
ность достаточно малого радиуса, расположенная: на поверхности оболочки. Для: каждой 
окружности определим такое направление обхода, что достаточно близкие точки всегда 
будут обходиться: в одном и том же направлении. Если для: некоторой оболочки это 
можно сделать, то такая: оболочка называется: ориентируемой. Существуют оболочки, 
для: которых нельзя: ввести единов направление обхода для: окружностей близких точек. 
Такие оболочки называются: неориентируемыми. 

Jlист Мёбиуса. Примером неориентируемой оболочки является: лист Мёбиуса, 
показанный на рис. 5.4.1. Лист Мёбиуса можно получить, взяв бумажную полосу и 
склеив дальние края, повернув предварительно их друг относительно друга на 180°. До 
склеивания: краев полосы ее стороны можно покрасить двумя: разными цветами. Если 
покраску проводить после склеивания:, то окажется:, что мы окрасим одним цветом обе 
стороны. При движении по листу Мёбиуса мы пройдем по обеим его сторонам. 

Для: точек листа Мёбиуса нельзя: определить ориентацию. Действительно, задав для: 
малой окружности некоторой точки ориентацию и двигаясь по оболочке, мы попадем в 
исходную точку, но с противоположным направлением. Результатом этого является: не
возможность окрасить разные стороны оболочки в разные цвета. У оболочки всего одна 
сторона. Лист Мёбиуса является: односторонней оболочкой. Если оболочка является: 
односторонней, то она неориентируема. Справедливо и утверждение, что если оболочка 
является: двусторонней, то она ориентируема. 
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Оболочка тогда и только тогда неориентируема, когда на ней можно построить такую 
замкнутую кривую s, что при движении вдоль этой кривой достаточно малой ориентиро
ванной окружности она придет в исходную точку ориентированной в противоположном 

Рис. 5.4.1. Лист Мёбиуса - односторонняя незам:кнутая оболоч:ка 

Рис. 5.4.2. Ориентируемая самопересевающаяся незамвнутая оболочва 

направлении. Если двигаться вдоль кривой s на односторонней оболочке по одну сто
рону от этой кривой, то можно оказаться по другую сторону кривой, хотя при движении 

кривая не пересекалась. 

Лист Мёбиуса является незамкнутой оболочкой. Существуют замкнутые односто
ронние оболочки. Односторонняя оболочка не может разбить пространство на внутрен
нюю и внешнюю части, поэтому односторонняя замкнутая оболочка всегда пересекает 
сама себя. Однако не всякая самопересекающаяся оболочка является односторонней. 
Оболочка, показанная на рис. 5.4.2, самопересекающаяся, но не односторонняя. 

Бутьшва Клейна. Примером замкнутой односторонней оболочки является бутылка 
Клейна, которая показана на рис. 5.4.3. Бутылка Клейна имеет одну замкнутую линию 

Рис. 5.4.З. Бутылна Клейна - односторонняя замвнутая оболочва 

самопересечения. Она не может служить сосудом. Связность бутылки Клейна равна 
трем. Систе~а линии, разрезающих бутылку Клейна на две односвязные части, анало
гична системе линий тора. 

Если бутылку Клейна разрезать плоскостью ее симметрии, то получим две не
замкнутые самопересекающиеся оболочки, из которых путем деформирования можно 
получить два листа Мёбиуса. 

Гептаэдр. Еще одной односторонней оболочкой является гептаэдр. Его можно по
лучить из октаэдра. Для этого удалим четыре грани из восьми: на верхней части 
октаэдра левую переднюю и правую заднюю, а на нижней части - правую перед
нюю и левую заднюю грани, и добавим три RВадратные взаимно ортогональные грани, 
построенные на диагоналях октаэдра. Грани гептаэдра по отдельности приведены на 
рис. 5.4.4. Оболочка гептаэдра состоит из семи граней. Ребра и вершины гептаэдра 
совпадают с ребрами и вершинами октаэдра (диагонали не считаются ребрами, а явля
ются линиями самопересечения оболочки). В каждом ребре гептаэдра стыкуются только 
две грани. Гептаэдр является замкнутой односторонней обол.очкой четной связности. 
Он показан на рис. 5.4.5. 

Если мы начнем движение по поверхности гептаэдра из точки А, то, двигаясь по 
указанной на рис. 5.4.5 траектории, попадем в точку В, расположенную на другой сто
роне поверхности. 
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Таким образом, кроме связности оболочки характеризуются еще и ориентируемо
стью. Тор и бутылка Клейна обладают одинаковой связностью, обе замкнутые оболочки, 

а 6 
Рис. 5.4.4. Четыре rрани октаэдра (а), грани на диагоналях октаэдра (б) 

но тор является ориентируемой оболочкой, а бутылка Клейна - неориентируемой. Из
вестно еще несколыш неориентируемых оболочек. Замкнутые неориентируемые обо
лочки пересекают сами себя, и поэтому не могут быть использованы для моделирования 

Рис. 5.4.5. Гептаэдр (семигранник) - самопересекающаяся односторонняя оболочка 

деталей. Оболочки, с которыми мы сталкиваемся в реальности, являются ориентируе
мыми. Тем не менее, неориентируемые оболочки с математической точки зрения рав
ноправны с ориентируемыми оболочками. 

5.5. Обо.почни д.пя моде.пироваиия тел 

Рассмотрим взаимно однозначное и непрерывное отображение одной обо
лочни на друrую. При этом отображении соседние точпи остаются соседними. 
Такое отображение может искажать оболочRу, но при этом связанные части оста
нутся связанными. Одним из видов отображения является деформация. При де
формации топологичесRий объект RaR целое непрерывно переходит сам в себя. 
Движение оболоч:ки в пространстве является частным случаем деформации, то
гда пап зерпальное отражение оболочпи относительно плоспости не является 
деформацией. При зерпальном отражении изменяется на обратное направление 
обхода всяпой зампнутой привой на оболоч:ке, тогда пап деформация сохраняет 
направление обхода неизменным. 
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Все многообразие оболочен можно нлассифицировать с топологичесной точни 
зрения. :К одному и тому же типу относятся оболочки, ноторые топологичесни 
могут быть непрерывно и взаимно однозначно отображены одна на другую. Для 
этого должнь1 быть выполнены следующие три условия: 

1) обо.л..о'Чки до.л..жны иметь одинаковую св.язиость; 
2) обо.ло'Чки до.лжиы быть .л..ибо ориентируемы, .либо иеориентируе.мы; 
3) обо.ло'Ч.ки до.лжны быть .л..ибо замкнуты, .либо до.лжны и.меть одинако

вое 'Чис.л..о границ. 

Эти три необходимых условия непрерывноrо и взаимно однозначного ото
бражения двух оболочек танже являются и достаточными условиями. 

Естественно, что оболочни, имеющие разное число границ, не могут быть 
отображены одна на друrую. 

Связность обусловливает существование системы разрезов оболочни, ното
рая при топологичесном отображении переходит в систему разрезов таной же 
струнтуры на другой оболочне. Следовательно, оболочни различной связности 
не могут быть отображены одна на другую. 

Можно доназать, что всякая оболочна, ноторая может быть отображена на 
ориентируемую оболочну, танже является ориентируемой. Это определяет третье 
условие принадлежности оболочен н одному типу. 

Оболочни, имеющие одинановую связность, ориентируемость и число гра
ниц, являются тополоrичесни энвивалентными. 

Формула Зйлера-ПуаНRаре. Замннутые, ориентируемые и не пересенающие 
сами себя оболочни имеют нечетную связность. Для таних оболочек эйлерова 
харантеристина Н связана с ее связностью h соотношением 

н = 3- h. (5.5.1) 

Используя это соотношение, получим формулу, связывающую число граней F, 
число цинлов L, число ребер Е и число вершин V оболочни с ее связностью h: 

F - Е + V + (F -L) == 3 - h. (5.5.2) 

Данная запись формулы Эйлера справедлива для замннутых оболочен. 
Связность не достаточно удобна для харантеристини замннутой оболочни. 

Введем еще одно понятие, ноторым можно заменить связность. Из тора путем 

Рис. 5.5.1. Сфера с че
тырьмя ручиами 

его деформирования можно получить оболочну, по 
форме напоминающую rирю, ноторую будем назы
вать сферой с ручной. В общем случае любой за
мннутой оболочне путем деформирования можно при
дать форму сферы с G ручнами. Тан, если взять 
толстую плиту, пробить в ней G отверстий и снруг
лить все ребра, то получим объент, оболочка ното
рого тополоrически эквивалентна сфере с G ручнами. 
На оболочне, топологичесни энвивалентной сфере с 
G руч:нами, можно провести 2G замннутых нривых 
линий, по ноторым она раснраивается в простейшую 
оболочку. Любая следующая замкнутая линия разре
жет оболочну на две простейшие оболочки. Сфера с 

G руч:нами имеет связность h = 2G + 1. Оболочна реальной детали топологи
чесни энвивалентна сфере с некоторым числом ручен. На рис. 5.5.1 приведена 
сфера с четырьмя ручнами. 
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Более наглядной, чем связность, характеристиной топологии оболочни может 
служить число ручен G сферы, R ноторой путем деформирования можно приве
сти замннутую оболоч:ку. Примем во внимание, что сфера с G ручRами имеет 
связность h = 2G + 1, и получим формулу, связывающую число граней F, ре
бер Е, вершин V и ци:клов L с харантерной величиной G, 

F - Е + V + (F - L) - 2(1 - G) =О. (5.5.3) 

Данная формула называется фор.му.11,ой Эй.11,ера-Пуаикаре. Величина G (genus) 
хара:ктеризует тоnо.11,оги'Ческий тип оболоч:ки. Формула Эйлера-Пуан:каре по
зволяет определить топологичес:кий тип оболоч:ки, если известно число ее гра
ней, ребер, вершин и цинлов: 

(5.5.4) 

Реальные объе:кты могут иметь внутри пустоты. В этом случае объе:кты 
будут описываться нес:коль:кими оболочнами. Одна из этих оболочен является 
внешней, остальные оболоч:ки лежат внутри нее. Если моделируемый объе:кт 
имеет т пустот, то он будет описываться S = т + 1 оболоч:ками. Потребуем, 
чтобы внутренние оболоч:ки не пересенали друг друга и внешнюю оболоч:ку. Для 
наждой оболоч:ки справедлива формула (5.5.3), а для объе:кта с S замннутыми 
оболоч:ками формула Эйлера-Пуан:каре (5.5.3) примет вид 

F - Е + V + (F - L) - 2(8 - G) =О, (5.5.5) 

где F - общее число граней модели, Е - общее число ребер модели, V 
общее число вершин модели, L - общее число ци:клов модели, S - общее 
число оболочен моделируемого объента, G - топологичес:кий тип моделируемого 
объе:кта, равный общему числу ручен всех описывающих его оболоче:к. Та:ким 
образом, топологичес:ки э:квивалентными объ е:ктами будут являться два объента, 
у ноторых равно число описывающих их оболоче:к и соответствующие внешние 
и внутренние оболоч:ки имеют одинановый топологичес:кий тип. 

Если оболоч:ка не является зам:кнутой, то говорить о ее топологичесном 
типе G не имеет смысла. Для незамннутой ориентируемой оболочни формула 
Эйлера имеет вид 

F - Е + V + (F -L) + h = 2. (5.5.6) 

Однородвые оболочки. Для моделирования деталей подходят замннутые дву
сторонние не пересе:кающие сами себя оболочни. К ним относятся оболоч:ки, 
топологичесни в:квивалентные сфере с G руч:ками. Именно та:кие зам:кнутые 
оболоч:ки мы и будем использовать для геометричес:кого моделирования. К вер
шинам, ребрам, ци:клам и граням предъявим следующие требования. Грани не 
должны пересенать сами себя. Грани сты:куются толь:ко по ребрам, причем в 
наж.дом ребре стьшуются толь:ко две грани. Оболоч:ка, приведенная на рис. 5.5.2, 
неноррентна, таи :ка:к в ребре АВ стынуются четыре грани. 

Та:кая оболоч:ка топологичес:ки должна быть представлена одним из спосо
бов, приведенных на рис. 5.5.3 и 5.5.4. Ребра стьшуются тольно в вершинах. 
В наждой вершине может стыноватъся любое :конечное число ребер. Каждую 
вершину можно обойти по поверхности оболоч.:ки, но при 9ТОМ мы должны пере-

, 18 - 5293 Голованов 
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сечь все стъшующиеся в вершине ребра и посетить все примЫRаюшие к вершине 
грани. Такие вершины будем называть простыми. Оболочка, nриведенная на 

Рис. 5.5.2. В :каждом ребре долж.яы nересе:каться толъ:ко две грани 

рис. 5.5.5, так.же некорректна, так как вершину А можно обойти по поверх
ностям граней, не nересекая всех стыкующихся в ней ребер. Такая оболочка 
тополоrически должна быть представлена сnособом, приведенным на рис. 5.5.6. 

Рис. 5.5.3. Корре:ктлая оболочка Рис. 5. 5.4. Норре:ктяая оболочна 

Таким образом, для моделирования мы будем использовать обОJiочки, вер
шины которых являются простыми, грани пересекаются no. ребрам, причем 

Рис. 5.5.5. Не:корре:ктяая оболоч:ка Рис. 5.5.6. Корре:ктная оболоч:ка 

в каждом ребре стыкуются только две грани. Такие оболочки будем называть 
однородными. У однородных оболочек все топологические элементы построены 
no единым правилам. 
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5.6. Поверхностное и твердотельное моде.пировавие 

В геометричесном моделировании используются термины «поверхностное 
моделирование>• (моделирование поверхностей) и «твердотельное моделирова
ние>• (моделирование твердых тел). В обоих случаях результатом моделирова
ния является неноторая оболочна (или неснольно оболочен), описывающая по
верхность моделируемого объента. Но процесс моделирования в первом случае 
отличается от процесса моделирования во втором случае. 

В поверхностном моделировании сначала создаются и модифицируются тре
буемым образом поверхности, описывающие отдельные элементы моделируе
мого объента. Эти поверхности обрезают по линиям пересечения, сопрягают 
друг с другом поверхностями снруrления или перехода, а также вьшолняют 

над ними другие операции. Затем из полученных поверхноетей собирают обо
лочну. В поверхностном моделировании результирующая оболочна не обяза
тельно должна быть замннутой. Она может отражать лишь часть (главную 
часть) моделируемого объента. Поверхностное моделирование позволяет сосре
доточить усилия на сложных формах объента и широно применяется для про
ентирования нузовов автомобилей и планеров самолетов. 

В твердотельном моделировании с самоrо начала работа идет с оболочнами 
тел, а не с отдельными поверхностями. Оболочни полностью описывают поверх
ности моделируемых объентов, отделяющие их внутренний объем от осталь
ной части пространства. Процесс построения оболочни тела в данном случае 
аналогичен процессу изготовления моделируемого объента. Сначала создается 
оболочна неноторой заготовни простой формы. Далее оболочна заrотовни из
меняется необходимым образом. Для этого используются булевы операции над 
телами, операция построения тонностенного тела из заготовни, операция снруr

ления ребер, операция построения ребер жестности и другие операции. С помо
щью операций оболочне тела придается требуемая форма. 

Два подхода н моделированию имеют много общего и отличаются техноло
гией создания модели. В обоих случаях выполняются аналогичные действия, 
но в разной последовательности. В следующей главе мы рассмотрим моделиро
вание твердых тел, таи нан оно внлючает в себя все элементы поверхностного 
моделирования. 

18* 



Глава6 
МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕЛ 

6.1. Математичесная модель тел 

Точки, линии и поверхности являются математическими абстракциями. 
У них хотя бы один размер полагается равным нулю. Реальные объекты имеют 
все размеры, отличные от нуля, и занимают некоторый :конечный объем в про

странстве. Для геометрического моделирования предметов, занимающих :конеч
ный объем, в математике используются объекты, называемые твердыми телами 
или просто те.лами. Способ их описания отличается от способа описания :кри
вых и поверхностей. При моделировании тел строятся поверхности, отделяю
щие занимаемую ими часть пространства от остальной части пространства. 

Существует несколько подходов :к описанию тел. 
Многие предметы можно смоделировать, используя только плоские поверх

ности. Такое представление тел называется п.лоскогранным (Faceted тepтesen
tation или Faceted). Для описания :криволинейных поверхностей плос:когранное 
представление может аппроксимировать их некоторым :количеством пластин 

треугольной или четырехугольной формы. Использование плоских поверхно
стей значительно упрощает выполнение операций над телами. Плос:когранное 
представление широко применяется в строительстве и :компьютерной графике 

для получения тоновых изображений. 

Некоторые поверхности можно описать уравнениями в :координатной форме 
(представить поверхности неявно). :К ним относятся поверхности второго по
рядка, поверхность тора и другие. Используя для моделирования тел такие 
поверхности, мы придем :к конструктивной твердотельной геометрии ( Con
stтиctive Solid Gеотеtту или CSG). :Конструктивная твердотельная геометрия 
оперирует примитивами, :к :которым, :как правило, относят прямоугольную 

призму, треугольную призму, сферу, цилиндр, :конус и тор. Над примитивами и 
полученными из них телами можно выполнять различные операции (в первую 
очередь булевы операции). Используемые :конструктивной твердотельной гео
метрией поверхности (сферическая, цилиндрическая, :коническая, поверхность 
тора и плоскость) делят пространство на две части и для них можно указать, с 
:какой стороны поверхности находится внутренний объем тела. Неявное пред
ставление поверхностей дает возможность получить линии их пересечения в 

аналитической форме. :Конструктивная твердотельная геометрия позволяет мо
делировать большинство промышленных деталей. 

Наиболее общий подход :к описанию тел состоит в представлении тела со
вокупностью ограничивающих его объем оболочек, грани и ребра :которых за
даны параметрически. :Каждая оболочка строится из набора стыкующихся друг 
с другом поверхностей произвольной формы, содержащих полную информацию 
о своих границах и связях с соседями. Такое описание тел называется пред
ставлением с помощью грани'Ц (Bounded тepтesentation или В-тер). Оно дает 
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возможность выполШiть над телами множество операций, сохраняя при этом 
единый способ их (<Внутреннего устройства»). Представление тел с помощью 
границ позволяет моделировать объевты произвольной формы и сложности. 

Все перечисленные подходы в описанию тел используют топологические объ
е:кты и удовлетворяют условиям связности, ориентируемости и зам:кнутости. 

Мы будем рассматривать представление тел с помощью границ, опираясь на та
:кие топологичесвие объе:кты, на:к вершина, ребро, грань и оболоч:ка. Оболоч:ки 
тела должны быть однородными, т. е. должны быть описаны по единым прави
лам. Оболочви состоят из набора граней. :Каждая грань базируется на невото
рой поверхности. Грань отличается от поверхности тем, что :кроме поверхности 
она в стру:ктуре своих данных несет информацию о связях с соседними гранями 
и об ориентации по отношению и внутреннему объему тела. Там, где это небу
дет создавать путаницы, грани будем обозначать таи же, :ка:к и поверхности, на 
которых они базируются. 

Если взять любую деталь, то можно заметить, что ограничивающие ее по
верхности делят пространство на две части: одну часть пространства занимает 

деталь и она находится внутри (вне) ограничивающих оболоче:к, а другая часть 
пространства лежит вне (внутри) детали. Перейти из одной части пространства 
в другую часть пространства, не пересевая ограничивающие оболочни, нельзя. 
Ограничивающие оболоч:ки :ка:к бы изолируют одну часть пространства от дру
гой. Тело может иметь одну или нес:кольво оболоче:к. Если тело имеет пустоты, 
то его объем ограничен несноль:кими оболочвами. Одна из этих оболоче:к явля
ется внешней, а остальные оболочни - внутренними. Внутренние оболочни 
ограничивают пустоты и цели:ком лежат внутри внешней оболоч:ки. Оболоч:ки 
тела не должны пересевать друг друга и сами себя. Для описания тел под
ходят двусторонние (ориентируемые) оболочни. Одной своей стороной :каждая 
оболоч:ка обращена внутрь тела, а другой - наружу. Для того чтобы отли
чать сторону оболочни, направленную наружу тела, от стороны, направленной 
внутрь тела, :каждой точ:ке оболоч:ки приписывается нормаль, воторая считается 
направленной наружу тела. Нормаль внешней оболоч:ки тела направлена вне 
ограничиваемой ею части пространства, а нормаль внутренней оболочни тела 
направлена внутрь ограничиваемой ею части пространства. Та:ким образом, 
внутренние оболочни тела :ка:к бы вывернуты наизнан:ку. 

С математичесной точ:ки зрения одна внешняя оболоч:ка и, возможно, не
снольво внутренних оболоче:к описывают тело. Другими словами, для созда
ния математичес:кой модели тела достаточно смоделировать сово:купность обо
лоче:к, ограничивающих его объем. Но для реда:ктирования тела необходима 

Оболочки тела 

Рис. 6.1.1. Математичесцая модель тела 

информация о последовательности и способах его построения, поэтому в мо
дель тела в:ключают еще и дерево построения (или протонол построения) тела 
(рис. 6.1.1 ). 

В большинстве случаев оболоч:ки, опись1вающие тело, являются замвну
тыми, но тело можно описать и незам:кнутой оболочной, если ее :края стянуты в 
точну. Привлечение топологии при моделировании тел необходимо для :корре:кт-
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ноrо выполнения операций над ними. Тополоrические объекты были введены 
в предыдущей rлаве. Здесь мы остановимся на структуре данных этих объеR
тов. Структура данных должна быть таRой, чтобы при желании можно было 
найти всех соседей любого топологичесRого объеRта. Для этого они должны не
сти информацию о взаимной связи друr с друrом. Будем строить оболочки тел 
из тополоrических объектов, которые будут нести и количественную геометри
ческую информацию, и тополоrичесRую информацию. 

Оболочка тела состоит из набора rраней. Грань строится на основе по
верхности, которая входит в структуру данных rрани. Поверхность является 
rеометричесRим носителем rрани. Одна сторона rрани направлена наружу обо" 
лочни, друrая внутрь. Грань должна содержать признак ориентации нормали по
верхности наружу или внутрь rрани. Пусть признак принимает положительное 
значение, если нормаль поверхности направлена наружу rрани, отрицательное 

значение - в противном случае. 

Грани стьmуются между собой по ребрам, лежащим на линиях пересечения 
граней. Тополоrический объект ребро строится на основе линии пересечениfI 
поверхностей, стыкующихся в ребре rраней. Пусть в ребре стыкуются rрани, 
построенные на поверхностях r(u, v) и s(a, Ь). Линия пересечения rраней опи
сывается двумя поверхностями и двумя двухмерными линиями - Rаждая в 

пространстве параметров соответствующей поверхности. На rрани, базирую
щейся на поверхности r( и, v), двухмерную линию обозначим векторной функ-
цией luv(t) = [u(t) v(t)]т, а на rрани, базирующейся на поверхности s(a, Ь), 
двухмерную линию обозначим векторной функцией laь(t) = [a(t) Ь(t)] т_ Та
Rим образом, линию пересечения rраней, на которой базируется ребро, будем 
записывать в виде 

[
u(t)] _ ]т luv(t) = v(t) = [и(t) v(t) , luv(t) Е r(u, v), 

[
a(t)] т laь(t) = b(t) = [a(t) b(t)] , laь(t) Е s(a, Ь), 

(6.1.1) 

tmin ~ t ~ tmax· 

Ребро может иметь совпадающее со своей линией направление или ей противо
положное. Для этоrо в струRтуре данных ребра должен быть соответствующий 
признак. Пусть этот признаR принимает положительное значение, если ребро 
направлено по кривой, и отрицательное значение - в противном случае. 

Ребра, оrраничивающие rрань, входят в структуру данных грани в виде ци
клов. Цик.11, -- это тополоrический объект, хараRтеризующий rраницу rрани. 
Цикл всеrда замкнут и имеет определенное направление. Он состоит из списRа 
ребер и их ориентации в цикле. Ориентацию ребра в цикле rрани будем описы
вать признаRом, Rоторый назовем ф.11,агом. Пусть ребру, направление котороrо 
совпадает с направлением цикла, приписывается положительный флаr, а ребру, 
направление которого не совпадает с направлением цикла, припись1вается отри

цательный флаr. Таким образом, цикл состоит из списка ребер в порядке их 
следования и списка соответствующих им флаrов. 

Грань может содержать несколько циRлов, причем один из циклов является 
внешним, а остальные циRЛЫ внутренними. Внутренние циклы должны 
целиRом лежать внутри внеmнеrо цикла. Цикл будем считать направленным 
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так, чтобы при движении вдоль неrо rрань всегда находилась бы слева, если 
смотреть с наружной стороны rрани. Таким образом, внешний цикл грани 
ориентирован против часовой стрел:ки, а внутренние ци:клы ориентированы по 

оо 
Рис. б.1.2. Грань и ее струRтура данных: поверхность, ее ориентация и списоR диRлов 

часовой стрелке, если смотреть навстречу нормали грани. По каждому ци:клу 
можно построить контур на поверхности, который описывает границу rрани. На 
рис. 6.1.2 приведен пример плоской rрани с у:казанием направлений ее ци:клов. 

Ребро, разделяющее две грани, входит в два цикла: в одном цикле напра
вление ребра совпадает с направлением цикла, а в другом - противоположно 
направлению цикла. Ребро входит в цикл грани слева от него с положительным 
флагом, а в цикл грани справа от него с отрицательным флагом. 

Ребро начинается и о:канчивается в вершинах. Каждая вершина базируется 
на точке в пространстве и содержит информацию о ребрах, сты:кующихся в ней. 
В каждой вершине могут стыковаться несколько ребер. Если ребро замввутое, 
то оно начинается и оканчивается в одной и той же вершине. Ребро должно 

Конечная вершииа 

в 

Граиь 
слева 

А 
Начальиая 
вершина 

Грань 
справа 

Рис. 6.1.3. Ребро АВ и его струнтура данных 

содержать информацию о том, ка:кая грань находится слева, а :какая - справа 
от ребра, если смотреть с внешней стороны оболочки вдоль направления ребра, 
и :ка:кая вершина находится в начале ребра и какая - в конце. На рис. 6.1.3 
nо:казано ребро, начинающееся в вершине А и оканчивающееся в вершине В. 

Описанная стру:ктура данных топологических объе:ктов содержит двунапра
вленную связь между ними. О:казавшись на одном из топологических объе:ктов, 
можно последовательно пройти всю оболоч:ку, в :которую входит этот объе:кт. 

Таким образом, математичес:кая модель тела содержит :количественную гео
метричес:кую информацию в виде поверхностей, линий и точек их стыковки, 
топологичес:кую информацию в виде связей точек поверхности тела между со
бой и информацию о последовательности и способах построения в вИде дерева 
построения. 
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6.2. Простейшие тела 

Способы моделирования деталей часто повторяют технологичесний процесс 
их производства. Один из способов моделирования тел занлючается в том, что 
берется неноторая заготовна тела и затем путем удаления и добавления в опреде
ленных местах дополнительного объема (материала) получают тело требуемой 
формы. В начестве заготовон могут браться тела простейшей формы: прямо
угольная призма, цилиндр, нонус, шар, тор и другие. Простейшие тела состоят 
из одной оболочни, построенной по общим правилам. Рассмотрим построение 
оболочни неноторых простейших тел. 

Для наждого простейшего тела нам потребуется местная денартова прямо
угольная система ноординат, радиус-вентор начала ноторой обозначим через р, 
а базисные орты обозначим через ix, iy, iz. 

Прямоуrольная прима. Начало местной системы ноординат поместим в одну 
из вершин призмы, а ее орты направим по ребрам, стынующимся в этой вер
шине. Пусть в направлении орта ix тело имеет длину, равную х, в направлении 
орта iy - длину, равную у, а в направлении орта iz - длину, равную z. Пря

Рис. 6.2.1. Ориентация цюшов 
граней призматичесвого тела 

моуrольная призма состоит из шести граней. 

Каждая rрань представляет собой часть плос
ности, оrраниченную прямоуrольным нонтуром 

на ней, с признаном ориентации нормали плос
ности наружу тела и одним цинлом. :Контуры 
состоят из отрезнов прямых (2.2.3). Прямо
уrольная призма имеет 12 ребер. :Каждое ребро 
состоит из линии пересечения поверхностей со

седних rраней и признана совпадения направле
ния ребра с направлением линии пересечения. 
:Каждая линия пересечения состоит из двух ли
ний на поверхности: одна на поверхности одной 
грани, другая на поверхности второй rрани. Обе 
линии на поверхности имеют одинановую гео

метричесную и параметричесную длину и полностью совпадают в пространстве. 

:Каждая линия на поверхности представляет собой совонупность поверхности и 
двухмерной линии на ней. Прямоуrольная призма с ориентацией цинлов граней 
поназана на рис. 6.2.1. 

Грани тела будут описываться поверхностями: 

r1(u1, v1) = р + tt1ix + v1iy, о~ tt1 ~ х, 0 ~ V1 ~у, 
r2(tt2, v2) = р + tt2iy + v2iz, о~ tt2 ~у, О~ v2 ~ z, 
rз(uз, vз) р + изiх + vзiz, 0 ~ U3 ~ Х, 0 ~ V3 ~ z, 

(6.2.1) 
r4(u4, V4) = р + ziz + u4ix "-t4iy, 0 ~ U4 ~ Х, 0 ~ V4 ~у, 

rs(u5, vs) = р + xix + u5iy + vsiz, 0 ~ U5 ~у, 0 ~ V5 ~ z, 
rб(uб, vв) = р + yiy + ибiх + vбiz, 0 ~ Uб ~ Х, 0 ~ Vб ~ Z. 

У третьей, четвертой и пятой граней нормаль поверхности направлена наружу 
тела, а у первой, второй и шестой - внутрь тела. Эта информация содержится 
в rрани в виде признана совпадения нормалей. 

Приведем описание одного из ребер. Например, ребро между первой и вто
рой гранями описывается линией пересечения этих rраней, состоящей из двух 
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двухмерных отрезков: 

luv1(t) = [и1(t) v1(t)]T =[О yt]T, 

luv2 ( t) = [ и2 ( t) V2 ( t)] Т = [yt О] Т, 
о~ t ~ 1, 
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(6.2.2) 

и двух поверхностей. Выражение luv1(t) Е r1(u1, v1) означает, что отрезон 
luv1(t) лежит на поверхнос:~-и ri(u1, v1), а выражение luv2(t) Е r2(u2, v2) озна
чает, что отрезок luv2(t) лежит на поверхности r2(u2, v2). Пусть направление 
ребра совпадает с направлением нривой (6.2.2), что зафинсируем в признане со
впадения направлений. Признак совпадения направления ребра с направлением 
цикла грани мы назвали флагом. Флаг может принимать два значения: положи
тельное и отрицательное. Ребро входит в цинл первой грани с положительнъ1м 
флаrом, а в цикл второй грани - с отрицательным флагом. Если смотреть 
вдоль направления ребра снаружи тела, то слева от ребра лежит первая грань, 
а справа от ребра лежит вторая грань. 

Для построения граней тела достаточно знать местную систему ноординат 
• • • 

р, lx, ly, lz и стороны х, у, z призмы. 

Циmшдрическое тепо. Другой заготовной может служить цилиндричесное 
тело (рис. 6.2.2). Начало местной системы ноординат р поместим в центр одного 
из торцев цилиндра, а орт iz направим вдоль его оси. Пусть в цилиндр имеет 
радиус r и длину h. 

Цилиндричесное тело имеет три грани. Торцевые грани состоят из ча
стей nлосности, ограниченных онружностями на них, граничного цинла и при

знана ориентации нормали плосности грани наружу 

тела. Цикл :каждой торцевой грани состоит из одного 
замннутого ребра. Геометрическим носителем таноrо 
ребра является пиния пересечения, состоящая из двух 
кривых на поверхности. Одна кривая является онруж
ностью на плосности, а вторая - линией v = Vmin или 
v::::: Vmax на цилиндричесной поверхности. Напомним, 
что обе линии на поверхности, составляющие линию 
пересечения, должны иметь одинаковую параметриче

сную длину. 

Боковая грань тела базируется на цилиндричесной 
поверхности 

r1 (и1, v1) = р + r cos и1iх + rsinu1iy + hv1 iz, 

(6.2.3) 
Нормали поверхности (6.2.3) и ее грани совпадают по 
направлению. Эта rрань имеет один цинл. Цилиндри

Рис. 6.2.2. Ориентация 
цивлов rраней цилин
дричес:кого тела 

чесная поверхность боновой грани является замннутой по одному из параметров. 
Грани основания базируются на ограниченных онружностями плоскостях 

r2(u2, v2) = р + u2ix + v2iy, 

rз(из, vз) = р + изiх + vзiy + hiz, 

(6.2.4) 

(6.2.5) 
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где параметры u2, v2 лежат внутри окружности luv2(t) = [rcost rsint]т, 
О~ t ~ 21Г, на плоскости r2(u2, v2), а параметры из, vз лежат внутри о:ируж
ности luvэ(t) = [rcost rsint]т, О~ t ~ 21Г, на плоскости rз{uз, vз). Нормали 
поверхности (6.2.4) и ее грани противоположны по направлению, а нормали 
поверхности (6.2.5) и ее грани совпадают. 

Ребро, построенное на линии замьшания оболочки, является швом. Шов, 
так же :иак и любое другое ребро, базируется на линии пересечения. В данном 
случае линия пересечения описывается двухмерными кривыми 

luvo1(t) = [u1(t) v1{t))T =(О ht]т, 

luvo2(t) = [u1(t) v1{t))т = [21Г ht]т, 

о~ t ~ 1, 

luvo1(t) Е ri(u1, v1), 

luvo2(t) Е ri(u1, v1), 
(6.2.6) 

являющимися линиями и = Umin и и = Umax на цилиндрической поверхности. 
Ребро между боковой гранью и основанием ( 6.2.4) описывается линией пере

сечения этих граней, состоящей из двух двухмерных кривых (отрезка и о:ируж
ности) 

luv1(t) = [u1(t) v1(t))T = [t О]Т, 

luv2(t) = [и2(t) v2{t))т = [rcost rsint]т, 
(6.2.7) 

о~ t ~ 21Г. 

Отрезок luv1 (t) лежит на поверхности r1 {и1, v1), окружность lиv2(t) лежит на 
поверхности r 2 ( и2, v2). Пусть направление ребра совпадает с направлением кри
вой (6.2.7), что отметим соответствующим признаком совпадения направлений. 
Это ребро входит в цикл первой грани с положительным флагом, а в ци:ил вто
рой грани - с отрицательным флагом. Если смотреть вдоль направления ребра 
снаружи тела, то слева от. ребра лежит первая грань, а справа от ребра лежит 
вторая грань. 

Ребро между боковой гранью и основанием {6.2.5) описывается линией пере
сечения этих граней, состоящей из двух двухмерных кривых (отрезка и окруж-
ности) · 

luv1(t) = [и1(t) v1(t)]T = [t h]т, 

luvэ(t) = [из(t) vз(t)]т = [rcost rsint]т, 

о~ t ~ 27Г. 

luv1(t) Е r1(u1, v1), 

luvз(t) Е rз(uз, vз), 
(6.2.8) 

Отрезок luv1(t) лежит на поверхности r1(u1, v1), окружность luvз(t) лежит на 
поверхности rз ( и3 , vз). Пусть направление ребра совпадает с направлением кри
вой (6.2.8), что отметим соответствующим признаком совпадения направлений. 
Это ребро входит в цикл первой грани с отрицательным флагом, а в цикл тре
тьей грани - с положительным флаrом. Если смотреть вдоль направления 
ребра снаружи тела, то слева от ребра лежит третья rрань, а справа - первая 
грань. 
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Циклы граней основания содержат всего одно ребро. Цикл боковой грани 
состоит из списка ребер с соответствующими флагами: 

ребро на базе кривой (6.2.7) флаг nоложительиый, 
ребро иа базе кривой (6.2.6) - флаг положительный, 
ребро на базе кривой (6.2.8) - флаг отрицательный, 
ребро на базе кривой (6.2.6) - флаг отрицательный. 

Цилиндричесное тело и ориентация цинлов его граней показаны на рис. 6. 2. 2. 
Для построения граней тела достаточно знать местную систему ноординат 

р, ix, iy, iz, радиус r и высоту h цилиндра. 

Коничеекое тело. Тело в форме усеченного конуса строится аналогично ци
линдрическому телу с той лишь разницей, что в качестве поверхности боновой 
грани вместо цилиндрической используется ноничесная поверхность (3.2.10) 

r1(и1, v1) = р + (r + hv1 tg1)(cosи1ix + sinи1iy) + hv1iz, 

О ~ и 1 ~ 27r, О ~ v1 ~ 1. 
(6.2.9) 

Грани основания базируются на ограниченных окружностями поверхностях 

r2(и2, v2) = р + и2iх + v2iy, 

rз(из, vз) = р + изiх + vзiy + hiz, 

где параметры и2, v2 лежат внутри окружности 

luv2(t) = [r cos t r sin t]т, о~ t ~ 27r, 

а параметры из, vз лежат внутри окружности 

luvз(t) = [(r+htg/)cost (r+htg')')sint]т, о~ t ~ 27f. 

(6.2.10) 

(6.2.11) 

Ребро, построенное на боковой грани, будет являться швом. В общем слу
чае коническое тело имеет три грани. Если нонус не усеченный, то одна из 
торцевых граней стянута в точку. Стянутую в точку грань можно исключить 
из модели тела, тогда оболочка тела с топологической точки зрения будет неза
мкнутой, хотя диаметр отверстия в ней равен нулю. 

Для построения граней тела достаточно знать местную систему ноординат 
р, ix, iy, iz, радиус r одного из оснований конуса, высоту h и угол конусности 'У· 

Сферичеекое тело. Сферическая поверхность (3.2.3) может служить оболоч
ной сферичесного тела, но эта оболочка не является замкнутой, таи как имеет 
два отверстия нулевого радиуса в полюсах. Начало местной системы коорди
нат р для сферического тела поместим в центр сферы. Оболочка, описываемая 
сферической поверхностью 

r( и, v) = р + r cos v cos и ix + r cos v sin и iy + r sin v iz, 

о~ и~ 27r, 
7r 1f 

-- ~v ~ -2 ~ ~ 2' 
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тополоrически эквивалентна цилиндрической поверхности. Ребра в полюсах 
стянуты в точку, но двухмерные кривые на сферической поверхности в полюсах 
имеют ненулевую длину. Цикл грани сферического тела составляют три ребра, 
одно из которых является швом 

luv1(t) = [u(t) v(t)]T =[О t]т, 

luv2(t) = [u(t) v(t)] Т = [27r tJT, 

1r 7f -- ~ t ~ -2 ~ ~ 2' 

luv1(t) r(u, v), 

luv2 (t) r( и, V ), 

а два друrих описываются линиями на полюсах сферы: 

[ - 7r] т luv01 (t) == [u(t) v(t)]T = t 
2 

, luvOl (t) Е r(u, v), 

luvo2(t) = [u(t) v(t)]T = [t ;] luvo2(t) Е r(u, v), 

о~ t ~ 27Г. 

Линии пересечения в полюсах состоят из двух одинаковых линий на сфере. 
Шов входит в список ребер цикла дважды, один раз с положительным флагом, 
второй раз - с отрицательным флаrом. Сферическое тело показано на рис. 6.2.3. 

Рис. 6.2.3. Ориентация цивла грани сферичесвоrо тела 
Рис. 6.2.4. Построение сферичесвоrо тела по двум полусферам 

Сферическое тело можно построить из двух полусфер, описываемых вектор
ными функциями 

( ) - . . J 2 2 2· r1 и, v - р + Xlx + Yly +r - х - у lz, (6.2.12) 

(6.2.13) 



6.2. Простейшие тела 285 

где 

( ) ( 1 
2u(l-cos v -sin v) 2v(1-cos и -sin и)) 

х = х и, v = r cos и + cos v - + + , 
1Г 1Г 

( ) ( 
. . 2u(l - cosv - sinv) 2v(l - cosu - sinu)) 

у = у и, V = Т Slll U - Slll V - + 
1Г 1Г ' 

7f 
о~ v ~ -, 

2 
r радиус сферы, р - радиус-ве:ктор центра, ix, iy, iz - орты, определню
щие ориентацию сферы. Поверхность (6.2.12) описывает верхнюю полусферу, 
а поверхность (6.2.13) описывает нижнюю полусферу. Эти поверхности анало
гичны поверхности (3.6.5). Нормали верхней поверхности и ее грани совпадают 
по направлению, а нормали нижней поверхности и ее грани противоположны 
по направлению. Оболоч:ка сферичесrюго тела, состонщан из двух полусфер, 
нвлнетсн зам:кнутой. Ее полусферы сты:куютсн по четырем ребрам: 

luvll (t) = [u(t) ] т [1Гt v(t) = 2 

luv21(t) = [u(t) v(t)]T = [~ 
о~ t ~ 1; 

[

'lr 1Гt] т 
luv12(t) = [u(t) v(t)] Т = 2 

2 
, 

[ 
1ft] т 

luv22(t) = [u(t) v(t)] Т == ; 
2 

, 

о~ t ~ 1; 

luv1з(t) = [и(t) v(t)] Т = [ 11"(\- t) ; ] Т, 

[ V(t)] т = [1Г(12- t) 1Г2] т' luv2з(t) = u(t) 

о~ t ~ 1; 

luv14(t) = [и(t) v(t)]т = [а 

lu1124(t) = [и(t) v(t)]т =[а 

1Г(1 - t)] 
2 ' 

n(l - t)] т 
2 ' 

о~ t ~ 1. 

luv11(t) Е r1(u, v), 

luv21(t) Е r2(u, v), 

luv12(t) Е r1(u, v), 

luv1з(t) Е r1(u, v), 

luv2з(t) Е r2(u, v), 

luvl4(t) Е r1(u, v), 

Поверхности (6.2.12) и (6.2.13) длн построенин сферичес:кого тела приведены 
на рис. 6.2.4. 

Длн построенин граней тела достаточно знать местную систему :координат 
р, ix, iy, iz и радиус r сферы. 
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ТороидаJIЬвое тело. Начало местной системы :координат р для тороидального 
тела поместим в его центр, а орт iz направим по оси симметрии тела. Пусть 
больший радиус тора равен R, а малый радиус тора равен r. Тороидальное тело 
имеет одну грань, описываемую тороидальной поверхностью 

r( и, v) = р + ( R + r cos v) cos и ix + ( R + r cos v) sin и iy + r sin v i z, 

два ребра 

о~ и~ 27Г, -1Г ~ v ~ 1Г, 

luvR1(t) = [и(t) v(t)]T = [t -7r]т, 

luvR2(t) = [и(t) v(t)]T = [t 7r]т, 
о~ t ~ 27r, 

luvr1(t) = [и(t) v(t)]T =[О t]T, 

luvr2(t) = [и(t) v(t)]T = [21Г t]T, 
-1Г ~ t ~ 1Г, 

(6.2.14) 

(6.2.15) 

(6.2.16) 

и одну вершину в точке пересечения ребер р + (R- r)ix. Нормаль поверхности 
и грани тороидального тела совпадают по направлению. Грань тела имеет один 
цикл. Цикл грани состоит из списка ребер с соответствующими флагами: 

ребро на базе кривой ( 6.2.15) ф лае nоложительнь~й, 
ребро на базе кривой (6.2.16) - флае положительнь~й, 
ребро на базе кривой (6.2.15) - флае отрицательный, 
ребро на базе кривой (6.2.16) - флае отрицательный. 

Тороидальная поверхность грани является замкнутой по обоим параметрам, по
этому оба ребра оболочки тела замкнуты и являются швами. Тороидальное 
тело, его ребра и циRл грани поRазаны на рис. 6.2.5. 

Рис. 6.2.5. Ориентациf:I цинла грани тороидального тела 

Для построения граней тела достаточно знать местную систему :координат 
р, ix, iy, iz, больший радиус R и меньший радиус r. 

Принцип построения тел. Рассмотренные тела иллюстрируют принцип по
строения математической модели тел. Эти тела называют твердотельными при
митивами. В: ним могут быть отнесены еще некоторые тела простой формы, 
например, треугольная призма (:клин). Все тела построенъ1 по таRому же прин
ципу, что и твердотельные примитивы. 
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Может возниинуть вопрос: для чего требуется так усложнять модель тела, 
в частности, для чеrо требуется строить ребра на кривых пересечения поверх
ностей? Действительно, тела можно было бы описать набором поверхностей, не 
используя ни грани, ни ребра, ни вершины. У реальных деталей эти поверхно
сти моrут иметь очень сложную форму, каи в смысле иривизны, таи и в смысле 
границ, и эти поверхности каиим-то образом нужно построить. Одним из удоб
ных способов построения поверхностей, описывающих тело, является способ 
одновременного построения всех требуемых поверхностей с помощью операций 
над телами. Для этого берется одно из простых тел, и далее в определенных 
местах R нему добавляется объем или от него отнимается объем. Например, для 
тоrо чтобы просверлить отверстие в некотором теле, выполняется булева опера
ция вычитания из этого тела цилиндричесиого тела, играющего роль сверла. 

Аналогично выполняются пазы и вырезы. Для того чтобы сварить' модели двух 
деталей, выполняется булева операция объединения тел. Использование топо
лоrичесиих объеитов необходимо для иорреитноrо выполнения этих операций. 
Пусть требуется отрезать от одного из описанных выше простейших тел не
:которую часть и пусть резка производится плоскостью. Тогда мы вынуждены 
найти линии пересечения поверхностей тела с этой плоскостью и по этим ли
ниям обрезать поверхности тела и саму плоскость. Кроме того, нужно найти 
место стыиовии обрезанной плоскости с частью исходного тела. Для плосиости 
нужно определить, иаиая ее сторона будет смотреть наружу тела, а иаиая ~ 
внутрь. Все это приводит и тому, что нужно знать топологию исходного тела и 
строить его по общим пр·авилам. 

При проеитировании приходится рассматривать несиолъио вариантов дета
лей и сборочных единиц. Различные варианты одной и той же детали можно 
получить путем изменения требуемых параметров ее исходного варианта. Для 
этого в математичесиой модели детали необходимо иметь информацию о пути 
и способах ее построения. Таии;м образом, геометричесиая модель детали или 
сборочной единицы должна быть дополнена еще неиоторой информацией о по
следовательности ее построения. 

6.3. Тепа, полученные движением плоеного нонтура 
Многие тела или заготовии для них можно получить путем движения плос

иого контура по заданной траектории. Пусть траеитория движения описывается 
иривой g(v), которую мы будем называть направл.яющей. Плоский :ионтур будем 
называть образующей иривой. Пусть дана ограниченная плосиость 

r(x, у) = р + xix + yiy, х, у Е О, (6.3.1) 

где Q - область на ПЛОСRОСТИ параметров, ограниченная двухмерным RОНТуром 

c(t) = [x(t) у(t)]т. Контур c(t) состоит из набора стыиующихся друr с другом 
двухмерных иривых Ci(u) = [xi(u) Уi(и)]т, Uimin ~и~ 'Uimax, i = 1, 2, ... , п. 
Радиус-веитор ионтура описывается формулой (2.12.7). Каждая иривая ионтура 
в пространстве описывается радиус-веитором 

'Uimin ~ 'U ~ Uimax· (6.3.2) 

Контур не должен иметь точеи самопересечения. Если направляющая иривая 
g(v) движения ионтура не замкнута, то оболочиа тела имеет торцевые грани. 
Торцевые грани тел движения представляют собой плосиости, ограниченные 
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заданным контуром. Они описываютсн радиус-вектором (3.15.1). Если па
правлнющан криван движенин контура замкнута, то оболочка тела не имеет 
торцевых граней. Боковые грани оболочки тела базируютсн на поверхностнх 
движепин. Число боковых граней равно числу кривых в контуре. :Каждан бо
кован поверхность в качестве образующей содержит пространственный аналог 
соответствующей кривой контура. В зависимости от типа траектории движения 
g( v) можно построить несколько типов тел. 

Тело выдавJIИВавия" Если направлнющей движенин контура служит отрезок 
прямой g( v) = р + vhd, О ~ v ~ 1, то мы получим тело вьщавливанин. Одна 
из его торцевых граней будет описыватьсн ограниченной плоскостью (6.3.1). 
Другая его торцеван грань будет описываться аналогичной плосRостью, только 
с началом в точке р' = р+ hd. Бокован грань тела выдавливанин, соответствую
щан кривой контура Ci (и), описываютсн поверхностнми 

ri(u, v) = р + xi(u)ix + Yi(u)iy + vhd = сi(и) + vhd, 
(6.3.3) 

Тело вьщавливания, построенное по замкнутому контуру, приведено на 
рис. 6.3.1. Длн контура можно построить эквидистантный контур. По задан
ному контуру и эквидистантному к нему контуру может быть построено тело 

Рис. 6.3.1. Тело выдавливания Рис. 6.3.2. Тело выдавливания с унлоном 

выдавливанин с уклоном. Угол уклона определнетсн эквидистантой и длиной 
выдавливанин. Тело выдавливанин с уклоном приведено па рис. 6.3.2. Выда
вливание выполнено в обе стороны от плоскости (6.3.1 ). БоRовые rрани тела с 
уклоном построены на линейчатых поверхностях. 

Рис. 6.3.3. Тонностенное тело выдавливания Рис. 6.3.4. Тонностенное тело выдавливания 
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Тониостенное тело выдавливания: может быть построено по заминутой или 
незаминутой составной плоеной иривой. Для: его построения: таиже исполь
зуюrся: эквидистантные составнъ1е иривые. Тонкостенные тела выдавливания: 
приведены на рис. 6.3.3 и 6.3.4. 

а б 

Рис. 6.3.5. Зам:ннутая (а) и незам:ннутая (б) составная нривая 

Заминутая составная: иривая: и незаминутая: составная: иривая:, по иоторым 
построены приведенные выше тела, поиазаны на рис. 6.3.5. 

TeJio вращения. Если направляющей иривой движения: контура служит 
оиружность или ее дуга, то мы получим тело вращения. Пусть ось вращения: 
проходит через точиу р0 , а ее н~правление хараитеризуется: единичным веито

ром i. Тогда боиовая: грань тела вращения, соответствующая: иривой ci (и), будет 
описываться: поверхностью 

ri{u, v) = ро + rзi(u) + cosvrн(u) + sinvr2i(u), 

'Uimin ~и~ 'Uimax' о~ v ~а, 
(6.3.4) 

где rзi (и) = ( ( Ci (и) - Ро) · i) i - составляющая: веитора Ci (и) - ро, параллельная: 
оси вращения, ri i (и) = ci (и) - ро - rзi (и) - составля:ющая: веитора Ci (и) - Ро, 
перпендикуля:рная оси вращения, r2i (и) = i х ( ci (и) - Ро) - ортогональный пер
вым двум векторам вектор, длина которого равна длине вектора rн (и). :Кривая: 
Ci(u) описывается: радиус-вектором {6.3.2). 

Ось вращения: не должна пересеиать боиовые гран:И. Определим положи
тельное направление 9си вращения:. Пусть мы находимся: с той стороны плос
иости ионтура, отиуда движение вдоль ионтура в положительном направлении 

выглядит против часовой стрелии. За положительное направление оси враще
ния: примем направление, при взгляде вдоль иоторого контур находится: слева. 

Если уrол вращения а равен 27r, то оболочиа тела имеет топологию тора, в 
противном случае - топологию призмы. В первом случае оболочиа не имеет 
торцевых граней. Тело вращения: с топологией призмы, построенное по за
минутому контуру, приведено на рис. 6.3.6. Тело вращения: с топологией тора, 
построенное по заминутому ионтуру, приведено на рис. 6.3.7. 

По замкнутой или незамкнутой составной плоской кривой может быть по
строено тонкостенное тело вращения. Для его построения используюrся экви
дистантные контуры или составные иривые. Тониостенные тела вращения: 
приведены на рис. 6.3.8 и 6.3.9. 

19 - 5293 Голо:ваяов 
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Рис. 6.3.6. Тело вращения Рис. 6.3.7. Тело вращения с топологией тора 

Рис. 6.3.8. Тониостенное тело вращения Рис. 6.3.9. Тониостенное тело вращения 

Рис. 6.3.10. Сфероид Рис. 6.3.11. Тшшостенный сфероид 

По незамкнутой составной плосRой Rривой могут быть построены тела вра
щения, приведенные на рис. 3.6.10 и 3.6.11. Из концов образующей на ось 
вращения опущены перпендиRуляры, по Rоторым построены соответствующие 

грани. Для построения тонRостенноrо тела используется ЭRвидистантная со
ставная кривая. В отличие от предыдущих примеров тела, приведенные на 
рис. 3.6.10 и 3.6.11, :кас;аются оси вращения. ТаRие тела будем называть сфе
роидами. 



6.3. Тела, полученные движением IШОского контура 291 

Кивемаmчеекое тело. При всех других случаях формы направляющей :кри
вой мы получим :кинематическое тело. При движении плоского :контура вдоль 
направляющей :кривой ориентация :tюнтура относительно направляющей может 
меняться или может оставаться неизменной. 

Если ориентация образующей в пространстве не меняется, то Rонтур выпол
няет плоскопараллельное движение, оставаясь параллельным своему началь

ному положению, и мы получим тело сдвига. Боновые грани тела сдвига стро
ятся для наждой :кривой (6.3.2) и описьmаются поверхностью (3.4.3) 

ri(u, v} = g(v} + (ci(u} - g(vmin) - h}, 
(6.3.5} 

где h - вентор привязки образующей :к направляющей. Ве:ктор h смещает 
:кривую Ci (и) на неRоторую величину из ее начального положения относительно 
направляющей и сохраняет это смещение во время движения. Если h =О, то 
сохраняется исходное положение образующей :кривой относительно начальной 
точни направляющей нривой. Тело сдвига всегда имеет торцевые грани. 

Если ориентация нонтура в пространстве при движении меняется, сохраняя 
неноторый заданный угол между плосности нонтура и насательцой :к направляю

щей нривой, то мы получим тело заметания. Боновые грани тела заметания 
строятся для :каждой нривой (6.3.2} и описываются поверхностью (3.4.7) 

ri(u, v} = g(v) + M(v} · (ci(u) - g(vmin) - h), 

Uimin ~ U ~ Uimax' Vmin ~ V ~ Vmax, 
(6.3.6) 

где M(v) - матричная функция, определяемая формулой (3.4.8). 
Если направляющая нривая замннута, то получим нинематичес:кое тело с 

топологией тора. Если направляющая нривая не замннута, то получим нине
матичесное тело с топологией призмы. Воновые грани нинематичес:кого тела 

Рис. 6.3.12. Тело сдвига Рис. 6.3.13. Тело заметания 

(тела сдвига или тела заметания) не должны пересевать сами себя. Это требо
вание приводит :к тому, что направляющая :кривая тела сдвига не может быть 
замкнутой. Тело сдвига приведено на рис. 6.3.12. Тело заметания приведено на 
рис. 6.3.13. 
19* 
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На рис. 6.3.14 приведено тонкостенное кинематическое тело, построенное по 
незамкнутой образующей и замкнутой направляющей. 

Рис. 6.3.14. Тошюстенное тело заметания 

Для построения граней рассмотренных тел нужно знать двухмерный контур 
c(t}, местную его плоскость р, ix, iy, направляющую кривую g(v) и другие необ-
ходимые параметры (толщину стенки для тонкостенного тела, способ движения 
ROH'-';'ypa - плоскопараллельный или ортогональный). 

6.4. Построение тела по плосним сечениям 

Мноmе детали можно построить по их плоским сечениям в определенных 
местах. Пусть имеется нес:колько плоских контуров ci(t}, i = О, 1, 2, ... , п, 
одина:ково ориентированных, расположенных на некотором расстоянии друг от 

друга и состоящих из одинакового числа кривых. Построим тело, сеЧения ко
торого ограничены данными контурами. Тело имеет две торцевые грани, по
строенные н~ крайних контурах. Торцевые грани тела представляют собой 
плоскости, ограниченные одним из крайних контуров. Боковыми rранями обо
лоч:ки тела могут служить сглаживающие поверхности (3. 7 .1) или поверхности 
(3.7.2). Их количество равно :количеству :кривых в контуре. В каждой боковой 

Рис. 6.4.1. Тело, построенное по плосним сечениям 

грани участвует по одной кривой :каждого контура. Эти кривые будем назы
вать соответствующими. Между :кривыми в контурах должно быть установлено 
соответствие, например, по порядковому номеру кривой в контуре. Тело, по
строенное по плоским сечениям, приведено на рис. 6.4.1. 
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В общем случае все Rонтуры, за исмючением торцевых нонтуров, могут быть 
не плосRими. Тело, построенное по плосRим сечениям, может быть замннутым 

Рис. 6.4.2. Тело, построенное по плосним сечениям 

и иметь топологию тора. Тело, построенное по сечениям, описываемым неза
мннутыми линиями, приведено на рис. 6.4.2. По незамннутым линиям в лю
бом случае строятся замRнутые Rонтуры, в ноторых участвуют энвидистантные 
Rривые. 

6.5. Тело в форме JIИета 

На основе поверхности произвольной формы можно построить тело в форме 
листа нонечной толщины. Пусть дана поверхность Ь( и, v). Выбрав толщину 
листа h, построим энвидистантную R ней поверхность 

r(u, v) = Ь(и, v) + hm(u, v), (6.5.1) 

где m(u, v) - нормаль :к поверхности Ь(и, v). На этих поверхностях построим 
две основные грани листового тела. Остальные (боновые) грани построим на 
линейчатых поверхностях (3.5.1), одной базовой линией ноторых является гра
ничная линия на поверхности Ь(и, v), а второй-соответствующая ей линия на 

Рис. 6.5.1. Тело в форме листа Рис. 6.5.2. Тело в форме листа 

поверхности r(u, v). Если область определения параметров поверхности Ь(и, v) 
иМеет прямоугольную форму, то листовое тело будет иметь четыре боновые 
грани. В общем случае листовое тело будет иметь стольно боновых граней, 
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с1юль:ко линий содержат двухмерные :контуры, описывающие область опреде
ления параметров поверхности Ь( и, v). Направление нормалей основных гра
ней противоположно друг другу в соответствующих точ:ках. Если поверхность 
Ь( и, v) является зам:кнутой по одному из параметров, то листовое тело будет 
иметь форму трубы и топологию тора.· Если поверхность зам:кнута по обоим 
параметричес:ким направлениям, то мы получим тело с пустотой внутри. Та:кое 
тело будет иметь внешнюю оболоч:ку на основе поверхности r(u, v) и внутрен-
нюю оболоч:ку на основе поверхности Ь( и, v). 

Ве:кторное изображение тела в форме листа, построенного по ограниченной 
:контурами NURBS поверхности, приведено на рис. 6.5.1, а его тоновое изобра
жение - на рис. 6.5.2. 

С помощью тел в форме листа можно моделировать детали :кузова автомо
биля и планера самолета. В стру:ктуре данных тела достаточно иметь базовую 
поверхность Ь(и, v) и толщину тела h. Тело, построенное по сечениям, и тело 
в форме листа, таR же каR все рассмотренные выше тела, служат заготов:ками 
для моделей деталей. Дальнейшее моделирование деталей связано операциями 
над телами. 

6.6. Булевы операции над телами 

Над телами, :как и над другими геометричес:кими объе:ктами, можно выпол
нять операции - сово:купность действий над одним или нес:коль:кими исход

ными телами, :которая приводит R рождению нового тела. Одними из основных 
операций для двух тел являются булевы операции. 

Булевы.ми опера-ци.я.ми называют операции об-ъединени.я, пересечени.я и вы
'Чиmания тел, та:к :ка:к они выполняют одноименные операции над внутренними 

объемами тел (над множествами точен пространства, находящимися внутри 
тел). Булеву операцию объединения тел будем обозначать формулой S = 81 U82, 
где 81 и 82 - исходные тела, 8 - результирующее тело. Булеву операцию 
пересечения тел будем обозначать формулой 8 = 81 n 82. Булеву операцию вы
читания тел будем обозначать формулой 8 = 81 - 82. В порядке следования 
тел-операндов будем называть их первым телом и вторым телом. Результатом 

Рис. 6.6.1. Два исходных тела Рис. 6.6.2. Объединение тел 

операциu: об-ъединения двух тел является тело, :которое содержит точ:ки, при
_надлежащие внутреннему объему или первого, или второго тела. Результатом 
операции пересечения двух тел является тело, :которое содержит точки, при

надлежащие внутреннему объему :каR первого, та:к и второго тела. Результатом 
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операции вы-ч.итани.я двух тел является тело, воторое содержит точви, при

надлежащие внутреннему объему первого, но не принадлежащие внутреннему 
объему второго тела. 

На рис. 6.6.1 приведены исходные для булевой операции тела. На рис. 6.6.2 
приведен результат операции объединения тел, на рис. 6.6.3 приведен результат 
операции пересечения, на рис. 6.6.4 и 6.6.5 приведены результаты операции 
вычитания тел. 

Операцию вычитания тел можно свести :к операции пересечения тел; для 
этого нужно вьmернуть второе тело наизнанву и найти точ:ки его обЪема, одно
временно принадлежащие и объему первого тела. Вьmернутое наизнанку тело S 
будем обозначать s-. При выворачивании тела наизнан:ку внутренние стороны 

Рис. 6.6.3. Пересечение тел Рис. 6.6.4. Разность тел Рис. 6.6.5. Разность тел 

граней становятся наружными сторонами, а наружные - внутренними и изме

няются направления циклов на противоположные, в результате чего внутренним 

объемом тела становится та часть пространства, :которая до этого находилась 
снаружи тела. Математически операция вычитания сводится :к операции пересе-

чения тел S = S1 - S2 = S1 n S2 - . Констру:ктор при проектировании использует 
операции объединения и вычитания (они могут называться по-другому, напри
мер, операции сварки и сверления), а математичес:кий аппарат выполняет соот
ветственно операции объединения и пересечения. Все булевы операции содержат 
много общего и вьmолняются по единому алгоритму. 

Объединение тел. Рассмотрим булеву операцию объединения тел. :Кратно 
суть операции можно описать следующим образом: нужно найти линии пересе
чения граней тел, удалить ту часть первого тела, воторая попала внутрь второго 
тела и ту часть второго тела, :которая попала внутрь первого тела, а из всего 

остального построить новое тело. Операцию условно разобьем на три этапа. 
На первом этапе построим линии пересечения поверхностей граней и на их 
базе новые ребра. Построенные новые ребра будем называть ребрами пе
ресечения, а ребра тел будем называть старыми ребрами. На втором этапе 
определим точ:ки пересечения новых ребер со старыми ребрами и в этих точ
ках разрежем старые ребра на нес:коль:ко ребер. На третьем этапе операции 
перестроим циклы пересевmихся граней. После этого добавим R пересе:кmимся 
граням тел грани, топологичесви связанные ними. Рассмотрим этапы построе
ния тела более подробно. 

Первый этап операции объединения тел начнем с того, что построим линии 
пересечения :каждой грани первого тела с важдой гранью второго тела, если 

тавовые имеются. Для этого используем алгоритм пересечения поверхностей 
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граней. Пусть грани первого тела описываются поверхностями 

i = 1, 2, ... , т, 

а грани второго тела описьmаются поверхностями 

j = 1, 2, ... , n. 

На базе линий пересечения граней первого и второго тел 

lu.v ( t) = [ Ui ( t) Vi ( t)] Т, 

laь(t) = [aj(t) Ьj(t)] т, 

lu.v(t) Е ri(ui, Vi), 

laь(t) Е s;(aj, Ьj), 

(6.6.1) 

(6.6.2) 

(6.6.3) 

построим ребра пересечения. При этом ребрам пересечения дадим направление 
ве:кторного произведения нормали грани первого тела с нормалью грани второго 

тела: tedge = mr х m 8 • Направление ребра определяется признаном совпаде
ния направления производной линии пересе

чения с требуемым направлением ребра. За 
положительное направление нормали грани 

примем направление наружу тела. Нормаль 
грани может совпадать с нормалью ее по

верхности или иметь противоположное на

правление в зависимости от признана их 

совпадения. На рис. 6.6.6 поназаны напра
вления ребер пересечения грани первого тела 
с двумя гранями второго тела. 

Ребра пересечения должны быть построе-
Рис. 6.6.6. Направление ребер пере- ны тан, чтобы они полностью лежали внутри 
сечения граней тел цинлов граней исходных тел. Ребра пере-

сечения мог7т подходить :к границам грани 

тольно своими нонцами. В точнах А, В и С \рис. 6.6.6) старые ребра граней 
должны быть разбиты наждое на два ребра, тан нан в результирующее тело 
войдет тольно часть исходной rрани. 

На втором этапе разрежем старые ребра тела, :к :которым подходят ребра 
пересечения. Резна старого ребра осуществляется путем рассечения :кривой, на 
ноторой базйруется ребро. Из одной нривой получим две нривые, в совонуп
ности заменяющие исходную нривую ребра. Одна из этих нривых останется 
геометрическим носителем разрезаемого ребра, а на базе второй построим но
вое ребро, ноторое получит от исходного ребра всю необходимую информацию. 
Кан было сказано, наждое ребро строится на базе кривой пересечения поверх
ностей (6.1.1). :Кривую пересечения поверхностей составляют две поверхности 
и две соответствующие им двухмерных нривые. Рассечению подлежат именно 
двухмерные нривые на двух разных поверхностях. Кан до, тан и после рассече
ния эти нривые должны иметь одинановые области определения параметров и 
соответствие точен при всех значениях параметра. 

Точки пересечения новоrо ребра со старым ребром rрани ищутся :кан точни 
пересечения двухмерных :кривых, заданных на общей для них плоскости пара
метров. От наждого ребра в формуле ( 4.8.6) точен пересечения линий участвует 
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по одной двухмерной вривой, входящей в линию пересечения. Параметры то
чен пересечения ребер и сами воординаты вривых, являющиеся параметрами 
поверхности, должны быть определены с заданной точностью. 

Если разрезаемое ребро базируется на вривой пересечения, заданной от
дельными точвами (двухмерные линии являются ломаными и точно совпадают 
в пространстве тольно в харавтеристичесних точнах), то прежде чем разрезать 
таную вривую, нужно в обе линии вставить дополнительные точни, соответ
ствующие точви пересечения трех поверхностей двух поверхностей, лежа
щих по обе стороны разрезаемого ребра, и поверхности грани другого исход
ного тела. Например, если режется линия пересечения поверхностей ri(ui, vi), 
rn(un, vn) поверхностью Sj(aj, Ьj), то в линии luv(q) = [ui(q) Vi(q)] т и luv(q) = 

= [un(q) Vn(q)] т нужно вставить дополнительные двухмерные харантеристи
чесвие точни, соответствующие пересечению поверхностей ri(ui, vi), гn(un, vn), 
Sj ( aj, bj). Задача пересечения трех поверхностей сводится в решению системы 
шести свалярных уравнений (4.12.5) относительно шести параметров ui, vi, Un, 
Vn, aj, Ьj. Начальное приближение решения известно достаточно точно. 

Таи ван наждое ребро исходных тел входит в цинлы двух смежных граней, 
то после резни ребер исходных тел необходимо произвести ворревтировву этих 
цивлов с учетом разрезанных ребер. 

После первых двух этапов мы получили сововупность ребер пересечения, 
ориентированных определенным образом, стывующихся друг с другом и с ре
брами исходных тел тольво в вершинах. Далее необходимо перестроить цинль1 
пересеншихся граней. 

Третий этап завершает булеву операцию. Для того чтобы наждую из пона
занных на рис. 6.6.6 граней разрезать на части, нужно перестроить ее цивлы и 
в соответствии с цинлами изменить вонтуры, описывающие область определе
ния параметров поверхности грани. На рис. 6.6. 7 поназаны две пересевшиеся 
грани (тонвими линиями со стрелвами поназано направление цивлов граней 

. исходных тел) и ребро пересечения. На рис. 6.6.8 повазаны те части граней, 

Рис. 6.6.7. Исходные грани тела Рис. 6.6.8. Обрезанные грани 

:которые войдут в объединение тел. Стрелвами поназано направление перестро
енных цивлов граней тел. Каждый цивл представляет собой списов ребер в 
порядке их следования и списов флагов ориентации этих ребер в цивле. 

Из рисунва видно, что при принятой ориентации ребер пересечения (tedge = 
= mr х m 8 ) в цивлы граней первого тела они войдут с отрицательным флагом, а 
в цивлы граней второго тела они войдут с положительным флагом. Старые ребра 
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исходных тел, иоторые сохранятся в результирующем теле, войдут в перестро

енные циилы, сохранив свои флаги. При перестройке циКАов nересекшихс.я 
граней будем использовать следующий алгоритм. 

Рассмотрим одну из двух пересеишихся граней, принадлежащих первому 
телу. Берем любое ребро пересечения рассматриваемой грани и начинаем с 
него составлять списои ребер циила. Ребро nересечени.я должно войти в 
цикл грани первого те.аа с отрицате.аьны.м флагом, следовательно, циил будет 
иметь направление, противоположное первому ребру. Для продолжения циила 
среди ребер пересечения и среди старых ребер грани ищем все ребра, стыиую
щиеся с данным ребром в его начальной вершине. Среди найденных ребер 
выберем то, иоторое лежит слева от остальных (заворачивает влево на боль
ший угол по сравнению с другими найденными ребрами, если смотреть вдоль 
циила с наружной стороны грани). Выбранное ребро ставим в списои циила. 
Если выбранное ребро является старым, то оно сохраняет свой флаг в цииле. 
Если ;выбранное ребро есть ребро пересечения, то оно получит отрицательный 
флаг. Ребра пересечения обладают преимущественным правом по отношению 
R старым ребрам быть выбранными. То есть, если левее других оиазались два 
совпадающих ребра, одно из иоторых является старым, а другое - ребром пе
ресечения, то для продолжения циила должно быть выбрано ребро пересечения. 

Процесс перестроения циила грани будем продолжать до тех пор, поиа циил 
не замкнется. На этом построение очередного циила заианчивается. Если у рас

сматриваемой грани при построении циила использованы не 
все ребра пересечения, то с любого из оставшихся ребер пе
ресечения начинаем строить еще один цинл грани. Циилы 
перестраиваем до тех пор, поиа не используем все ребра пе-

А ::: В 

г 
c------'D 

Рис. 6.6.9 

ресечения. Таиим способом мы построим в общем случае не
снольно новых цинлов рассматриваемой грани первоrо тела. 

Поиси стыиующихся ребер и определение угла поворота в 
точие стыиа удобно выполнять по двухмерным иривым ребер 
грани. При этом можно работать даже с таиими ребрами, 
иоторые в пространстве стянуты в точиу (например, ребро в 
вершине ионуса или полюсе сферы). На рис. 6.6.9 поиазано, 
что с новым ребром ВА в точие А стыкуются несио-льио ребер. 

В данном случае для продолжения циила, начатого с ребра пересечения ВА, 
следует выбрать ребро АС. 

Вновь построенные циилы рассортируем по группам, иаждая из иоторых со
стоит из внешнего циила и входящих в него внутренних циилов. У рассматри
ваемой грани могут остаться нетронутыми один или несиольио старых циилов. 
Нетронутыми мы будем называть старые циилы граниt ни одно ребро иоторых 
не вошло в перестроенные циилы. Среди старых нетронутъ1х циилов отберем 
те, иоторые необходимо вилючить в состав описания перестроенной грани. Ими 
являются старые внутренние циилы грани, лежащие внутри новых внешних ци

илов. Еще нужно определить, не потребуется ли вилючить в результат старый 
внешний циил грани, если он остался нетронутым. Это необходимо сделать, 
если для неиоторых новых внутренних циилов не найден новый внешний циил 
и они лежат внутри старого внешнеrо цинла. Сортировну циилов удобно вьmол
нять с помощью двухмерных ионтуров, соответствующих наждому циилу. 

Если в результате сортировии внешних циилов получилось больше одного, 
то это означает, что из исходной грани в результате операции образовалось не
снольио граней. На рис. 6.6.10а-6.6.13а приведены варианты исходных граней 
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первого тела. На рис. 6.6.106-6.6.136 приведены грани с добавлением ребер пе
ресечения (ребра пересечения выделены). На рис. 6.6.10в-6.6.13в приведены 
грани, :которые получились в результате операции. 

о 
а б 

Рис. 6.6.10. Исходнаа грань (а), грань с добавлением ребер пересечения (б), результат опера
ции (в) 

о 
а б в 

Рис. 6.6.11. Исходная грань (а), грань с добавлением ребер пересечения (б), результат опера
ции (в) 

о о 
с:? 

а б в 

Рис. 6.6.12. Исходная грань (а), грань с добавлением ребер пересечения (б), результат опера
ции (в) 

о 
а б в 

Рис. 6.6.13. Исходная грань (а), грань с добавлением ребер пересечения (б), результат опера-
ции (в) · 
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На рис. 6.6.10 грань с двумя циклами была разрезана и получилась одна 
грань с одним циклом. На рис. 6.6.11 грань с двумя циклами дала две грани. 
В примере, приведенном на рис. 6.6.12, потребовалось использовать старый 
внешний и внутренний циклы. На рис. 6.6.13 из одной грани получено две 
грани, причем для одной из них потребовалось использовать старый внешний 
ЦИRЛ. 

Описанное перестроение циклов выполняеrся для :каждой пересекшейся 
грани первого тела. 

С пересекшимися гранями второго тела поступим аналогично тому, :как мы 
поступили с гранями первого тела, но с одной небольшой разницей. Ребра 
пересечени.я до.rtжны войти в перестроенные цик.rtы граней второго тe.rta 
с подожите.rtьным фдагом (в перестроеннь1е ци:клы граней первого тела они 
вошли с отрицательным флагом). В этом состоит отличие перестроения циклов 
граней второго тела. Все остальные действия над гранями первого и второго 
объединяемых тел одинаковы. 

Мы перестроили пересекшиеся грани объединяемых тел. Все их включим в 
оболочку результирующего тела. Для получения результирующего тела остается 
:к этим граням в оболочку тела добавить не пересекшиеся в операции грани, :ко
торые топологически связаны с пересекшимися гранями. Для этого будем брать 
последовательно ребра1 входящие в оболочку нового тела, и включать в оболочку смежные грани ребер \если они там отсутствуют). Продолжив эти действия для 
ребер всех добавленных граней, получим оболочку результирующего тела. 

Пересечение тeJI. :Коротко суть булевой операции пересечения тел можно опи
сать следующим образом: нужно найти линии пересечения тел, удалить ту 
часть первого тела, :которая не попала внутрь второго, и ту часть второго тела, 

:кqrорая не попала внутрь первого, а из всего остального построить новое тело. 

Эта операция имееr много общего с операцией объединения тел. Вернемся :к 
рис. 6.6.6. На нем приведены пересекающиеся грани: одна грань первого тела 
и две грани второго тела. Грани режут друг друга, так что в результирующую 
оболочку воЙдут толь:ко части этих граней. 

В пересечение тел войдеr часть грани первого тела, лежащая внутри второго 
тела, и часть грани второго тела, лежащая внутри первого тела (рис. 6.6.14) 

Рис. 6.6.14. Исходные грани Рис. 6.6.15. Перестроенные грани пересечения тел 

(в объединение тел вошла часть грани первого тела, лежащая вне второго тела, и 
часть грани второго тела, лежащая вне первого тела). В этом и состоит основное 
отличие операций объединения и пересечения тел. 

Операцию разобьем на три этапа. Первый и второй этапы операции пере
сечения тел полностью совпадают с соответствующими этапами операции объ
единения тел. 
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Третий этап операции пересечения тел выполняется аналогично третьему 
этапу операции объединения тел, но имеет одно отличие в том, с :иа:иим флагом 
входят в ци:илы ребра пересечения. Ребра nересе'Чеии.я вход.ят в nерестроеи
ные цикды граней первого. тела с положительным флагом, а в перестроен
ные циклы граней второго тела - с отрицательным флагом (в объединении 
тел флаги ребер пересечения в ци:илах имеют противоположное значение). Все 
остальные действия над гранями обоих тел :в обеих операциях одинаковы. 

Раэвоеть тел. Корот:ио суть булевой операции вычитания тел можно описать 
следующим образом: нужно найти линии пересечения тел, удалить ту часть 
первого тела, которая попала внутрь второго, и ту часть второго тела, :иоторая 

не попала внутрь первого, а из всего остального построить новое тело. 

Булева операция вычитания тел сводится R булевой операции пересечения 
уменьшаемого тела и вывернутого наизнан:иу вычитаемого тела. Вывернутое 
наизнан:иу тело мы получим из исходного тела путем переориентации напра

влений нормалей граней и направлений циклов граней. Переориентация напра
вления нормали грани производится изменением признана совпадения нормали 

поверхности и нормали ее грани. Переориентация направления цинла грани 
производится перестроением спис:иа ребер (изменением на обратный порядок 
следования ребер в списке} и заменой на противоположные флагов ребер в спис
ках. Для вывернутого тела внутренним объемом является часть пространства, 
находящаяся вне его оболоч:ии. Поэтому при пересечении уменьшаемого тела и 
вывернутого наизнанку вычитаемого тела результирующая оболочка будет со
держать ту часть объема уменьшаемого тела, :иоторая лежит вне вычитаемого 
тела. 

Переееиающиеея ребра. Наиболее трудоемним и требующим определенной 
точности в процессе выполнения булевых операций является построение ребер 
пересечения. Ребра пересечения не должны иметь выступающих за пределы 
грани частей, они должны обязательно сты:ио
ватъся или друг с другом или со старыми ре

брами граней. При :иорре:итном выполнении 
операции пересечения поверхностей эти усло

вия обеспечиваются. Ребра пересечения не дол
жны пересевать друг друга вне крайних точек. 

В большинстве случаев новые ребра не пересе
кают друг друга, но в не:иоторых частных слу

чаях это возможно. На рис. 6.6.16 показаны 
два цилиндрических тела одина:иового диаме

тра, оси :иоторых пересеваются - :ирест из ци

линдров. При булевом объединении этих тел 
возможна ситуация, когда будут построены все
го два замкнутых ребра пересечения. Такие ре
бра имеют две точки пересечения: А и В, по 
:крайней мере, одна из которых не будет совпа

Рис. 6.6.16. В точвах А и В нор
мали граней совпадают 

дать с вершинами ребер, а будет лежать где-то на ребре. Точ:ии пересечения 
ребер лежат в точках касания цилиндров. Эти ребра должны быть разрезаны в 
точнах А и В и у их частей должна быть уточнена ориентация, та:и как при про
хождении точни :иасания поверхностей в данном случае :ве:иторное произведение 

нормалей R ним, по которому ориентируются новые ребра, меняет свое напра
вление на противоположное. Обнаружить пересечение новых ребер можно по 
пересечению :иривых на поверхностях, из которых состоит линия пересечения. 
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Совпадаю1ЦИе ребра. Описанный апrоритм вьmоJIНевия булевых операций 
работает норре:ктио, если ребра пересечения не совпадают с-ребрами исходных 
тел. В противном с.пучае он нуждается в уточнении. Рассмотрим примеры. 

Рис. 6.6.17. Совпадение реберпере
сечения с ребрами :меньшего теп:а 

В булевых операциях возможен спучай, 
ногда :ка:кая-JШ.бо грань одвоrо теп:а пере
секает другое тело по ero ребру. Возможен 
также случай, ногда при построении ребер 
пересечения граней одного тела с гравями 

другого тела мы получим два новых ребра, 
совпадающих в пространстве друг с другом 

и с ребром одного из тел. Все ребра являются 
развыми, таи вак в них стъmуются разные 

грани. На рис. 6.6.17 приведены два те.па, 
при выполнении булевой операции наn ното
рыми, ребра пересечения совпадут с ребрами 
меньшего тела. Следуя общему алrориТЪfУ, 

мы в данном случае ПОJХ)'ЧИМ восемь ребер пересечения, половина из ноторьu: 
должна быть опущена (или не должна быть построена). 

Пр&ВJШО Д.J111 ре6ер перееечевия. При наличии ребер пересечения, совпадаю
щих с ребрами граней исходных тел, и в не:которых других случаях будем 
выполнять СJiедующую проверну. Построим в плосRости наждой из двух пересе
наемых граней по два вектора, ортогональные ребру пересечения. На рис. 6.6.18 
по ве:кторы а1 и Ь1 для грани с нормалью m1 и векторы а2 и Ь2 для грави 
с нормалью m2. Векторы а1 и а2 поворачивают влево от ребра пересечения в 
соответствующих плосностях, а векторы Ь1 и Ь2 поворачивают вправо от ребра 
пересечения в соответствующих плоскостях. Еспи грань не имеет проnол:же-

Ь2•0 

Рис. б.б.18. Пересечение граней Рис. б.б.19. Пересечение граней по ребру 

ния за ребро пересечения (ребро пересечения частично или полностью совпадает 
с ребром тела), то соответствующий ве:ктор положим равным нулю (рис. 6.6.19). 
Используя веиторы а1, а2, Ь1, Ь2 и нормали m1, m2, мы можем определить, 
будет ли данное ребро пересечения использовано в операции или оно дОJ.UВ.но 
быть опушено. Обратим внимание на следующее обстоятельство. 

В onepaцuu объедuненш ти грань первого теда мы сможем nерестро
uть, ecAu. она имеет nрододженuе справа от ребра nересечеиш вие второго 
теда, а грань второго тиа мы сможем nерестроuть, есдu она uмеет nро

додженuе с.сева от ребра nересеченш вие первого теда. Та:ким образом, в 
булевой операции объединения тел для ребра пересечения должны быть вьmол-
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нены условия 

(6.6.7) 

В противном случае рассматриваемое ребро пересечения в булевой операции объ
единения тел строить не следует (если оно построено, то должно быть опущено). 

В булевой операции пересечепи.я тел грапъ первого те.аа .мы с.можем 
перестроить, если опа имеет продолжепие слева от ребра пересечепu.я 
впутръ второго те,11,а, а грапъ второго те.аа .мы с.можем перестроить, ее.аи 

опа имеет продо.ажепие справа от ребра пересечепи.я впутръ первого тела. 
Таним образом, в булевой операции пересечения тел для ребра пересечения 
должны быть выполнены условия 

(6.6.8) 

В противном случае рассматриваемое ребро пересечения в булевой операции пе
ресечения тел строить не следует (если оно построено, то должно быть опущено). 

Кан уже было сназано, ребра пересечения обладают преимущественным пра
вом по отношению н старым ребрам тела быть включенными в перестраиваемый 
ЦИНЛ. 

Тан нан булева операция вычитания тел сводитсR: н операции пересечения 
тел, то для нее должно выполнятся правило (6.6.8) для вывернутой наизнанну 
оболочви тела. 

IIрияадлежность жочии пространству внутри тела. Для ответа на вопрос, 
внутрь или вне тела продолжается от ребра пересечения грань другого тела, 
нужно уметь определять, принадлежит ли неноторая точна р пространству вну

три тела - нлассифицировать точку относительно тела. Нам известно, что нор
маль каждой грани направлена вне объема тела. Для точни р найдем ближай
шую тОЧRу Рона ближайшей грани. Построим вентор n из найденной точки Ро 
в точву р. Вычислим нормаль m тела в точве Ро. Если точна Ро лежит на гра
нице граней (R:вляется точкой ребра или вершины), то в начестве нормали m 
тела возьмем среднюю нормаль граничащих граней. Если m · n ~ О, то точка р 
принадлежит внутреннему пространству тела. В противном случае нет. 

Перекрывающиеся rрани. В булевых операциR:х довольно часто можно встре
тить случаи частичного совпадения неноторых граней двух исходных тел. На 
рис. 6.6.20 приведены два тела, неноторые грани которых частично перенрывают 

Рис. 6.6.20. Совпадающие rрани тел Рис. 6.6.21. Объединение тел 

друг друга. В данном случае не все ребра пересечения граней войдут в булев 
результат; неноторые ребра должны быть опущены (или не должны строиться). 
Результат объединения тел приведен на рис. 6.6.21. 
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Аналогичная ситуация возникает при выполнении булевой операции над 
двумя соосными цилиндрами одинавового радиуса и еще во многих случаях. 

Грани могут перекрываться полностью, частично или всего лишь по одной 
линии .... Нормали m 1 и m2 частично перекрывающихся граней должны быть 
одинавово направлены в общих точках. Перекрывающимися являются грани, 
которые можно перенести на одну общую поверхность. Таких граней может 
быть больше двух. При наличии у тел-операндов перекрывающихся граней все 
ребра пересечения этих граней должны быть проверены па предмет присутствия. 
их в булевом результате. В операЦии объединения тел нам потребуются 
только те ребра пересечения перекрывающихся граней, смежные грани ко
торых имеют продолжение вне одного из те.п.. В операции пересе'Чения тел 
нам потребуются только те ребра пересечения перекрывающихся граней, 
смежные грани которых имеют продолжение внутрь одного из тел. 

Цинлы перекрывающихся граней тел должны быть перестроены по песноль
но иному алгоритму, чем для остальных граней. Прежде всего, все ребра этих 
граней должны быть приведены н одному общему носителю (в поверхности 
одной из переврывающихся граней). В операции объединения тел старые ребра 
перенрьmающихся граней первого тела, лежащие внутри второго тела, и старые 

ребра перекрывающихся граней второго тела, лежащие внутри первого тела, 
пе войдут в результирующее тело. В операции пресечения тел старые ребра 
перенрывающихся граней первого тела, лежащие вне второго тела, и старые 

ребра перекрывающихся граней второго тела, лежащие вне первого тела, также 
не войдут в результирующее тело. 

Построение певоторого цинла переврывающихся граней начнем с ребра, но
ТОJ?Ое точно должно войти в результат. Для продолжения цинла среди ребер 
пересечения и среди старых оставшихся ребер грани найдем все ребра, стывую
щиеся с данным ребром в его соответствующей вершине. Среди найденных 
ребер выберем то, которое лежит справа от остальных (заворачивает вправо на 
больший угол по сравнению с другими найденными ребрами, если смотреть 
вдоль цивла с наружной стороны грани). Выбранное ребро ставим в список 
цивла. Отличие алгоритма состоит в том, что при продолжении цикла мы вы
бираем самое правое (а пе самое левое) ребро. 

Тела е веен:оJIЬкими оболочнами. Если навое-либо из тел-операндов имеет пу
стоты и, соо:гветственно, описьmается несколькими оболочвами, то нетронутые 
операцией внутренние (внешние) оболочви должны быть проверены на вхожде
ние в оболочку булева результата. В общем случае результирующее тело также 
может иметь несвольно оболочев. 

Дерево построения тел. Булевы операции над телами повазывают необходи
мость привлечения топологичесвих понятий для построения тел. 

Рассмотренные в предыдущих параграфах тела будем называть простыми, 
в отличие от тел, полученных в результате операций, ноторые будем называть 

сложными. Струвтура данных простых тел содержит минимум информации, 
по воторой могут быть построены все грани тела. В струвтуре данных тела, 
полученного в результате булевой операции, положим струнтуры данных исход

ных тел и тип булевой операции. Оболочки тела всегда могут быть построены 
по этой информации. Таким образом, струвтура данных тела, полученного в 
результате многовратного выполнения булевых операций, будет содержать де
рево построения. Результирующее тело находится в корне дерева, а его ветви 
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начинаются в простых телах. Пример дерева приведен на рис. 6.6.22. В узлах 
дерева находятся тела. Дерево имеет нес:колько ярусов. Операции между те
лами обозначены соответствующими знаками. Операции выполняются между 
телами одного яруса. 

Рис. 6.6.22. Дерево построения тела 

Структура данных тела в виде дерева построения может быть использована 
для всех тел - как для тел, полученных в результате некоторой операции, так 

и для простых тел. 

6.7. Резва тела поверхностью 

Если поверхность полностью пересекает тело, то тело можно разрезать этой 
поверхность на две части. Результатом та:кой операции является новое тело, 
представляющее собой часть исходного тела, лежащую по одну или другую сто
рону режущей поверхности. Положительной стороной будем называть сторону 
поверхности, в :которую направлены нормаль и ней (если мы смотрим на по
ложительную сторону поверхности, то нормаль направлена на нас). Другую 
сторону поверхности будем назьmать отрицательной. 

Операцию резки тела поверхностью мы сведем к одной из булевых опера
ций. На базе поверхности построим оболочку. Эта оболоч:ка будет состоять из 
одной грани. Нормаль этой грани пусть совпадает с нормалью поверхности. 
Построенную незамкнутую оболочну мы будем рассматривать как некоrорое 
незакои'Ч.еииое те.п,о. 

Пусть требуется построить ту часть тела, ноторая лежит с положительной 
стороны режущей поверхности. В этом случае выполним булеву операцию вы
читания из этоrо тела незанонченного тела, построенного на основе режущей 

поверхности. 

Пусть требуется построить ту часть тела, ноторая лежит с отрицательной 
стороны режущей поверхности. В этом случае выполним булеву операцию пе
ресечения этого тела с незаконченным телом, построенным на основе режущей 

поверхности. 

20 - 5293 Голованов 
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На рис. 6. 7.1 поиазаны тело, режущая поверхность, ее нормаль и ребра пе
ресечения граней тела с поверхностью. При резне тела поверхностью мы вы
полняем операцию пересечения тела с частью пространства, лежащей по ту или 

иную сторону поверхности. 

Рис. 6.7.1. Направление ребер пересечения Рис. 6.7.2. Исходное тело и режущая поверхность 

В частном случае тело можно разрезать плосиостью. На рис. 6.7.2 приве
дены исходное тело и режущая плосиость. На рис. 6. 7.3 приведено разрезанное 
плос:костью тело . 

. С помощью рассматриваемой операции можно получить сложный разрез 
тела. Для этого оболоч:ка неза:конченного тела должна состоять из несиольиих 
стыиующихся между собой граней. Для получения сложного разреза возьмем 

Рис. 6.7.2. Разрезанное тело Рис. 6.7.4. Сложный разрез тела 

составную иривую на плосиости и построим по ней незаионченное тело вьща

вливания та:к, чтобы оно пересе:кало заданное тело требуемым образом. Далее 
вьmолним булеву операцию над заданным телом и неза:конченным телом. Ре
зультат сложного разреза тела по:казан на рис. 6. 7.4. 
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6.8. llоетроеиие еимметричв:оrо тела 

Пусть имеется тело и плосность. Построим тело, симметричное данному 
телу относительно данной плосности. Исходное тело будем называть базовым. 
Симметричное тело будет зерпалъной попией данного тела. Геометрия тела опи
сывается точнами, нривыми и поверхностями, ноторые в нонечном итоге опи

сываются точнами венторами и сналярами. Поэтому построение симметричного 
тела в Rонечном итоге сводится R преобразованию симметрии радиус-вепторов 
точен, свободных венторов и сналяров. Сналярные величины при преобразова
нии симметрии не изменяются, свободные венторы меняют ,свое направление, 
а точни свое положение. 

Пусть плосностъ симметрии описывается формулой 

р(х, у) = Ро + xi1 + yi2, 

где i1 и i2 - ортогональные венторы единичной длины. Тогда матрица пре
образования симметрии (1.3.8) тела относительно этой плосности определяется 
формулой 

(6.8.1) 

где i1i1 и i2i2 диадные произведения вевторов. Свобод~ый вентор vo по
сле преобразования симметрии относительно этой плосности будет описываться 
радиус-вентором 

v =А. VQ. (6.8.2) 

Произвольная точна r 0 после преобразования симметрии относительно этой 
плосности будет описываться радиус-вентором 

r = Ро + А · ( ro - Ро). (6.8.З) 

После преобразования симметрии все точви и линии на поверхностях оста
нутся неизменными. А вот нормали поверхностей изменят свое направление 
на противоположное. Там, где нормаль грани и нормаль ее поверхности в ис
ходном теле совпадали по направлению, в зернальной вопив будут иметь про
тивоположное направление, и наоборот: там, где нормаль грани и нормаль ее 
поверхности в исходном теле не совпадали по направлению, в зерпальной вопии 

будут иметь одинановое направление. :Кроме того, цинль1 граней зервальной 
1юпии будут иметь направление, противоположное своим оригиналам. Поэтому 
в гранях зернальной вопив нужно произвести изменение признанов совпадения 

нормали поверхности и нормали ее грани на противоположные значения и пере

ориентировать цинлы. Переориентация направления цинла грани производится 
перестроением списва ребер ( порядов следования ребер в списне обратный) и 
заменой флагов ребер в списпах на противоположные флаги. Тапая же переори
ентация производилась и при выворачивании тела наизнанву. Если вьmолнить 
тольRо преобразование геометричесвих данных тела по матрице (6.8.1), то по
пучим зервальное отражение тела, вьmернутое наизнанRу. Тапим образом, по
строение симметричного тела сводится R преобразованию его Rопии по матрице 
(6.8.1) и выворачивании ее наизнанну (переориентации его граней). 

Симметрия чаети тела. Пусть плоспостъ симметрии пересепает тело. Пред
ставим, что оболочна тела разрезана плосвостью, одна из отрезанных частей 
удалена, по другой части выполнена зернальная нопия и свлеена с ней. Мы по
пучим тело, симметричное относительно плосвости, состоящее из двух полови

нов, одна из ноторых совпадает с частью исходного тела. Плосностью симметрии 

20* 
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может служить плос:кая грань исходного тела. Построение та:кого симметрич
ного тела имеет много общих моментов с рез:кой ':!;'ела на части и операцией 
объединения тел. 

Не теряя общности, будем строить симметричное тело по его части, находя
щейся с положительной стороны плос:кости - с той стороны, в :которую напра
влена нормаль плос:кости. Операцию условно разобьем на три этапа. 

На первом этапе построим линии пересечения поверхностей граней тела 
с плосвостью. Пусть пересеченные плосностью грани тела описываются по
верхностями ri(ui, vi), i = 1, 2, ... , n. Тогда :каждая линия пересечения будет 
состоять из пары двухмерных :кривых 

l и v ( t) = [ Ui ( t) 'lJi ( t)] Т, 

lxy(t) = [x(t) y(t)] т, l ху ( t) Е р { х, у) , 
(6.8.4) 

имеющих общий параметр t. Первая :кривая лежит на поверхности ri( Ui, Vi), а 
вторая - на плосиости симметрии. На базе линий пересечения построим новые 
ребра (ребра пересечения). С помощью признана совпадения направления ребра 
и его вривой пересечения ребрам пересечения дадим направление веиторного 
произведения нормали грани тела с нормалью :к плос:кости: tedge = Шr х mp. 

На втором этапе определим точви пересечения новых и старых ребер тела, 
в этих точиах построим вершины и этими вершинами разрежем старые ребра 
на несвольво ребер. Резва ребер описана в булевых операциях над телами. 

Далее построим симметричную относительно плос:кости нопию части обо
лочви тела, лежащей над плосвостью. Для этого построим вопию части оболоч" 
ви,. преобразуем ее по матрице (6.8.1) и вывернем ее наизнанву. При вывора-
чивании оболочни нужно произвести изменение признавав совпадения нормали 
поверхности и нормали ее грани на противоположные значения и переориенти

ровать цивлы. 

Остается сшить симметричные половинви тела по ребрам пересечения тела 
с плосвостью симметрии. Но прежде вьшолним замену линий на плос:кости, 
входящих в :кривые пересечения построенных ребер, на линии на симметричной 

об~лочве. Для этого вместо вривых (6.8.4) в ребра положим :кривые 

luv(t) = [ui(t) Vi(t)]т, luv(t) Е ri(Ui, Vi), 

luv'(t) = [ui(t) Vi(t)]т, luv'(t) Е r/(ui, Vi)· 
(6.8.5) 

Первую двухмерную :кривую lиv(t) вривой пересечения сохраним нетронутой, а 
вместо второй возьмем двухмерную вривую luv'(t), являющуюся точной вопией 
luv(t) и лежащую на симметричной :копии поверхности ri{ui, vi). Теперь :каж
дое ребро пересечения будет базироваться на двух симметричных половин:ках 
исвомого тела. 

На третьем этапе перестроим цивлы пересеченных плосиостью граней 
тела. Перестроение цивлов грани подробно описано в булевой операции объ
единения тел. Каждое ребро пересечения должно войти в цивл исходной грани 
с отрицательным флагом, а циил ее симметричной части с положительным 

флаrом. 
К пересеченным граням тела добавим непересеченные грани, :которые топо

логичесви связаны с первыми, и соответствующие симметричные вопии. Тав 
мы получим оболочку симметричного тела. 
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При построении симметричной оболочRи следует учитывать все случаи со
впадения ребер пересечения и старых ребер тала и частичное пере:крытие гра
ней, описанные в булевых операциях над телами. Кроме того, следует учесть 
наличие нес:кольRих оболочеR у исходного тела. 

Рис. 6.8.1. Тело и плосRость симметрии Рис. 6.8.2. Симметричное тело 

На рис. 6.8.1 приведено исходное тело и плосRость симметрии. На рис. 6.8.2 
приведен результат построения симметричного тела. 

6.9. Построение эквидистаитиой обол01mи тела 

По данному телу можно построить тело с эRвидистантной оболочRой. Обо
лоч:ка нового тела расположена на заданном расстоянии по нормали от оболочRи 
исходного тела. Это расстояние будем называть параметром эRвидистанты и 
обозначим через h. Тело, по RОторому строится тело с эRвидистантной оболоч
RОй, будем называть базовым, а новое тело будем называть эRвидистантным. 
Параметр э:квидистанты этой операции может принимать RaR положительные, 
таR и отрицательные значения. Если h >О, то базовое тело располагается вну
три 9RВИдистантного тела. Если h < О, то эRвидистантное тело располагается: 
внутри базового тела. Недопустимыми значениями параметра являются таRие, 
при :которых оболочRа нового тела получается самопересеRающейся или выро
жденной. Процесс построения оболочRи эRвидистантного тела условно разобьем 
на четыре этапа. 

На первом этапе для :каждой грани базового тела построим эRвидистантную 
грань. Энвидистантная грань базируется на поверхности, эRвидистантной R 
соответствующей поверхности базового тела. На рис. 6.9.1 приведены три грани 
базового тела, имеющие общую вершину А, и э:квидистантные им поверхности. 
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Каждая эквидистантная поверхность должна быть продолжена до пересече
ния с соседними эквидистантными поверхностями. Радиус-вектор эквидистант
ной поверхности определяется формулой (3.14.1). На продолжении эквидистант
ной поверхности за пределы области определения параметров ее радиус-вектор 

Рис. 6.9.1. Энвидистантные поверхности 

будем вычислять по одной из формул (3.14.8)-(3.14.10) в зависимости от за
мкнутости базовой поверхности. Для построения эквидистантного тела нам 
остается построить его вершины и ребра. Для этого необходимо найти линии 
пересечения эквидистантных поверхностей. Каждая линия пересечения должна 
начинаться и оканчиваться в вершине тела . 

. На втором этапе построим вершины эквидистантной оболочки. Рассмо
трим последовательно вершины базового тела. В каждой вершине стыкуется 
несколько ребер. Нам нужно знать, какие ребра и какие грани базового тела 
стыкуются в данной вершине. Вершине базового тела будут соответствовать 

с . 
D . 

в 
• 

Е 
• 

G 
• 

F 
• 

Рис. 6.9.2. Вершины энвидистантноrо тела 

одна или несколько вершин эквидистантного тела. В каждой вершине экви
дистантного тела будут также стыковаться несколько ребер. Вершина эквиди
стантного тела базируется на точке пересечения эквидистантных поверхностей. 
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Вычислив эту точну, мы найдем параметры энвидистантных поверхностей, RО
торые будут служить нам в Rачестве начальных и Rонечных точеR линий пере
сечения поверхностей. 

На рис. б.9.2 приведены точии пересечения продолженных энвидистантных 
поверхностей, на ноторых будут базироваться вершины. 

На третьем этапе построим ребра эRвидистантной оболочRи. Рассмотрим 
последовательно ребра базового тела. Для наждого ребра построим соответствую
щее ребро энвидистантной оболочии тела. Ребро будет базироваться на линии 

Рис. б.9.3. Линии пересечения энвидистантных поверхностей 

пересечения энвидистантных поверхностей. Начальные и Rонечные точни ребер 
нам известны из второго этапа. На рис. 6.9.3 приведены линии пересечения 
продолженных энвидистантных поверхностей, на Rоторых будут базироваться 
ребра. 

Рис. б.9.4. Энвидистантные грани 

На последнем, 'Четвертом этапе построим цинлы энвидистантных rраней 
(рис. 6.9.4). Этот процесс аналогичен процессу перестроения цинлов граней в 
булевых операциях. 

Таним образом, мы получим оболочиу энвидистантноrо тела. 
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Пример построения э:квидистантного тела приведен на рис. 6.9.5 (исходное 
тело по:казано внутри тонними линиями). 

Заметим, что топология энвидистантного тела ( ноличество вершин, ребер, 
граней и их взаимосвязь) не всегда совпадает с топологией базового тела. Если 

Рис. 6.9.5. Энвидистантное тело 

в вершине базового тела сты:куется более трех ребер (не являющихся швами), 
то в э:квидистантном теле этой вершине будет соответствовать несноль:ко вер
шин и новых ребер. На рис. 6.9.6 приведена пирамида и э:квидистантное пи
рамиде тело с отрицательным параметром э:квидистанты, а на рис. 6.9.7 приве
дена аналогичная пирамида и энвидистантное пирамиде тело с положительным: 

А 

Рис. 6.9.б. Энвидистантная пирамида (h <О) Рис. 6.9.7. Э.квидистантная пирамида (h >О) 

параметром э:квидистанты. В вершине А пирамиды стынуется четыре ребра. 
В энвидистантном теле данной вершине соответствует две вершины В и С и 
одно дополнительное ребро ВС, что мы и наблюдаем на рис. 6.9.6 и 6.9.7. 

Возможна и другая ситуация, :когда не:которой вершине или не:которому ре
бру базового тела в энвидистантной оболочне не будет аналога. В та:ких случаях 
топология э:квидистантного тела будет отличаться от топологии базового тела. 
Для обработ:ки подобных ситуаций следует проанализировать расположение со
седних вершин и ребер. 
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6.10. Построение тонностеШIОГО тела 

Рассмотрим построение тонкостенных тел двух типов. Тела обоих типов 
будут строиться по неRоторому базовому телу. Тело первого типа будет иметь 
замкнутую полость внутри. Оно имеет две оболочRи, делящие пространство 
на три части: одна из них лежит вне тела, вторую занимает тело, а третья 

является внутренней полостью тела. Тело второго типа будет представлять со
бой отRрытое тонкостенное тело, имеющее одну оболочRу. Тело первого типа 
будем называть закрытым тонRостенным телом, а тело второго типа ОТ:Rры
тым тонRостенным телом. ЗаRрытое тонRостенное тело можно считать частным 
случаем отRрытого тонRостенного тела. 

За:ирытое тело. ЗаRрь1тое тонRостенное тело с толщиной стенRи h получим 
следующим образом. Построим эRвидистантную оболочRе базового тела обо
лочRу. Процесс построения ЭRвидистантной оболочRи был описан при построе
нии эRвидистантного тела. Далее вывернем наизнанRу одну из этих оболочеR. 
Если h >О, то вывернем наизнанRу оболочRу базового тела, если h <О, то вы
вернем наизнанRу эRвидистантную оболочRу. Эти две оболочRи и создадут тон
Rостенное тело. За:крытое тонRостенное тело можно представить по рис. 6.9.5. 

Данное тонRостенное тело является в отличие от других рассмотренных тел 
телом с пустотами. В общем случае тело с пустотами имеет несRОЛЬRО оболочек 
Одна из них является внешней, а остальнь1е - внутренними и лежат внутри 
внешней оболочRи. Все оболочRи не должны пересеRать друг друга. ВеRтор нор
мали R внешней оболочRе направлен вне объема оболочRи, а веRторы нормалей 
R внутренним оболочнам направлены внутрь объема, ограниченного ими. 

От:крытое тело. ОтRрытое тонRостенное тело строится на базе неRоторого 
тела путем удаления одной или несRОЛЬRИХ граней последнего и «придания 

оставшимся граням Rонечной толщины~>. Конечно, грань не может иметь тол
щину, поэтому R оставшейся после удаления неRоторых граней отRрытой обо
лочRе строится ЭRвидистантная ОТRрытая: оболочRа, а затем эти оболочRи замы
Rаются частями удаляемых граней. В результате получается одна замRнутая 

Рис. 6.10.1. Исходное тело Рис. 6.10.2. Тон1юстенное тело 

оболочRа. На рис. 6.10.2 приведен пример отRрытого тонRостенного тела (h >О), 
построенного путем всRрытия одной грани тела, поRазанного на рис. 6.10.1. 

Рассмотрим процесс построения оболочRи отRрытого тонRостенного тела. 
Прежде всего, рассортируем грани базового тела на две группы: R первой группе 
отнесем вскрываемые грани базового тела, а RO второй группе отнесем осталь
ные грани базового тела, Rоторые будем называть сохранле.мы.ми. Сгруппи
руем ребра базового тела: R первой группе отнесем ребра, по Rоторым пересеRа
ются между собой всRрываемые грани базового тела, а RO второй группе отнесем 
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ребра сохраняемых rраней базового тела. Процесс построения оболочки откры
того тонкостенного тела имеет много общего с процессом построения эквиди
стантного тела. 

Для каждой сохраняемой грани базового тела построим эквидистантную 
грань. Поверхность каждой эквидистантной грани и 1шждой вс:Rрываемой грани 
должна иметь возможность быть продолженной до пересечения с поверхностями 
соседних граней. Радиус-вентор энвидистантной поверхности определяется фор
мулой {3.14.1). На продолжении Э:Rвидистантной поверхности за пределы обла
сти определения параметров ее радиус-вектор будем вычислять по одной из 
формул {3.14.8)-(3.14.10) в зависимости от зам:Rнутости базовой поверхности. 

Далее рассмотрим вершины сохраняемых граней базового тела. Каждой 
рассматриваемой вершине будут соответствовать одна или несколько вершин 
тонностенного тела. В :Rаждой вершине тон:Rостенного тела будут стыковаться 

несколько ребер. Вершина тонностенного 
тела базируется на тоЧRе пересечения энви
дистантных поверхностей или на тоЧitе пе
ресечения эквидистантных поверхностей с 

поверхностями вскрываемых граней. Вычи
слив эти точки, мы найдем параметры пе
ресенающихся поверхностей, которые будут 
служить нам в :Rачестве начальных и :Rонеч

ных точен линий пересечения поверхностей. 
Рассмотрим последовательно ребра со

храняемых граней базового тела (ребра вто
рой группы). Для каждого ребра построим 

Рис. 6.10.3. Базовое тело соответствующее ребро тонкостенного тела. 
Для этого найдем линии пересечения экви

дистантных-·.поверхностей между собой и с поверхностями вскрываемых граней. 
Начальные и конечные тоЧ:Rи ребер нам известны. 
. По построенным вершинам перестроим ребра пересечения вскрываемых 
граней (ребра первой группы). 

Далее вывернем наизнанну часть граней. Если h > О, то изменим на про
тивоположные направления циклов и нормалей сохраняемых граней базового 

Рис. 6.10.4. Тон:ностенное тело, построенное внутрь от базового тела 
Рис. 6.10.5. Тон:ностенное тело, построенное наружу от базового тела 

тела и направления ци:Rлов вскрываемых граней базового тела. Если h <О, то 
изменим на противоположные направления нормалей энвидистантных граней 

(цинлов они еще не имеют). 
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На последнем этапе построим цИRЛЫ энвидистантных граней и перестроим 
цинлы вснрываемых граней. Таним образом, оболочна отнрытого тонностенного 
тела будет составлена из сохраняемых граней, энвидистантных н ним граней и 
частей вснрываемых граней. 

Отнрытое тонностенное тело может быть построено нан наружу (h > О), тан 
и внутрь (h < О) от базового тела. На рис. 6.10.4 приведено отнрытое тонно
стенное тело, построенное внутрь от базового тела путем вснрытия трех граней. 
Базовое тело приведено на рис. 6.10.3. На рис. 6.10.5 приведено открытое тон
ностенное тело, построенное на основе этого же базового тела наружу от него 
тела путем вснрытия тех же трех граней (с большей толщиной стенни). 

Операция построения тонностенного тела наряду с булевыми операциями 
является мощным средством для построения тел сложной формы. На рис. 6.10.6 
приведено отнрытое тонностенное тело, построенное на базе тела, поназанного 

Рис. 6.10.6. Тонкостенное тело на базе тонRостенного тела 
Рис. 6.10. 7. Разрез тонRостенного тела 

на рис. 6.10.5, путем вснрытия двух граней. На рис. 6.10.7 приведен разрез 
двумя плосностями этого тонностенного тела, на нотором видны внутренние 

полости тела. 

Тонностенное тело принадлежит н сложным телам. В его дерево построения 
положим струнтуру данных исходного тела, толщину стенни и списон удаляе

мых граней. 

6.11. Сируrлеиие ребер жена 

Операция снруrления ребер тела позволяет построить плавный переход от 
одной грани к другой. На рис. 6.11.1-6.11.4 приведены примеры снругления 
ребер тел. На рис. 6.11.1, 6.11.2 снруглены выпунлые ребра. 

Рис. 6.11.1. Призма со скругленным ребром Рис. 6.11.2. Призма со СRруrленными ребрами 
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На рис. 6.11.3, 6.11.4 снруглены вогнутые ребра. 
Рассмотрим общий случай снругления произвольного :криволинейного ребра. 

Пусть грань, лежащая справа от снругляемого ребра {если смотреть снаружи 
тела вдоль ребра), базируется на поверхности r(u, v), а грань, лежащая слева от 

Рис. 6.11.3. Скругление ребра Рис. 6.11.4. Вариант снруrления ребер 

снруrляемого ребра, базируется на поверхности s(a, Ь). Эти rрани будем назы
вать соnрлгаемымu. Пусть снруrляемое ребро базируется на линии пересечения 
c(s) поверхностей r(u, v) и s(a, Ь). По :кривой c(s) построим поверхность снруг
ления q(t, z), ноторая определяется формулой (4.10.11). :Краями поверхности 
снругления являются линии ( 4.10.5) и { 4.10.6), совпадающие с двухмерными 
ли~иями (4.10.4) 

luv(t) = [u(t) v(t)]т, 

laь(t) = [a(t) Ь(t)]т, 

luv(t) Е r{u, v}, 

laь(t) Е s(a, Ь) 
(6.11.1) 

на сопрягаемых поверхностях. Построим два ребра вдоль нраев поверхности 
снругления на базе линий пересечения 

luv ( t) = ( U ( t) V ( t)] Т, 
ltz (t) = [t О]Т, 

laь(t) = [a(t) Ь(t)]т, 
ltz(t) = [t l)T, 

luv ( t) Е r (и, v), 

l tz { t) Е q { t, z), 

laь(t) Е s{a, Ь), 

ltz(t) Е q(t, z). 

(6.11.2) 

(6.11.3) 

Эти ребра будем называть продольны.ми, тан нан они направлены вдоль снруг
ляемоrо ребра и имеют ту же ориентацию. 

Если снругляемое ребро замннуто, то поверхность снруrления танже будет 
замннутой по параметру t. Тогда на базе линии пересечения 

ltz1 (w) = [tmin w] , 

ltz2(w) = [tmax w]T, 

ltzl { w) Е q { t, z), 

ltz2(w) Е q(t, z), 

о~ w ~ 1, 

построим ребро, :которое будет являться швом. 

(6.11.4) 
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Если с:кругляемое ребро не замRнуто, то найдем все грани {за исключением 
сопрягаемых), пересекающиеся с поверхностью скругления (большая их часть 
стыкуется в начальной и Rонечной вершинах скругляемого ребра), и построим 
линии их пересечения с поверхностью снругления. На базе этих линий пересе
чения создадим ребра, которые будем называть поперечными. 

На базе поверхности q{ t, z) построим грань скругления. Цикл этой грани 
будет состоять из продольных и поперечных ребер (или шва). Для грани скруг
ления определим признак совпадения ее нормали с направлением нормали по

верхности. Нормаль грани с:кругления должна быть направлена наружу тела 
(нормаль поверхности скругления может совпадать с ней или быть ей противо
положной). 

После этого перестроим сопрягаемые поверхности r( и, v) и s{ а, Ь) и ци
клы граней на них. Для этого найдем пересечение линий (6.11.2) и (6.11.3) 
с ребрами сопрягаемых граней или их про
должениями и изменим эти ребра. В одних 
случаях упомянутые ребра нужно обрезать 
{рис. 6.11.1), в других случаях их нужно про
длить (рис. 6.11.3). Вместо скругляемого ребра 
в цикл грани r{ и, v) поставим ребро на базе 
линии пересечения (6.11.2), а в цикл грани 
s( а, Ь) поставим ребро на базе линии пересе
чения (6.11.3) (рис. 6.11.5). 

Далее перестроим цикль1 остальных гра
ней, пересекшихся с поверхностью скругления 
q(t, z). В циклы этих граней воЙдут попереч

Рис. 6.11.5. Перестроение циRлов 
rравей при с:круглевии ребра 

ные ребра. Перестроение циклов производится проверкой последовательности 
стЫRовки ребер между собой и составлением списка ребер циRла в поряд:ке их 
следования. Поперечные ребра определят область изменения параметра t по
верхности с:кругления q{t, z). 

С:круrление сопряженных ребер. Будем называть стыкующиеся ребра со
nряженны.ми, если в точках стыковки они имеют общую касательную. Если 
в точках стыковки ребра претерпевают излом, то такие ребра будем называть 

Рис. 6.11.6. Исходное тело Рис. 6.11.7. Тело со с:круглевием вес:колъ:ких ребер 

несопряженными. Если сRругляются сразу несколько несопряженных ребер те
ла, то выполним их скругление последовательно одно за другим. Скругление ре
бер тел, приведенных на рис. 6.11.2, 6.11.4, 6.11.7, выполнено последовательно. 
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В случаях снруrления неснольних сопряженных ребер различные стадии 
операции снруrления :каждоrо ребра следует выполнять параллельно - одно
временно для нес:коль:ких ребер. Перед началом операции с:круrления следует 
составить rруппы rладно сты:кующихся ребер и далее работать с этими rруп
пами на:к с отдельным ребром описанным выше образом. Случай скруrления 

Рис. 6.11.8. Исходное тело Рис. 6.11.9. Тело со скруглением цепочек ребер 

нес:кольних сопряженных ребер приведен на рис. 6.11.9. Исходное тело, пока
занное на рис. 6.11.8, получено с:круrлением двух ребер тела, приведенноrо на 
рис. 6.11.6. 

Для rруппы сопряженных ребер необходимо сначала построить все поверхно
сти снруrления, усечь этими поверхностями ребра тела, построить все продоль
ньiе и поперечные ребра пересечения поверхностей снруrления и rраней тела, 
и тольно после этоrо построить rрани снруrления и произвести перестроение 

ци:клов rраней тела. 

На рис. 6.11.11 приведено тело со с:круrлением сопряженных ребер, у :ко
торых на :концах продольные ребра rрани скругления сходятся в одну точ:ку 

Рис. 6.11.10. Исходное тело Рис. 6.11.11. Тело со снруглением цепочек ребер 

{рис. 6.11.10). В данном примере между сопряженными гранями поперечные 
ребра стянуты в точ:ку, а поверхности с:круrления в них вь1рождаются. 



6.11. Скругление ребер тела 319 

Продольные ребра могут не полностью лежать в области сопрягаемых гра
ней. В этом случае участии продольных ребер, выходящие за область определе
ния сопрягаемых граней должны быть заменены на ребра пересечения грани 
снругления и соседних с сопрягаемой гранью граней. 

Скруrление вершин. Есл~ скруглить три ребра, стыкующиеся в одной вер-· 
шине, то в вершине полу~м :нартину, приведенну:ю на рис. 6.11.12. :Кан пра
вило, таную вершину скругляют. С:нруглить вершину можно описанным выше 
способом: ребро пересечения двух граней 
скругления сопряжено с третьим ребром и 
может быть с:нруrлено вместе с ним. 

Существует еще один способ снругления 
вершины. Для этого построим по одной 
линии на :наждой поверхности скругления, 
используя то, что каждая из трех поверхно

стей скругления пересекается с двумя дру

гими. 

Рассмотрим построение упомянутой ли
нии на одной из поверхностей скругления 
типа q(t, z). Пусть продольная линия lr(t) 
этой поверхности с:нругления пересекается 

Рис. 6.11.12. Подлежащая снруrлению 
вершина 

с продольной линией другой поверхности скругления в точие с параметром tr, 
а продольная линия l8 (t) рассматриваемой поверхности скругления пересека
ется с продольной линией третьей поверхности скругления в точке с параме

тром t 8 • Построим на рассматриваемой поверхности скругления двухмерный 

отрезок прямой ИЗ ТОЧКИ [tt О]Т в точку [t8 l]T: 

ltz(z) = [{1- z)tr zt8]т, ltz(z) Е q{t, z), О~ z ~ 1. (6.11.5) 

По отрезку и поверхности построим пространственную линию lq { z). Линии 
(6.11.5) построим на каждой из трех поверхностей скругления, имеющих общую 
точку пересечениf.1. Отрежем и опустим ту часть :наждой грани снругления, 
:нотораF.1 лежит за построенной линией {6.11.5) {со стороны общей вершины). 
По трем линиям (6.11.5) построим поверхность (3.11.11), а на ее базе построим 
грань скруглениf.1 вершины. 

Рис. 6.11.13. Снруrление ребер и вершин тела 

На рис. 6.11.13 приведен пример скругления ребер и вершин призмы опи
санным способом. 

Аналогично можно скруглить вершину, в которой сты:нуются четыре с:нруг
ляемых ребра. Для этого следует использовать поверхность (3.6.1), построен
ную по четырем кривым. 
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6.12. Поетроение фаеов ребер тела 

Фасни ребер тела строятся аналогично снруглению ребер с той лишь раз
ницей, что поверхности снругления заменяются поверхностями фасон. Фасна 
описывается линейчатой поверхностью (4.11.1), построенной по двум линиям 
{4.11.2) и (4.11.3) на пересенающихся по ребру поверхностях. 

Рис. 6.12.1. Исходное тело Рис. 6.12.2. Тело с фас:иами ребер 

Результат построения фасон ребер тела, по:казанного на рис. 6.12.1, приведен 
на рис. 6.12.2. 

ФаеRа вершин. Если поверхности фасо:к строятся для трех ребер, сты:кую
щихся в одной вершине, то общую вершину, :ка:к правило, срезают. Срез вер
шины выполним аналогично снруглению вершины. Для этого найдем три 

Рис. 6.12.3. Тело с фаснами ребер и вершин 

линии пересечения поверхностей фасон и постр.оим по ним треугольную по
верхность. На базе трех линий пересечения построим три ребра, а на базе 
треугольной поверхности построим грань. Результат среза вершины, в ноторой 
сты:куются три ребра, приведен на рис. 6.12.3. 

6.13. Неноторые епоеобы построения тел 

Описанный выше метод выполнения булевых операций применим в случае 
полной определенности оболочен операндов. На пра:кти:ке часто требуется вы
полнить булеву операцию) :когда оболочна одного из операндов определена не 
полностью и должна быть достроена в процессе операции. Например, н задан
ному телу нужно добавить часть тела, полученного выдавливанием заданного 
плоеного нонтура, лежащую со стороны нонтура (рис. 6.13.1). 
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Результат таной операции приведен на рис. 6.13.2. 
В данном случае требовалось «выдавить» заданный нонтур до ближайших 

:к нему rраней заданноrо тела. В разных местах :контура ближайшими моrут 
о:казаться разные rрани, поэтому точ:ки нонтура должны быть «выдавлены» на 
различные расстояния. 

/-----------
------~? 

Рис. 6.13.1. Исходное тело и плос:иий :ионтур 

Выполнить данную операцию можно следующим образом. По заданному 
:контуру построим тело выдавливания достаточной rлубины для пересечения с 
заданным телом. Далее из тела выдавливания вычтем заданное тело. В резуль
тате операции мы в общем случае получим нес:коль:ко оболоче:к. Выберем из 

Рис. 6.13.2. Выдавливание ионтура до ближайшей поверхности тела 

них ближайшую и заданному нонтуру. Тело с выбранной оболочной объединим 
с заданным телом. При вьшолнении данных действий достаточно строить ребра 
пересеЧения тольно один раз. Во второй части операции (объединение тела с вы
бранной оболочной) следует использовать толь:ко те ребра, :которые принадлежат 
телу с выбранной оболоч:кой. 

Друrим пр~мером может служить операция «вырез:ки» ближайших rраней 
заданноrо тела заданным :контуром (рис. 6.13.3). 

В д~нном примере :контуром вырезаются· ближайшие стен:ки тела и не тро
гаются rрани, лежащие за ними. В разных местах :контура.еrо точни «Выда
вливаются.> на различные расстЬяния. 

Вырезать ближайшие rp ани заданноrо тела заданным :контуром можно сле
дующим образом.· По заданному нонтуру построим тело выдавливания доста
точной глубины для пересечения с заданным телом. Далее найдем пересечение 

21 - 5293 Голооонов 



322 Гл. 6. Моделирование тел 

тела выдавливания с заданным телом. В результате операции мы в общем слу
чае получим нес:коль:ко оболочек. Выберем из них ближайшую :к заданному 
:контуру. Тело с въ1бранной оболочной вычтем из заданного тела. При вьшолне
нии данных действий достаточно строить ребра пересечения только один раз. 

~~------
--------~? 

Рис. 6.13.3. Вырез новтуром ближайших поверхностей тела 

Во мноrих :констру:кциях используются ребра жест:кости. Операция построе
ния ребер жесткости выполняется по той же схеме, что и операция «выдавли
вания)> контура до ближайш:Их к нему rраней тела. Тело с ребрами жест:кости 
приведено на рис. 6.13~4. 

Рис. 6.13.4. Тело с ребрами жестности 

Когда оболоч:ка одноrо из тел-операндов должна быть построена в процессе 
выполнения операции, после выполнения операций следует проверить оболочну 
результирующего тела на зам:кнутостъ. 

6.14. ПосJiедовательвость моде.тmровавия те.i.1 

Моделирование ненотороrо объе:кта может в:ключатъ построение одного тела 
или построение нес:колъ:ких тел .сбор:ки тел. 

Создание одиночного тела начинается с построения или одного из простых 
тел, или тела на базе линий, или тела на базе поверхности. Эти способы по
строения тел приведены в левой части рис. 6.14.1. Если исходное тело создается 
на базе плос:ких линий, то для их построения используются конструктивные 
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nАоскости. Перед построением тела на базе поверхности нужно сначала создать 
исходную поверхность. Во многих случаях при построении поверхности танже 
используютсFI :констру:ктивные плос:кости. Далее путем выполнениFI операций, 
приведенных в правой части рис. 6.14.1, из исходного тела можно получить 
тело с более сложной оболочной. Операции над телом могут выполнFIТЬСFI мно
гоRратно и в произвольной последовательности, что отражено на рис. 6.14.1. 

, Простые тела 

Прямоугольная призма 
Сферическое тело 
Цилиндрическое тело 
Коническое тело 
Тороидальное тело 

Тела на базе линий 

Тело выдавливания 
Тело вращения 
Тело сдвига 
Тело заметания 
Тело на основе 
плоских сечений 

Тело на базе поверхностей 

Тело в форме листа 

Операции над телами 

Булево объедИиение тел 
Булево пересечение тел 
Булева разность тел 
Резка тела поверхностями 
Цостроение симметричного тела 
Построение эквидистантного тела 
Построение тонкостенного тела 
Скругление ребер тела 
Фаски ребер тела 
Построение ребер жесткости 
Построение тела с пустотами 

' ' 

Рис. 6.14.1. Способы построения тел 

-

Процесс построения оболоч:ки сложного тела близоR :к процессу изготовле
ния моделируемого объеRта. С помощью булевой операции объединениFI :к телу 
можно добавить требуемый объем. ДлFI этого нужно построить еще одно тело 
и объединить исходное тело с ним. Аналогично с помощью булевых операций 
пересечениFI или вычитания из тела можно убрать требуемый объем. От тела 
может быть отрезана лишняя часть объема. Ребра тела могут быть с:круглены 
или с них моrут быть сняты фас:ки. Из тела можно получить тон:костенное тело 
путем «вс:крытиFI•> одной или нес:коль:ких граней и «придания оставшимся гра

ням :конечной толщины». Для симметричных тел можно построить толь:ко одну 
половину тела, а затем получить требуемое тело с помощью операции создания 
симметричного тела. К телу могут быть добавлены ребра жест:кости. 

Из нес:коль:ких тел можно получить сборку те.п.. В сборне все тела равно
правны. ДлFI взаимного расположения и ориентации тел сбор:ки можно исполь
зовать преобразования сдвига, поворота, масштабирования или симметрии. 

Построение отдельных тел и сборо:к должно сопровождаться прото:колом по
строениFI, :который называют деревом построен.и.я. Дерево построениFI позво
ляет вьшолнFiть реда:ктирование тел и их сборо:к, создавать наборы однотипных 
моделей и управлять ими. 

HapFiдy с деревом построения длFI редантирования :кривых линий, поверх
ностей, тел, сборо:к тел и управлениFI ими может использоваться механизм ва
риационных свFiзей. Этому механизму посвящена следующаFI глава. 

21* 



Глава 7 
ВАРИАЦИОННЫЕ СВЯЗИ fЕОМЕТРИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ 

7.1. Наложе~ше вариационнъ~х связей 
В данной главе мы рассмотрим один из эффентивных способов управле

ниR геометричесними объентами. Каждый геометричесний объент имеет свою 
струнтуру данных. Струнтура данных вместе с набором необходимых объенту 
фун:кций представляет собой численную модель геометричесного объе:кта. Сна
лярные величины, :компоненты венторов, :rюординаты точен, лежащие в стру:к

туре данных геометричесного объента, :которые подлежат редантированию, бу
дем называть параметрами этого объента. Именно через эти параметры мы и 
будем осуществлять управление геометричесними объентами. 

До сих пор геометричесние объенты строились и существовали независимо 
друг от друrа, т. е. редантирование одного из объентов не сназывалось на осталь
ных объентах. Редантирование объента сводится :к изменению численных зна
чений его параметров. Независимость геометричесних объентов отражает тот 
фа:кт, что значения параметров одного объента не зависят от значений параме
ТР!JВ других объентов. С прантичесной точ:ки зрениR наложение зависимостей 

а= 11,0 

С!. --11 

d=l80 
d• 18,0 

~ 
D•k•d 

a=d/2 + Л 

b•D/2 +Л 

с •50 
D=324 

~ л-2.0 -11 k=l,8 ...(:) 

Ь= 18,2 

c=SO,O 

Рис. 7.1.1. Вариационные связи rеометричесних объентов 
. . 

на параметры г.еометричесних объентов явлRетсR очень полезным. На рис. 7.1.1 
приведен пример наложения зависимостей на две онружности и замннутую ло
маную линию на плос:кости. Зависимость геометричесних объентов занлюча
етсR в том, что о:кружности должны :касаться друг друга, ломаная должна пред-
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ставлFiть собой прFiмоугольниR, диаметры d и D ОRружностей свFiзаны заданным 
Rоэффициентом k, центры ОRружностей должны отстоFiть на заданных paccтo
FIHИFIX а и Ь от сторон прFiмоугольниRа, размер горизонтальной стороны прFiмо
угольниRа должен быть равен с. Перечисленные свFIЗИ представлены размерами 
и алгебраичесRими уравнениFiми, приведенными на рис. 7.1.1. ЭсRИЗ автомати
чесRи перестраиваетсFI при изменении одной или несRольRих зависимостей. На 
рис. 7.1.2 приведены те же геометричесRие объеRты при другом отношении диа
метров оRружностей. Изменение Rоэффициента отношениFiдиаметров k привело 

q --11 
~ 

а= 11.О 

c=SO,O 

d= 180 

Ь=24,5 

d= 18,О 

D=k•d 

a=d/2 + д 

b=D/2 +д 

c=SO 

Л=2,О 

~ k=2,5 
11 

..c:i 

Рис. 7.1.2. Результат изменения одной из связей геометричес:ких объе:ктов 

R изменению размера вертиRальной стороны прFiмоугольниRа, изменению диа
метра и положениFI центра большей оRружности. Все заданные уравнениFI при 
новом Rоэффициенте k таRже выполнFiютсFI. АнаJ1огично могут быть изменены 
и другие размеры и уравнениFI, что приведет R автоматичесRому перестроению 
геометричесRих объеRтов. 

Наложение свFiзей облегчает труд при проеRтировании несRольRих однотип
ных деталей и при сборRе различных деталей. ДостигаетсFI это путем установле
НИFI определенных зависимостей между параметрами геометричесRих объеRтов. 
Эти зависимости представлFiют собой неRоторые уравнениFI 

f 1 (х1, х2, ... , Хп) = О, 
f2(x1, х2, .. . , Хп) =О, (7.1.1) 
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относительно параметров х1, х2, ... , Xn объентов. Будем называть свRзьmаю
щие параметры уравнения вариацион.н.ыми св.яз.я.ми. Кроме ноординат точен, 
номпонент венторов, сналярных величин из струнтуры данных rеометричесних 

объентов ·параметрами могут служить дополнительные сналRрные величины и 
ноординаты точен. Они могут существовать отдельно или моrут быть введены 
в струнтуру данных геометричесних объентов длfI удобства управления объен
тами посредством вариационных связей. Для наложения вариационных свя
зей нужно, чтобы геометричесние объенты предоставляли свои параметры «во 
внешнее пользование» и перестраивались по измененным параметрам. Ва
риационными связями в общем случае могут служить любые алгебр аичесние 
уравнениfI. Естественно, что наждой rеометричесной задаче соответствует опре
деленное уравнение (или неснольно уравнений) длfI определенных параметров. 

Управление геометричесними объентами с помощью вариационных связей 
осуществлRется следующим образом. Пусть задан набор вариационных связей. 
КаждаfI свRзь нанладывает одно или неснольно уравнений на определенные па
раметры геометричесних объентов. СвRзями формируется система уравнений 
относительно участвующих в связях параметров. Пусть в исходном состоя
нии параметры удовлетворяют этой системе уравнений. Предположим, что мы 
изменили неноторую нонстанту в уравнении связи (например, изменили зна
чение размера) или изменили неноторые параметры геометричесного объента 
(например, переместили объент) и зафинсировали их. Чтобы после этого си
стема уравнений связей удовлетворялась, необходимо изменить остальные па
раметры. Для этого мы должны решить систему уравнений связей и опреде
лить новые значениfI параметров. О результатах решениfI следует сообщить 
геометричесним объентам. Они должны перестроитьсfI в соответствии с этим 
решением (в соответствии с новыми значениями своих данных). Тан нан урав
нениfI в общем случае явлfiются нелинейными, то их решение осуществляется 
итерационным методом. Объент~ должны перестраиваться на наждой итера
ции решениfI, тан нан одни параметры объента могут влиять на другие пара
метры этого же геометричес:rюго объента. Уравнения будут изменRть значения 
параметров, а объенты перестраиваться в соответствии с новыми значения

ми параметров. Когда все уравнениfI системы будут удовлетворены с требуе
мой точностью, объенты будут перестроены соответствующим образом. Если 
систему уравнений удовлетворить нельзfI, то всем параметрам присваиваются 

первоначальные значениfI. На прантине часто приходится иметь дело с систе
мой уравнений, содержащей большее число параметров, чем число уравнений. 

В последнем случае мы воспользуемся неноторым нритерием, определяющим 
поведение всей системы параметров, и с помощью этого нритериfI сформируем 
систему уравнений для ·определениfI всех параметров. 

Дополним вариационные связи информацией связываемых ими ·rеометриче
сних объентах, а танже фуннциями общения с объентами и системой уравне
ний. В результате вариационные связи можно будет называть вариацион.н.ыми 
объектами. Они несут и обрабатывают геометричесную информацию. Кан и 
геометричесние объен·ты, вариационные объенты имеют свою струнтуру данных 
и свой набор фуннций. Состав струнтуры данных и фуннций определRется вы
полнRемыми связями задачами. Каждый вариационный объент отвечает за то, 
чтобы заданные параметры удовлетворRли заданным уравнениRм. В струнтуре 
данных вариационного объента должны находиться: информациfI о связывае
мых им варьируемых параметрах, исходные значения параметров, информациfI 
об уравнениfiх свRзи (одном или неснольних). В набор фуннций вариационных 
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объевтов должны войти фунвции, предоставлнющие и изменflющие необходи
мую информацию о варьируемых параметрах, фунвции, предоставлflющие ин
формацию об уравнениflх связей, фунвции, изменяющие параметры в процессе 
решениfl и после удовлетворениfl уравнений всех связей, фунвции восстановле
ния исходного состояния параметров в случае неудачи в процессе решения. 

Сначала мы рассмотрим отдельные вариационные связи и их уравнения. 
Далее введем вритерий поведениfl геометрических объектов, позволяющий 
сформировать систему уравнений, в воторой варьируемые параметры обладают 
равноправием при любом их числе. Этот :критерий в общем случае требует при
влечение методов вариационного исчисления. На примере использования ври
терия поведениfl геометричесвих объентов мы рассмотрим вариационные связи 
двухмерных объевтов. 

7.2. Фивсирующие связи 

Простейшей связью является фивсирующая связь. Она описывается одним 
уравнением, содержащим один параметр. Если параметр обозначить через q, то 
уравнение имеет вид 

q = q(o) = const, (7.2.1) 

где q(O) - заданное значение параметра, :которое должно быть сохранено в даль
нейшем. Фивсирующая связь используетсfl тогда, :когда требуетсfl, чтобы нево
торый параметр не измеНflЛСfl в процессе решениfl системы уравнений связей. 
Если. невоторый параметр неизменен, то он может быть удален из списва пе
ременных системы уравнений свflзей. Иногда удобнее сохранить неизменный 
параметр, но при этом следует ввести длfl него фивсирующее уравнеНие (7.2.1). 

Примером фивсирующей связи может служить вариационнаfl зависимость, 
назьmаемаfl закреn.ttен.ием точки. Она содержит три уравнения типа (7.2.1) и 
фиксирует три воординаты точи:и р = [х у z]T. Закрепление точви описывается 
одним вевторным уравнением 

р = р(О)' (7.2.2) 

состоflщим из трех свалярных уравнений 

х = х(О)' у = у(О)' z = z<0>' (7.2.3) 

где р(о) = [х(О) у(О) z<0J]T - заданное положение точви. :Координаты за
и:репленных точен остаютсfl неизменными, поэтому частные производные всех 

других уравнений системы по закрепленным параметрам равны нулю. 

Уравнение (7.2.1) может использоватьсfl для любого параметра геометриче
ского объевта - скалярной величины, :компоненты ве:ктор а или во ординаты 
ТОЧRИ. 

Фиксирующие связи занимают особое место среди вариационных связей. 
Количество параметров в фиксирующих связях всегда равно :количеству урав
нений, сами параметры остаются неизменными, поэтому фивсирующие связи 
могут быть выделены из общей системы связей в самостоятельную группу. Си
стема уравнений фивсирующих связей и система уравнений остальных связей 
не зависflт друг от друга и могут быть решены отдельно. 
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7.3. Вариациовнь1е связи точен в пространстве 

Наиболее простыми fIBЛfIIOТCfI вариационные свFiзи, нанладываемые на но
ординаты радиус-венторов точен. Эти связи моrут быть наложены на две или 
неснольно точе:к. При этом число уравнений свFiзей может быть меньше числа 
участвующих в связFiх параметров. В этом случае можно составить дополни
тельные уравнениFI, необходимые длFI решениFI задачи. Мы рассмотрим при
мер, построениFI вариационной смзи, финсирующей расстоFiние между двумFI 
точнами в пространстве. В этом примере мы составим дополнительные урав
нениFI исходя из симметрии поведения rеометриче сних объентов. Дополнитель
ные уравнениFI нам потребуютсFI, чтобы проиллюстрировать процесс.решениFI 
системы уравнений связи. 

Линейный размер. Пусть имеютсFI две точ:ки Р1 = [х1 у1 z1]т и Р2 = 
= [х2 у2 z2]т. Наложим на точни вариацио:йную связь) называемую линеil:ным 
размером. Она описьmается уравнением 

(7.3.1) 

где d - требуемый размер. В ноординатном представлении уравнение свFiзи 
имеет вид 

Линейный размер приведен на рис. 7.3.1. Точна р1 лежит в струнтуре данных 
тора и определFiет положение центра ero местной системы ноординат. Точна р2 
лежит в струнтуре данных сферы и определFiет положение ее центра. В общем 

Рис. 7.3.1. Линейный размер между точнами центров тора и сферы 

случае это моrут быть любые точни из струнтуры данных rеометричесних объ
е:ктов. Мы имеем одно уравнение (7.3.1), смзывающее в общем случае шесть 
параметров: х1, У1, z1, х2, у2, z2. В уравнении (7.3.1) величину d будем счи
тать нонстантой. В общем случае величина d танже может быть варьируемым 
параметром. 
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Рассмотрим принцип решения поставленной задачи. В данном случае для 
того, чтобы найти все параметры, необходимы шесть уравнений. Существует 
неснольно способов получить систему уравнений с числом варьируемых пара

метров (неизвестных) равным числу уравнений. В данном случае мы составим 
неноторые дополнительные уравнения, связывающие те же параметры. Набор 
дополнительных уравнений может быть различным, но от этих дополнитель
ных уравнений будет зависеть поведение точен. Потребуем, например, чтобы 
при изменении размера точви перемещались симметрично, т. е. точни переме

щались бы вдоль соединяющей их линии, а центр тяжести точен оставался бы 
неподвижным. Эти условия описываются уравнениями 

(х2 - х1)(у2(О) - У1 (О)) = (у2 - У1)(х2(О). - Х1 (О)), 

(у2 -y1)(z2(0) - z1(0)) = (z2 - z1)(y2(o) -у1(о)), 

х2 + х1 = х2 (О) + х1 (О), 

У2 + У1 = У2(О) + У1 (О), 

z2 + z1 = z2 ( 0) + z1 ( 
0) , 

(7.3.2) 

(7.3.3) 

(7.3.4) 

(7.3.5) 

(7.3.6) 

где Р1 (О) = [х1 (О) У1 (О) z1 (О)]Т и р2(О) = [х2(О) у2(О) z2(0)]T - исходное положе
ние точен, ноторое в общем случае не удовлетворяет уравнению (7.3.1). Добавив 
(7.3.2)-(7.3.6) н (7.3.1), получим системы шести уравнений относительно шести 
параметров. Перепишемвсеуравнения, придавимвид/i(х1, у1, z1, х2, у2, z2) = 
=О, i = 1, 2, ... , 6. Первое уравнение являетсFI нелинейным. 

Решим систему уравнений методом Ньютона, описанным в гл. 4. Органи
зуем итерационный процесс 

Xi(r+l) = Хi(т) + дхi, 
Yi(r+l) = у/т) + Дуi, 
Zi(r+l) = z/r) + дzi, 

i = 1, 2, 

(7.3.7) 

где r - номер итерации. ПриращениFI ноординат дхi, дуi, дzi, i = 1, 2, на 
иаждой итерации определим из системы линейных алгебраичесних уравнений 

ан ai2 а~з ai4 ais а~б дх1 Ь1 

а21 а22 о а24 а25 о ду1 Ь2 

о аз2 азз о азs азв дz1 Ьз 
(7.3.8) 

дх2 
-

Ь4 ' 1 о о 1 о о 

о 1 о о 1 о ду2 Ьs 

о о 1 о о 1 дz2 Ьв 
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где 
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Х1 - Х2 Yl - У2 Z1 - Z2 
ан = -а14 = d(r) ai2 = -а15 = d(r) , а~з = -а1в = d(r) , 

а21 = -а24 = Yl (О) - У2(О), а22 = -а25 = х2(О) -.х1 (О), 
аз2 = -а35 = z1 (О) - z2 (О), азз = -азв = У2 (О) - У1 (О), 

Ь1 = d - d(r), 

Ь2 = (y2(r) - Yl (r))(x2(0) - Х1 (О)) - (x2(r) - Х1 (r))(y2(0) - Yl (О)), 

Ьз = (z2(r) - Z1 (r))(y2(0) - Yl (О)) - (y2(r) - У1 (r))(z2(0) - z1 (О)), 

Ь4 = Х2(О) + Х1 (О) - X2(r) - Х1 (r), 

Ь5 = У2(О) + У1 (О) - Y2(r) - У1 (r), 

Ьв = z2(0) + z1 (О) - z2(r) - Z1 (r), 

d(r) = J(x2(r) - x1(r))2 + (y2(r) -y1(r))2 + (z2(r) - z1(r))2. 

Система уравнений (7.3.8) в матричной записи имеет вид 

А· дх = Ь. (7.3.9) 

Эта система имеет единственное решение, если определитель IA\ =f. О. На :ка
жд9й итерации матрица А вычисляется заново, та:к :ка:к точ:ки перемещаются в 
пространстве,-и может случиться та:к, что определитель матрицы А на очеред
ной итерации о:кажется равным нулю. Тогда точ:ки следует вернуть в исходное 
положение, а размер положить равным расстоянию между ними. :Каждая стро:ка 
матрицы А соответствует определенному уравнению·. Для i-ro уравнения 
fi(x1, У1, z1, х2, у2, z2) = О в системе (7.3.8) :коэффициентъ1 i-й строки ма
трицы А определR:ются по формулам 

Итерационный процесс (7.3. 7) занончим, ноrда приращениR: ноординат на оче
редной итерации станут меньше заданной величины. 

Возможны и другие варианты дополнительных уравнений. Например, если 
требуется сохранить точ:ку Р1 в заданном положении, то в начестве дополни
тельных уравнений можно использовать уравнения (7.3.2), (7.3.3) и 

Pl = Р(О), 
где р(О) заданное положение точки. В дальнейшем длR: решения системы 
уравнений связей мы не будем использовать дополнительные уравнениR:, та:к 
нак они нарушают равноправие варьируемых параметров. 

Размер вдоль координаты. Более простой, чем линейный размер, вариаци
онной свнзью двух точен является размер вдоль одиой коордииаты. Она свя
зывает две соответствующие :координаты двух точен и описывается одним из 
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Х2 - Xl = dx, 

У2 - Yl = dy, 

z2 - z1 = dz, 
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(7.3.10.1) 

(7.3.10.2) 

(7.3.10.3) 

где dx, dy, dz - требуемые размеры. Уравнения (7.3.10), примененные н ноор
динатам точеR отрезна r(t) = (1 - t)p1 + tp2, могут сделать отрезоR параллель
ным соответствующей :координатной плоскости. Два уравнения (7.3.10) могут 
сделать отрезоR параллельным одной из Rоординатных осей. 

Размер вдоль направления. Еще одной вариационной связью двух точеR 
является размер вдо.ль заданного наnрав.лени.я. Она описывается уравнением 

j(p2 - Р1) · ml = d, (7.3.11) 

где m = [mx ту mz]т - задающий направление вектор единичной длины, d 
требуемый размер. Уравнение (7.3.11) устанавливает, что проенция вентора 
Р2 - Pl, построенного между заданными точнами, на направление веRтора m 
по абсолютной величине равна d. В Rоординатной записи уравнение (7 .3.11) 
имеет вид 

(7.3.12) 

Уравнение (7.3.12) связывает шесть параметров. Если m = [тх ту mzJT, l = 
= [lx ly l2 ]т, n = [пх ny nz]T три линейно независимых вентора единичной 
длины, то можно задать относительное положение двух точен Р2 и р1 сразу 

тремя размерами вдоль трех неRомпланарных направлений m, 1, n: 

l(P2 - Р1) · ml = dm, 

l(P2 - Р1) · 11 = dt, 

l(P2 - Р1) · nl = dn. 

В ноординатной записи уравнения (7.3.13) имеют вид 

l(x2 - х1)тх + (У2 -у1)ту + (z2 - z1)mzf = dm, 

l(x2 - x1)lx + (у2 - Y1)ly + (z2 - z1)lzl = dt, 

l(x2 - x1)nx + (у2 - Y1)ny + (z2 - z1)nzl·= dn. 

(7.3.13) 

Совмещение точен. Можно установить вариационную связь, ноторая сливает 
две точки в одну. Эта связь совмещен и.я точек. Она приравнивает Rоординаты 
двух заданных точеR и описывается векторным уравнением 

Р2 = Pl· 
Данная вариационная связь содержит три сналярных уравнения 

х2 - х1 =О, 

У2 -у1 =о, 

Z2 - Z1 = 0. 

(7.3.14) 

(7.3.15) 

(7.3.16) 

{7.3.17) 
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Симметрия точен о~носительно плосности. Рассмотрим вариационную свнзь 
си.м.метрии точек Р2 и Pl относительно плоскости 

r(x, у) = р + xi1 + yi2. (7.3.18) 

Плоскость будем считать неподвижной, поэтому ее параметры варьироваться не 
будут. 

Симметрия точек относительно плоскости описывается тремя уравнениями 

(Р1 - Р) · ii = (Р2 - Р) · ii, 

(р1 - р) · i2 = (Р2 - Р) · i2, 

(р 1 - р) · iз + (Р2 - р) · iз = О, 

(7.3.19) 

(7.3.20) 

(7.3.21) 

где iз = ii х i2. Три уравнения (7.3.19)-(7.3.21) связывают шесть параметров. 
Симметрия точен показана на рис. 7 .3.2. 

Рис. 7.3.2. Симметрия точ:е:к относительно плос:кости 
Рис. 7 .3.3. Угловой размер между тремя точ::ками NURВS кривой 

Уrловой размер. Для трех точек можно установить угловую зависимость. 

Пусть имеется три точки Р1 = [х1 Yl z1Jт, Р2 == [х2 У2 z2Jт и Рз ·= [хз Уз zзJт. 
На три точки можно наложить вариационную свнзь, определяющую угловой 
размер между отрезками Pl - р2, Рз - Р2· На рис. 7.3.3 точками, на которые 
наложена вариационная связь, являются характеристические точки рациональ

ной кривой. В общем случае это могут быть любые точки из структуры данных 
геометрических объектов. 

где 

Уравнение, описывающее угловой размер между тремя точками, имеет вид 

s 
arctg - =а, 

с 
(7.3.22) 

s = l(P1 - р2) х (Рз - P2)I, (7.3.23) 

с = (р1 - Р2) · (Рз - Р2) = 
= (х1 - х2)(хз - х2) + (у1 - У2)(Уз -у2) + (z1 - z2)(zз - z2), (7.3.24) 
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а - заданнъ1й угол. Величина s равна произведению длин веRторов Р1 - Р2 
и Рз - Р2 на sin а. Величина с равна произведению длин венторов Pl - Р2 и 
Рз - Р2 на cos а. :Квадрат s определяется формулой 

s2 = ( (у1 - У2)(zз - z2) - (z1 - z2)(Уз - У2)) 2 + 
+ ((z1 - z2)(x3 - х2) - (х1 - х2)(zз - z2))

2 + 
+ ((х1 - х2)(Уз -у2) - (у1 -у2)(х3 - х2)) 2 . (7.3.25) 

Уравнение (7.3.22) связывает девять параметров. 
Другой вариационной связью трех точен р1, Р2 и р3 является угловой раз

мер в плоскости. Эта связь устанавливает угловой размер между проенциями 
венторов Pl - р2 и Рз - Р2 на плосность, ортогональную единичному вентору m, 
и описывается уравнением вида (7.3.22), где 

с= Q1. q3, 

Q1 = Р1 -р2 -m((P1 -р2) · m), 

Q2 = Рз - Р2 - m ( (рз - Р2) · m). 

{7.3.26) 

(7.3.27) 

Венторы q1 и qз являются составляющими венторов Pl - Р2 и Рз - Р2, орто
гональными единичному вентору m. Знан плюс в (7.3.26) выбирается в случае 
совпадения направления венторов q1 х q3 и m, знан минус - в противном 

случае. 

Уrол межд;у венrорами. Пусть имеется четыре точни Pl = [х1 У1 z1]т, Р2 = 
= [х2 У2 z2]т, Рз = [хз Уз zз]т и р4 = [х4 У4 z4]т. По четырем точнам можно 
построить два вентора. Построим венторы на точнах Р1, Р2 и Рз, р4. Будем 
считать, что эти ве:кторы не ноллинеарны. Два вентора определяют семейство 
плосностей, параллельных одновременно им обоим. :Каждая плосность семей
ства будет ортогональна вентору n = (р1 - Р2) х (Рз - р4). 

На четыре точни можно належить вариационную связь, опр.еделяющую уго.л 
между векторами р 1 - р2, р3 - р4. Эта связь аналогична угловому размеру 
(7.3.22). Уравнение, описывающее угол между четырьмя точками, имеет тот же 
вид, что и уравнение (7.З.22): 

где 

s 
arctg- =а, 

с 
(7.3.28) 

s = l(P1 - р2) х (рз - p4)I, (7.3.29) 

с= (р1 - Р2) · (Рз - р4) = 
= (х1 - х2)(хз - х4) .+ (у1 - У2)(уз - У4) + (z1 - z2)(z3 - z4),. (7.3.39) 

а - заданный угол. Величина s равна произведению длин венторов Pl - Р2 
и Рз - р4 на sin а. Величина: с равна произведению длин венторов Pl - Р2 и 
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Рз - р4 на cos а. Квадрат s определяется формулой 

s2 = ((у1 - У2)(zз - z4) - (z1 - z2)(уз -у4)) 2 + 
+ ((z1 - z2)(x3 - х4) - (х1 - х2)(zз - z4))

2 + 
+ ((х1 - х2)(Уз - У4) - (У1 - У2)(х3 - х4)) 2 . 

Уравнение (7.3.28) связывает двенадцать параметров. 
Потребуем, чтобы при изменении угла между ве:кторами точ:ки перемещались 

ортогонально ве:ктору n. Для нахождения точе:к с:крещения построим две линии 

r1 (t1) = {1 - t1)P1 + t1P2, 

rз{tз) = {1 - tз)Рз + tзр4. 
{7.3.31) 

(7.3.32) 

Точ:ками с:крещения пространственных линий являются точ:ки r1 и rз на ли
ниях r1 (t1) и rз(tз), для :которых выполняются равенства 

(р1 - Р2) · (r1 - rз) =О, 

(рз - р4) · (r1 - rз) =О. 

(7.3.33) 

(7.3.34) 

Ве:ктор, построенный по точ:кам с:крешения, ортогонален обеим прямым. Па
раметры t1 и tз прямых, соответствующие точ:кам с:крещения, определим из 
системы уравнений 

или 

(Р1 - Р2) · ((1 - t1)P1 + tiP2 - {1 - tз)Рз - tзр4) =О, 

(Рз - р4) · ( (1 - ti )р1 + tip2 - (1 - tз)Рз - tзр4) = О 
(7.3.35) 

(7.3.36) 

(р1 - Р2) · (р2 - P1)t1 + (Р1 - Р2) · (Рз - р4)tз = (р1 - Р2) · (Рз - Р1), 
(Рз - р4) · (Р2 - P1)t1 + (Рз - р4) · (Рз - р4)tз = (Рз - Р4) · (Рз - Р1). 

По найденным параметрам найдем точ:ки с:крещения. 

ОртоrоваJIЬноеть ве:кторов. Частным случаем вариационной связи {7.3.28) 
является ортогоиа,л,ъиостъ векторов, построенных по точ:кам Pl, Р2 и р3, р4. 
Данная вариационная связь определяется уравнением 

(р1 - Р2) · (рз - р4) = О. {7.3.37) 

Если на точ:ках построены отрез:ки прямых (7.3.31) и (7.3.32), то уравнение 
(7.3.37) делает эти отрез:ки ортогональными. 

ПараллеJIЬноеть ве:кторов. Вариационная связь, делающая ве:кторы Р1 - Р2 
и р3 - р4 параллельными, определяется ве:кторным уравнением 

(7.3.38) 

Связь (7.3.38) будем называть пара,л,,л,е,л,ъиостъю векторов. Уравнение (7.3.38) 
содержит три с:калярных уравнения 

(у1 - У2Нzз - Z4) =О, (z1 - .z2)(хз - х4) =О, {х1 - х2НУз - у4) =О. 
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7.4. Вариациоввь1е свяаи точев на кривых и поверхностях. 
Выше мы ра~смотрели связи, нанладываемые на существующие в стру:к

турах данных геометричес:ких объентов параметры. Если требуется наложить 
вариационные связи на не:которые значения, :которые отсутствуют в стру:ктур е 

данных геометричес:ких объе:ктов, то можно. ввести в стру:ктуру данных допол
нительные параметры. Например, для описанин дуги о:кружности (2.2.11) в 
стру:ктуре данных не нужны :крайние ее точ:ки, но их можно туда ввести, если 
необходимо на:кладывать на них вариационные свнзи. При этом остальные па
раметры должны пересчитываться в зависимости от положения :крайних точен. 

Вариационные связи можно на:кладывать на точ:ки :кривых и поверхностей, 
:которые отсутствуюr в их стру:ктурах данных. Например, мы хотим задать ли
нейный размер между определенной точной нривой a(t) и определенной точной 
:кривой Ь( w). Пусть для простоты нривыми являются отрез:ки 

a(t) = (1 - t)a1 + ta2, 
b(w) = (1 - w)b1 + wb2, 

а в :качестве точен на них мы возьмем середины отрез:ков. Середины отрез:ков 
определяются параметрами t = to = 1/2, w = wo = 1/2. Будем счцтать, что to 
и wo есть постоянные величины, если не будет объявлено, что они танже явлf!
ются варьируемыми параметрами уравнения. Линейный размер описывается 
уравнением (7.3.1), в :котором теперь·р1 = a(to), Р2 = b(wo). Координаты свя-
зываемых точен Pl = [х1 у1 z1]т и Р2 = [х2 у2 z2]т являются фуннциями ноор
динат точен нривых а1 = [ха1 Yal Zа1]т, а2 = [ха2 Уа2 Zа2]т, Ь1 = [хы УЫ zы]т, 
Ь2 = [хЬ2 уь2 zь2]т. Число варьируемых параметров в данном случае будет 
равно 12. Ими являются :координаты Ха1, Yal, Za1, Ха2, Уа2, Za2, хы, уы, zы, 
хЬ2, Уь2, zь2· В общем случае варьируемыми параметрами будут являться пара
метры из струнтур данных связываемых нривых, ноторыми описываются точ:ки 

Pl = a(to) и Р2 = b(wo). 
Аналогично можно установить размер по одной из :координат (7.3.10) или 

размер вдоль заданного направления (7.3.12) между определенной точной :кри
вой a(t) и определенной точной нривой b(w). Можно связать определенные 
точ:ки :кривых вариационной зависимостью (7.3.14). Можно установить угловой 
размер (7.3.28) между заданными точнами трех геометричес:ких объентов. 

Все сназанное остается в силе, если вместо точен нривых связать опреде
ленные точни поверхностей. Например, описаннь1м образом можно установить 
линейный размер между определенной точной поверхности а( и, v) и определен
ной точкой поверхности b{t, w) или установить угловой размер.между опреде
ленными точ:ками поверхностей а(и, v), b(t, w) и s(x, у). 

Между .точной р и произвольным rеометричес:ким объе:ктом S можно уста
новить вариационную связь, «усаживающую» точ:ку на геометричесний объе:кт. 
Эта связь описывается уравнением 

(7.4.1) 

где Sp проенция точ:ки на геометричес:кий объе:кт. Ве:кторное уравнение 

(7.4.1) содержит три с:калярнь1х уравнения относительно трех параметров -
:координат точни р. Геометричесний объент в процессе решения уравнений 
связей можно считать или неподвижнъIМ, или подвижным, но единым целым. 
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Если требуется, чтобы геометричесний объент после установления вариаци
онных связей не изменял свою форму, то его параметры нужно считать неиз
менными или н уравнениям связи следует добавить уравнения, сохраняющие 
неизменными параметры, определяющие его геометрию. 

7.5. Алrебраичесвие связи 

В уравнения связей (7.3.1), (7.3.12), (7.3.22), (7.3.28) входят величины d 
и а, :которые до сих пор читались :константами. На рис. 7.1.1 размеры свя
заны друг с другом алгебраичесними уравнениями. Для того, чтобы величины 
d и а, могли изменяться, он·и должны танже являться варьируемыми параме
трами. Эти параметры не принадлежат ни наному-либо геометричесному объ
енту, ни наной-либо вариационной связи. Будем называть их свободными па
раметрами. Алгебраичесние уравнения, связывающие свободные параметры, 
будем называть а.л,гебраи'Ческими св.язями. В частном случае алгебраичесние 
связи используются, чтобы сделать равными неснольно параметров различных 
геометричесних объентов. Для этого вводится свободный параметр и совонуп
ность уравнений, приравнивающих требуемые параметры геометричесних объ
ентов введенному свободному параметру. 

В :качестве примера использования алгебраичесних связей рассмотрим два 

линейных размера, один из :которых связывает точни Pl = [х1 У1 z1]T и Р2 = 
= [х2 У2 z2]т, а другой связывает точни Рз = [хз Уз zз]т и р4 = [х4 у4 z4]т. 
Пусть линейные размеры описываются уравнениями 

IP2-P1l=a, 

IРз - Р41 = Ь. 
(7.5.1) 

(7.5.2) 

Пусть значения размеров а и Ь связаны неноторыми алгебраичесними уравне
ниями 

g(a, Ь) =О, 

h(a, Ь) =О. 

(7.5.3) 

(7.5.4) 

Уравнения (7.5.1) и (7.5.2) отличаются от уравнения (7.3.1) тем, что в послед
нем размер d не варьируется, а в уравнениях (7.5.1) и (7.5.2) параметры а и Ь 
являются варьируемыми. На ( r + 1 )-й итерации решения системы уравнений 
изменяются· нан :координаты точен, тан и значения размеров: 

Xi(r+l) = x/r) + Дхi, y/r+l) = y/r) + Дуi, Zi(r+1) = Zi(r) + дzi, 
a<r+l) = a<r) +да, ь<r+l) = ь<r) + дЬ, 

i = 1, 2, 3, 4. 

Свободными могут быть любые параметры уравнений связей, не являющие
ся параметрами геометричесних объентов. В общем случае алrебраичесние урав
нения нельзя выделить из общей системы уравнений связей и решить отдельно, 
тан нан они мог:ут быть связаны друг с другом через уравнения для параметров 

геометричесних объентов. 
Наряду с алгебраичесними уравнениями вариационные связи могут стро

иться .на неравенствах. Например, вместо уравнения (7.5.3) алгебраичесная 
связь может определяться неравенством 

а > Ь. (7.5.5) 
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На :каждой итерации решения системы уравнений неравенство заменяется со
ответствующим уравнением. Неравенство (7.5.5) на :каждой итерации должно 
быть заменено уравнением 

где 

а - Ь = е, 

Е = a(r) - b(r), если a(r) > b(r), 

Е = 0, если a(r) ~ b(r). 

(7.5.6) 

Если на очередной итерации неравенство выполняется:, то оно заменяется: то
ждественным равенством, если неравенство не выполняется:, то оно заменяется 

строrим равенством. Аналогичным образом в процессе численного решения: 
системы уравнений и друтие неравенства заменяются соответствующими ра
венствами. Связи, построенные на неравенствах, будем называть нестроги.ми 
а.л:гебраически.ми св.яз.я.ми. 

7.6. Минимизация изменения параметров 

Идеальным является: случай, когда число уравнений связей равно числу 
варьируемых параметров. Этот идеальный случай реализуется:, когда на задан
ную группу параметров наложено максимально возможное число связей. Если 
делается: попытка наложить связей больше, чем это возможно, то система урав
нений будет переопределена и отвергнет лишние связи. Если число уравнений 
связей меньше числа параметров, то необходимо найти способ дополнить си
стему связей уравнениями. Один из способов - составление дополнительных 
уравнений. 

На примере линейного размера между двумя: точнами показано использова
ние дополнительных уравнений. Возможны ситуации, когда одна и та же группа 
параметров участвует в нескольких связях (например, на одну и ту же группу 
точек наложено несколько размерных зависимостей). Набор дополнительных 
уравнений может быть различным и существенным образом влияет на поведе

ние геометричес:ких объектов. Использование дополнительных уравнений нару
шает равноправие варьируемых параметров и может привести к нежелательным 

последствиям в поведении геометричесних объектов. 

Мы откажемся от использования: дополнительных уравнений. Необходимую 
систему уравнений для: удовлетворения: всех вариационных связей мы полу

чим, наложив не:которое общее для: всей совонупности геометричесних объектов 
условие поведения. Поведение системы параметров мы будем определять нено
торым критерием, описываемым фув:кцией или фун:кционалом. Уравнения: для 
определения параметров мы получим из требования: .миии.му.ма или .максимума 
функции или функционала данного критерия. 

При наложении вариационных связей будем использовать .метод .миними
зации сум.мы квадратов из.меиеиий пара.метров. Рассмотрим его применение 
на примере линейного размера между двумя точками, описываемого уравнением 

(7.3.1). Если ввести дополнительные уравнения: (7.3.2)-(7.3.6), то поведение 
связанных точен будет симметричным, но сама система уравнений имеет не
симметричный вид. :Кроме того, если рассматриваемые точки участвуют еще 
в каких-нибудь связях, то возникает вопрос, какие из дополнительных урав
нений следует оставить, а какие опустить. В большинстве случаев поведение 
такой системы связей теряет симметрию. 

22 - 5293 Голованов 
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Обратим внимание на то, что в варианте дополнительных уравнений (7.3.2)
(7.3.6) суммарное перемещение связанных линейным размером точен является 
минимальным из возможных. Используем это свойство для составления си· 
стемы уравнений. Квадрат суммарного перемещения связанных точен описы
вается фуннцией 

В :координатном представлении эта фуннция имеет вид 

tP = ~ ( (х1 - х1 <0>) 2 + (у1 - YI (о)) 2 + (z1 - z1 (о)) 2+ 

+(х2 - х2(0)) 2 + (у2 - У2(0)) 2 + (z2 - z2(0>)2). (7.6.1) 

Эта фуннция пропорциональна сумме :квадратов изменений всех связанных па
раметров. Аргументами этой фуннции являются те же шесть параметров: х1, 
у1, z1, х2, у2, z2. Потребуем, чтобы сумма :квадратов изменений параметров 
была минимальной. При этом необходимо, чтобы ноординаты точен удовлетво
ряли уравнению связи (7.3.1). Используем метод неопределенных множителей 
Лагранжа для отыс:кания минимума фуннции (7.6.1) при условии (7.3.1). Необ
ходимым условием минимума фуннции (7.6.1) при условии (7.3.1) является ра
венство нулю частных производных по параметрам фуннции 

F = tP + Лf = ~ (IP1 - Pl (о)1 2 + IP2 - Р2<0>1 2) + Л{IР2 - P1I - d) = 

. ~ ((х1 -x1<0J) 2+ (у1 -y1<0J)2+ (z1 -z1(0))2+ (х2 -х2(0)) 2 + (112 -112(0))2+ 

+(z2 - z2C0>)2) + Л ( J(x2 - х1)2 + (у2 - У1) 2 + (z2 - z1)2 - d), (7.6.2) 

где f = IP2 - Pl 1 - d, Л - подлежащий определению множитель. Исномые 
ноординаты точен и множитель Л найдем из системы уравнений 

J(x2 - х1)2 + (у2 - У1) 2 + (z2 - z1)2 - d =О, 

Х1 - Х1 (О) + ).. XI - Х2 = 0, 
IP1 - P2I 

У1 - У1 (О)+).. У1 - У2 = 0, 
IP1 - P2I 

Z1 - z1 (О) + л ZI - z2 = о, 
IP1 - P2I 

х2 - х2<0) + Л х2 - х1 = О, 
IP1 - P2I 

У2 - У2 (о) + Л У2 - Yl = О, 
IP1 - P2f 

z2 - z2 (О) + л z2 - Zt = о. 
IP1 - P2I 

(7.6.3) 



7.6. Минимизация изменения параметров 

Данная система уравнений имеет решение 

d - d(O) 
Х1 = Х1 (О)+ (х1 (О) - Х2(О)) 

2d(O) ' 

d - d(O) 
Yl = Yl (О) + (у1 (О) - У2(О)) 

2d(0) ' 

d - d(O) 
z1 = z1 (О) + ( {z1 (о) - z2<0>) 

2d О) ' 

d - d(O) 
Х2 = Х2(О) + (х2(О) - Х1(О)) 

2d(0) ' 

d - d(O) 
У2 = У2(О) + (у2(о) - Yl (О)) 

2d(O) ' 

(О) d - d(O) ( (О) (О) 
Z2 = Z2 + 2d(O) Z2 - Z1 ), 

d - d(O) 
л = - 2 ' 
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(7.6.4) 

rде d(O) = V(x2(o) - х1 (О)) 2 + (у2(о) - yi (о)) 2 + (z2(o) - z1 (О)) 2 • Можно доказать, 
что найденное решение является точкой минимума функции (7.6.2). Точки пе
реместятся вдоль прямой, проходящей через точки Р1 (О) и р2(О), на одинаковое 
расстояние. В данной постановке задачи точии являются равноправными, а 
уравнения и решение системы уравнений являются симметричными. 

Мы считали, что обе точки моrут перемещаться. Если одна из точек заиреп
лена, то на нее наложена связь (7.2.2) и ее координаты не варьируются. Пусть 
точка Pl закреплена. Тоrда функция (7.6.2) будет иметь вид 

F = ~ IP2 - p2<0J1 2 + Л(IР2 - P1I - d) = 

= ~ ( (х2 - x2<0J)2 + (у2 - y2<0J)2 + (z2 - z2<0J)2) + 

+>. ( /(х2 - х1 (О)) 2 + (у2 - Yl (О))2 + (z2 - z1 <0>)2 - d) . (7.6.5) 

Координаты закрепленной точки в фуницию (7.6.5) не входят. Фуниция (7.6.5) 
достиrает минимума при 

d - d(O) 
Х2 = Х2(О) + (х2(О) - Xl (О)) 

d(O) ' 

d - d(O) 
У2 = У2(О) + d(O) (у2(О) - Yl (О)), 

(7.6.6) 
d - d(O) 

z2 = z2(o) + (z2(o) - z1 (О)) 
d(O) ' 

22* 
А= -(d - d(O)). 
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И в решении (7.6.4), и в решении (7.6.6) свободные точ:ки перемещаются 
вдоль прямой, проходящей через точ:ки Pl и Р2· Требование минимума суммы 
:квадратов варьируемых параметров автоматичес:ки создает симметрию в пове

дении системы. Симметрия присутствует и в системе уравнений. Это свойство 
особенно ценно для сложных связей, в :которых много параметров и все они 
имеют различный геометричесний смысл. На данном примере проиллюстри
рован :критерий, :который мы будем использовать для удовлетворения произ
вольных вариационных связей. 

Сумма :квадратов изменений варьируемых параметров отражает реанцию 
геометричесних объе:ктов с наложенными вариационными связями, на изме
нение :констант в уравнениях связей или на изменения самих объентов. Кри
терий изменения параметров сформулируем следующим образом. Реакция гео
метрических объектов с надожеппыми па пих вариационными св.яз.ями па 
дюбое возмущение доджна быть такой, чтобы сумма квадратов изменений 
варьируемых параметров быда бы минима.11,ьпой. Данный :критерий ставит все 
варьируемые параметры в равные условия. Критерий можно сформулировать 
в виде задачи минимизации неноторой фун:кции или (в общем случае) в виде 
задачи минимизации фун:кционала. Ниже мы рассмотрим обе формулировни 
:критерия поведения rеометричес:ких объентов с наложеннъIМи вариационными 
связями. 

7. 1: Условный знежремум фуннц1m изменения параметров 
Пусть имеется некоторая совокупность вариационных связей, наложенных на п 

параметров х1, х2, ... , Xn геометрических объектов. Пусть эта совокупность связей 
накладывает т уравнений 

!1 (х1, xz, ... , Xn) =О, 

f2(x1, х2, ... , Xn) =О, (7. 7.1) 

на параметры объентов. Связи фиксации здесь учитывать не будем. Фиксированные па
раметры в процессе решения не изменяются, поэтому в других уравнениях свf:IЗей они 

не варьируются и считаются :константами. Если т = n, то все параметры могут быть 
найдены путем решения системы уравнений вариационных связей. Если т < п, то для 
определения параметров нужно составить систему уравнений, в которой число опреде
ляемых параметров было бы равно числу уравнений, и среди уравнений содержались 
бы уравнения (7.7.1). Систему уравнений получим из требования экстремума некото
рой функции параметров, несущей определенный геометрический смысл. Это требо
вание является критерием поведения параметров связей. Для вариационных свf:IЗей, 
управляющих координатами точек и размерными параметрами, критерием поведения 

нам будет служить требование минимума суммы квадратов изменений варьируемых 
параметров, т. е. минимума функции 

где х/0) исходные значения варьируемых параметров. 
На примере линейного размера выше было показано применение этого критерия 

совместно с методом неопределенных множителей Лагранжа. Рассмотрим теоретиче-
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ские основы использованного выmе метода неопределенных множителей Лагранжа для 
нахождения условного минимума или максимума действительной функции нескольких 
переменных параметров. 

Знстремум фушщ;ш1. Пусть неноторое требование, предъявленное к варьируемым 
параметрам Xi, i = 1, 2, ... , п, определяется экстремумом фуннции 

(7. 7.2) 

По определению действительная фунвция (7.7.2) в точне Xi = ai, i = 1, 2, ... , п (вон
нретную совокупность параметров будем называть точной) имеет минимум (максимум), 
если существует такое положительное число о, что при любых дх1, дх2, ... , дхn, удо
влетворяющих неравенствам 

О < J дх1 2 + дх2 2 + ... + дхn 2 < б, 
приращение функции 

дф = ф + (а1 + дх1, а2 + дх2, ... , an + дхп) - ф(а1, а2, ... , an) (7.7.3) 

соответственно больше (меньше) нуля. Будем считать, что фуннция ф в онрестно
сти энстремума имеет непрерывные частные производные до второго порядка включи

тельно. Разложим в ряд Тейлора в окрестности точни Xi = ai, i = 1, 2, ... , п первое 
слагаемое правой части (7.7.3) и получим 

n дф 1 n n а2ф 3 

дф = L -;г:лхi + 2 L L а . ах. лхiдх; + о(дх ), 
i=l х, i=l j=l х, J 

(7.7.4) 

где о(дх3 ) - слагаемые третьего порядка относительно дхi. Слагаемые первого и вто
рого порядка относительно дхi в (7. 7.4) составляют первый dф и второй d2ф диффе
ренциалы фун:кции ф. Дифференцируемая фуннция ф(х1 , х2 , •.. , Хп) в точке Xi = ai, 
i = 1, 2, ... , п имеет минимум или ма:ксимум лишь в том случае, когда ее первый 
дифференциал обращается в этой точке в нуль 

8ф 8ф 8ф 
dф = -

8 
dx1 + -

8 
dx2 + ... + -

8 
dхп = О. 

Х1 Х2 Хп 
(7.7.5) 

Для этого необходимо выполнение равенств 

дф =о дф 
8х2 ' · · · ' дхn = О, (7.7.6) 

при х1 = а1 , х2 = а2, .. . , Хп = an. Выполнение равенств (7.7.6) является необходимым 
условием экстремума. Достаточным условием энстремума фуннции ф(х1, х2, ... , Xn) 
является знакоопределенность второго дифференциала 

(7.7.7) 

при х1 = а1 , х2 = а2 , •.• , Xn = an· Если второй дифференциал (7.7.7) представляет со
бой положительно определенную нвадратичную форму, то функция в рассматриваемой 
точ:ке имеет локальный минимум. Если второй дифференциал (7. 7. 7) есть отрицательно 
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определенная квад_ратичная форма, то функция в рассматриваемой точке имеет локаль
ный максимум. Если второй дИфференциал (7. 7. 7) не является знакоопределенной 
квадратичной формой, то функция в рассматриваемой точке не достигает экстремума. 

Условный акстремум фушщии. Все сказанное об экстремуме функции (7.7.2) спра
ведливо при отсутствии условий (7.7.1). Нас интересует минимум функции (7.7.2), 
аргументы которой удовлетворяют уравнениям связей (7.7.1). Будем говорить, что дей
ствительная функция (7.7.2) в точке Xi = Ьi, i = 1, 2, ... , n имеет условный минимум 
(условный максимум), если существует такая окрестность этой тОЧRи, в пределах кото
рой значение функции в точке Xi = Ьi, i = 1, 2, ... , n является наименьшим (наиболь
шим) среди ее значений во всех точках окрестности, удовлетворяющих уравнениям 
связей ( 7. 7 .1). 

Если уравнения (7.7.1) позволяют выразить любые т параметров через остальные 
n - т в виде функций, например, 

Х1 = 91(xm+l1 Хт+2, · · ., Xn), 

Х2 = 92(Xm+1, Xm+2, · · ., Xn), (7. 7.8) 

то задача об условном экстремуме сведется к задача об обычном экстремуме функ
ции. Для этого подставим равенства (7. 7.8) в (7. 7.2) и найдем безусловный экстремум 
функции 

1/; = 1/;(g1(Xm+1, Xm+2, · · ., Xn), 92(Xm+1, Xm+21 • • ., Xn), • • • 

. · ., Ym(Xm+l, Xm+2, · · ., Xn), Xm+1, Xm+2, • · ., Xn), (7.7.9) 

зависящей от параметров Xn-m+1, Xn-m+2, ... , Xn· 
Установим необходимые условия существования условного экстремума функции 1/;, 

когда невозможно получить выражения (7.7.8). В точке условного экстремума должен 
быть равен нулю первый дИфференциал функции (7.7.5). Но при наличии условий 
(7.7.1) не все дИфференциалы параметров являются независимыми. Дифференциалы 
параметров в точке условного экстремума связаны уравнениями 

(7.7.10) 
............... " ........................ . 
8/т 8/m 8fm . 
-
8 

dx1 + -
8 

dx2 + ... + -
8 

dxn = о. 
Х1 Х2 Xn 

Действительно, если ТОЧКИ Xi = bi И Xi = bi + Дхi, i = 1, 2, ... , n удОВЛеТВОрЯЮТ урав
НеНИЯМ связей, то в пределе Лхi -+ О, i = 1, 2, ... , n разность уравнений (7.7.1) для 
этих точек даст уравнения (7.7.10). Из системы т уравнений (7.7.10) найдем любые 
m дИфференциалов, пусть это будут dx1, dx2, ... , dxm. Для этого необходИмо, чтобы 
якобиан системы уравнений связей был отличен от нуля. Найденные дифференциалы 
подставим в первый дифференциал функции (7.7.5) и получим 

(7.7.11) 
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где через Hm+1, Hm+2, ... , Hn обозначены рациональные функции частных производ
ных 'l/J, /1, /2, ... , fт в точке условного минимума. Дифференциалы dхт+1, dхт+2, ... 
. . . , dxn являются независимыми переменными выражения (7.7.11), поэтому равенство 
нулю первого дифференциала (7.7.11) возможно, когда выполняются равенства 

Hm+l = О, Hm+2 = О, ... , Hn = О. (7.7.12) 

Уравнения (7.7.12) совместно с уравнениями связей (7.7.1) представляюr собой необ
ходимое условие условного экстремума фуннции (7.7.2). 

Метод :множителей Лаrравжа. В описанном выше методе отыскания условного экс
тремума функции параметры х1 , х2, ... , Xn не являлись равноправными. Часть из них 
мы должны были выразить через остальные параметры. В результате система урав
нений для оп_2еделения условного экстремума являлась несимметричной относительно 
параметров. Лагранжем предложен метод, который делает параметры равноправными, 
а уравнения симметричными относительно параметров. Умножим равенства (7.7.10) 
на неопределенные попа постоянные :множители Al, А2 , ••• , Ат и добавим н равенству 
(7.7.5). В результате получим равенство 

8F 8F 8F 
-
8 

dx1 + -
8 

dx2 + ... + -
8 

dxn = о, 
Х1 Х2 Xn 

(7.7.13) 

где 

(7.7.14) 

Функция F называется фун.'кцией Лагранжа. Тан нан параметры х1, х2 , ••• , Xn свя
заны уравнениями связей, то их дифференциалы в (7. 7.13) не являются независимыми. 
Будем считать, что первые m параметров зависят через уравнения связей от осталь
ных n - m параметров. Параметры Хт+1 , Хт+2, .. . , Xn будем считать независимыми. 
Множители А1 , А2 , ••• , Ат выберем тан, чтобы выполнялись равенства 

. . . ' (7.7.15) 

Это можно сделать, решив систему уравнений 

(7.7.16) 

8/1 8/2 8/m 8ф 
>ч-8 +Л2-8 + ... +Лт-8 =--8 

Хт Xm Xm Xm 

относительно множителей ...\.1 , А2 , ..• , Лт. Кан уже было сназано, определитель матрицы 
этой системы линейных алгебраических уравнений должен быть отличен от нуля. При 
выполнении равенств (7.7.15) для выполнения равенства (7.7.13) требуется, чтобы 

дF =О, 
8xm+1 

8F =О, 
8xm+2 

. . . ' (7. 7.17) 
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Объединив равенства (7.7.15), (7.7.17) и уравнения связи (7.7.1), придем и тому, что в 
точие условного эистремума фуниции (7.7.2) должны выполняться n + т равенств 

81/J д/1 д/2 дfт 
-
8 

+А1-8 +А2-8 + ... +Ат-8 =О, 
Х1 Х1 Х1 Х1 

д'lf; д/1 д/2 дfт 
-
8 

+А1-8 +А2-8 + ... Ат-8 =О, 
Х2 Х2 Х2 Х2 

д'lf; д/1 д/2 дfm 
-
8 

+А1-8 +А2-8 + ... +Am-
8 

=О, 
Xn Xn Xn Xn 

(7.7.18) 

!1 (х1, Х2, ... , Xn) = О, 

f2(x1, х2, ... , Xn) =О, 

Эта система уравнений позволяет определить параметры условного экстремума функ
ции 'Ф и множители Лагранжа. Мы видим, что поиси условного экстремума фуниции ф 
привел и уравнениям безусловного эистремума фуниции Лагранжа F. Практически 
метод Лагранжа реализуется следующим образом. Составляется фуниция Лагранжа 
(7.7.14) и для нее находят возможные mо'Чки безусловного экстремума. Для исключе
ния множителей А1 , А2, .. . , Ат привлеиаются уравнения: связей. 

Найденное из системы уравнений (7.7.18) решение может не являться: точной эис
тремума. В точие условного минимума (условного максимума) фуниции 'Ф должны 
выполняться: достаточные условия. При наличии связей эистремумы функций 'Ф и F 
совпадают. Тогда из вышеизложенного следует, что для получения достаточного усло
вия: условного эистремума функции 'Ф к уравнениям (7.7.18) нужно добавить требование 
знаиоопределенности d2 F: 

(7.7.19) 

В фуниции Лагранжа все параметры х1 , х2, ... , Xn можно рассматривать иаи незави-
симые, если ~читать, что множители А1 , А2, ... , Ат определены из уравнений (7.7.16). 

В методе Лагранжа все параметры равноправны, а система уравнений (7. 7 .18) явля
ется симметричной относительно параметров. Кроме того, все необходимые уравнения 
получены из единого требования и поведению параметров. Платой за эту симметрию 
является увеличение числа неизвестных из-за введения неопределенных множителей. 

Фуниция 'lf;(x1, х2,, .. . , Xn) формулирует иритерий поведения: варьируемых параме
тров Х1, х2, .. . , Xn при их переходе из начального состояния в ионечное состояние, если 
изменены ионстанты уравнений связей или сами уравнения. Принятый нами иритерий 
в форме минимума фуниции 

n 

'lf;(x1, х2, .. . , Xn) = ~ L(xi - Xi(0))
2, 

i=l 

(7.7.20) 

где Xi(O} - начальные значения: варьируемых параметров, предъя:вля:ет требование 
наименьшего суммарного изменения параметров, участвующих в связях. Конечные 
значения параметров х1 , х2 , •.• , Xn должны быть найдены из системы уравнений 
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(7.7.18). Система уравнений (7.7.18) при использовании :критерия (7.7.20) примет вид 

(О) 8/1 8/2 8fm _ 
Х1 - Х1 + А1 -

8 
+ А2 -

8 
+ .. · + Ат -

8 
- О, 

Х1 Х1 Х1 

(О) , 8f1 , 8f2 8 f m _ 
Х2 Х2 + л1 

8 
+ л2 

8 
... + Лm 

8 
- О, 

Х2 Х2 Х2 

(О) 8/1 8/2 8fm _ 
Xn - Xn + А1 -

8 
+ А2 -

8 
+ ... + Ат -

8 
- О, 

Xn Xn Xn 

(7.7.21) 

/1(х1, Х2, .. . , Xn) =О, 
f2(x1, х2, .. . , Xn) =О, 

Критерий (7. 7.20) будем использовать при наложении вариационных связей на :коорди
наты точен и на любые другие параметры геометричес:ких объе:ктов. 

7.8: Вариационный метод определения изменений параметров 

Требование минимума суммарного изменения параметров связей приводит :к задаче 
поис:ка условного эистремума не:которой фун:кции. По:кажем, что в более общей поста
новие эта задача является вариационной и сводится :к поисиу э:кстремума не:которого 
фуниционала. 

Функционал. Рассмотрим точ:ку, :координаты :которой участвуют в неиоторых урав
нениях вариационных связей. Представим, что мы изменили или сами вариационные 
уравнения, или неиоторые их параметры. В результате :координаты точии в общем 
случае должны измениться. Пусть иоординаты рассматриваемой точии в начальном 

положении равны хС0>, у<0 >, z(O), а в :конечном положении равны х, у, z. В деиарто
вой системе :координат ивадрат расстояния между начальным и :конечным положением 

точ:ки равен 

Для минимизации перемещения точ:ки в де:картовой системе иоординат можно потре
бовать условного минимума фун:кции ф. В результате мы придем и системе уравнений 
(7. 7.21), из иоторой определим :координаты рассматриваемой точ:ки в ионечном поло
жении. 

В :криволинейной системе :координат ивадрат расстояния между бес:конечно близ
иими положениями рассматриваемой точ:ки определяется формулой 

(ds)2 = g11 (dx) 2 + g22 (dy) 2 + g33 (dz) 2 + 2g12 dx dy + 2g23 dy dz + 2g13 dx dz. 

где gij = gij (х, у, z) - :ковариантные иомпоненты (1.10.5) метричес:кого тензора. Пусть 
:каждая :координата является фуницией не:которого параметра t. Тогда фун:кции x(t), 
y(t), z(t) будут описывать :кривую, вдоль :которой осуществляется перемещение точ:ки. 
Величина 

ds _ dx dy dz 
2 

dx _JJ_ 
2 

_JJ_ ~ ( )2 ( )2 ( )2 ( )2 d d d 
dt - g11 dt + g22 dt + gзз dt + g12 dt dt + g23 dt dt 2 

dxdz 
g13 dt dt 
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равна нвадрату первой производной этой привой. Рассмотрим интеграл 

где t параметр траентории перемещения точ:ки. Для минимизации перемещения 
точни в криволинейной системе но ординат потребуем минимума интеграла Ф. В этом 
интеграле ноординаты точни считаюхся фуннциями некоторого параметра t. Для на
чального значения параметра ноординаты принимают начальные значения: x(tmin) = 
= х(О), y(tmin) = у(О), z(tmin) = z(O). Конечные значения ноординат x(tmax) = х, 
y(tmax) ==у, z(tmax) = z являются исномыми. Они должны удовлетворять уравнениям 
вариационных связей. Значение интеграла Ф зависит от фуннций x(t), y(t), z(t). По
добные интегралы называются функv/ионала.ми. Таним образом, требование минимума 
суммы нвадратов изменения параметров в более общей постановке сводится к поисну 
минимума неноторого фуннционала. Если варьируемым точкам приписать неноторую 
массу а параметр t считать временем, то принцип минимума суммы нвадратов измене
ния параметров будет аналогичен принципу наименьшего действия в форме Гамильтона 
для движения механичесной системы. 

В декартовой прямоугольной системе ноординат интеграл Ф для одной точни опре
деляется формулой 

Фуннционал представляет собой переменную величину, значение которой зависит 
от выбора одной или нескольких варьируемых функций. Параметры связей в этом 
функционале выступают в роли варьируемых фуннций. Начальные значения этих 
функций известны, а нонечные значения должны удовлетворять уравнениям связей. 
Переход параметров из начального состояния в конечное состояние должен минимизи
ровать некоторый фуннционал, выступающий в роли критерия таного перехода. На
пример, требование минимума суммы нвадратов перемещения точен (7.6.1) заменим 
общим требованием минимума фуннционала 

Ф = ~ tjmax((dx1 )
2 (dy1 )

2 (dz1 )
2 (dx2 )

2 (dy2 )
2 (dz2) 2 )dt 

2 dt + dt + dt + dt + dt + dt ' 
tmin 

(7.8.1) 

где х1 , у1 , z1 , х2, у2 , z2 координаты точен Р1 и Р2, соответственно. Функцио
нал записан в денартовой прямоугольной системе но ординат. Координаты точен мы 
представили нан фуннции параметра t, которому можно приписать смысл параметра 
траекторий перехода точен из исходного состояния в новое состояние при изменении 

констант уравнений связей. Начальное tmin и нонечное tmax значения параметра t бу
дем считать известными. Для определенности положим tmin =О, tmax = 1. Отличие 
вариационной постановки (7.8.1) данной задачи от задачи в постановке (7.6.1) заключа
ется в следующем. Функция (7.6.1) предполагает, что точни перемещаются по прямой 
линии, а в фуннционале (7 .8.1) таное предположение отсутствует, и перемещение точек 
может быть произвольным. Фуннция (7.6.1) не зависит от пути изменения параметров, 
тогда нак функционал (7.8.1) зависит от траентории перехода параметров из начального 
состояния в конечное состояние. Начальное положение точен нам известно. В своем 
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:конечном положении :координаты точек должны удовлетворять уравнениям связи. Ва
риационная постановка дает больше свободы в выборе :критерия перехода параметров 
из начального состояния в :конечное состояние. Мы увидим, что в денартовой системе 
воординат условный эвстремум фуннции (7.6.1) и условный энстремум функционала 
(7.8.1) приводRт :к одной и той же системе уравнений. В вриволинейной системе :коор
динат это не так. Рассмотрим метод вариаций в общем случае. 

Вариация функционала. Пусть невоторое требование, предъявленное :к варьируемым 
фунвциям х1 (t), x2(t), ... , Xn(t), определяется экстремумом фунвционала вида 

1 

! ( dx1 dx2 dxn) 
Ф= h t,x1,X2, ... ,Xn, dt' dt'''''-;ft dt. (7.8.2) 

о 

Фуннцию h(t, х1,х2, .. . , Xn, х1', х2', .. . , Xn') будем считать дифференцируемой необ
ходимое число раз по t, по важдой функции х1 (t), x2(t), ... , Xn (t), и по :каждой первой 
производной x1'(t), x2'(t), ... , Xn'(t) каждой фуннции по параметру t. В фуннцио
нале (7.8.2) х1 , х2 , ••• , Xn выступаюr в роли варьируемых фунвций некоторого па
раметра t. Параметром t может служить общий параметр траенторий, описывающих 
изменение фуннций х1, х2, ... , Xn. Областью изменения параметра t нами выбран от
резов О ~ t ~ 1. Значение фуннционала Ф зависит от фунвций х1 (t), x2(t), ... , Xn(t). 
Предположим, что энстремум фуннционала достигается на дважды дифференцируемых 

фуннциях Х1 (t), x2(t), ... , Xn(t). 
Возьмем совокупность близних :к ним фуннций Xi(t) + дxi(t), i = 1, 2, ... , п и 

представим их в виде 

xi(t, а) = xi(t) + aдxi(t), О~ а~ 1, i = 1, 2, ... , п. (7.8.3) 

Величины дxi(t) называются вариациями соответствующих фуннций. Эти фунвции 
можно дифференцировать по параметру t: 

d(дxi(t)) = r ·' = r (dxi) 
dt uXi - и dt ' 

d2(дxi(t)) =д ·"=д(d2xi) 
dt2 Xi - dt2 ' 

. . . ' i = 1, 2, ... , п . 

Подставим (7.8.3) в (7.8.2) и получим новое значение фуннционала Ф(а). По пред
положению эта фуннция достигает энстремума при а = О. Необходимым условием 
энстремума фуннции Ф(а) является равенство нулю ее первой производной Ф'(О) =О. 
Величина Ф'(О) называется вариацией функционала и обозначается через дФ. Найдем 
производную фуннции Ф(а:) по а: нан производную сложной фунвции и положим в ней 
а= О. В результате получим 

dФ(а:) 

da 

1 

а=О 

= J ( h1 бх1 + h2 бх2 + ... + hn.SXn + li1(1).5х1 1 + 1•2(1) .5х2 1 + ... + hn(l) .Sxn 1) dt, ( 7 .8.4) 
о 
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где 

h _ 8h(t, Х1, Х2, .. . , Xn, Х1 1 , Х2 1 , ••• , Xn
1

) 

1- а~ , 
h _ дh(t, Х1, х2, .. . , Xn, Х1 1 , Х2 1 , •• • , Xn') 

2- ~2 ' 

h _ 8h(t, Х1, Х2, ... , Xn, Х1 1 , Х2 1 , ••• , Xn
1

) 

п- ~n ' 

h _ 8h(t, Х1, Х2, .. . , Xn 7 Х1
1 , Х2 1 , •• • , Xn

1
) 

l{l) - 8( dx1 / dt) ' 

h _ 8h(t, Х1, Х2, ... , Xn, Х1 1 , Х2 1 1 ••• , Xn
1

) 

2
(
1

) - 8(dx2/dt) ' 

h - дh(t, Х1' х2, ... , Хщ Х1,' х2'' ... , Xn') 
n{l) - д(dxn/dt) 

Таким образом, необходимым условием экстремума функционала я:вля:ется: равенство 
нулю его вариации, что выражается: формулой 

1 

J (h1бХ1 + hzбx2 + ... + hnбXn + h1щбх1 1 + h2(1)бх2' + ... + hn(l)бxn') dt =О. (7.8.5) 
о 

Проинтегрируем по частям вторую половину слагаемых в (7.8.5) 

i = 1, 2, ... , n. 

В результате получим, что необходимое условие экстремума функционала (7.8.2) выра
жается: равенством 

(7.8.6) 

УравнеШIЯ Зйлера. Если функции Х1, х2, ... , Xn при вариации не изменяют свои 
значения: в начальных и конечных точках, т. е. если Jxi(tmin) = Jxi(O) =О и Jxi(tmax) = 
= Jxi(l) =О, то все слагаемые 

n 1 

L hi(1)8xi \ =О, i = 1, 2, ... , n. 
. 1 о 
i= 

(7.8. 7) 
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Это означает, что функции х1 (t), .x2(t), ... , Xn(t) и все их вариации проходят через 
фиксированные граничные точки. При этих условиях для выполнения равенства (7 .8.6) 
необходимо выполнение равенств 

dh1(1) 
h1 - =о, 

dt 
dh2{1} 

h2 - dt =о, (7.8.8) 

dhn(l) -
hп - dt - О, 

так как вариации t5xi произвольны и в общем случае не равны нулю. Дифференциаль
ные уравнения (7.8.8) называются уравнения.ми Эйлера. После дифференцирования 
по параметру t как сложной функции каждое из равенств (7.8.8) примет вид 

h· _ дhi(l} _ ~ дhi(l) dXj _ ~ дhi(l) d
2

Xj =О, 2 
i дt L,.,; дх' dt L,.,; дх ·' dt2 i = l, ' ... , п, 

j=l J j=l J 

или 

(7.8.9) 

i = 1, 2, ... , п. 

Проинтегрировав систему (7 .8.8), получим общее решение для экстремалей, каждая 
из которых содержит по две константы. :Константы могут быть найдены из гранич-

ных условий t5xil~= О. Заметим, что система (7.8.8) не всегда имеет решение, а если 
решение существует, то оно может быть не единственным или не удовлетворять до
статочным условиям экстремума. Для функционала (7.8.1) уравнения (7.8.9) примут 
более простой вид: 

d
2
xi = 0 

dt2 ' 

d2zi = 0 
dt2 ' 

i = 1, 2. (7.8.10) 

Решением системы (7.8.10) являются линейные функции Xi(t) == Coxi + C1xit, Yi(t) = 
= Coyi + C1yit, zi(t) = Cozi + C1zit. :Константы Coxi, C1xi, Coyi, C1yi, Cozi и C1zi 
должны быть найдены из краевых условий (7 .8. 7). 

В функционале (7.8.2) функция h зависит от х1 , х2 , ••• , Xn, и их первых производ
ных х1 ', х2 ', ••• , Xn' по t. В общем случае функция h может зависеть от производных 
более высокого порядка. Рассмотрим функционал вида 

1 

ф(h) Jh( {1) (1) (1) == t,x1,X2, ... ,Xn,X1 ,х2 , ... ,Xn , 

о 

(2) (2) (2) (k) (k} (k})d Х1 ,Х2 ' .. . ,Xn ' .. . ,Х1 ,х2 ' .. . ,Xn t, (7.8.11) 
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где х1 (k), х2 (k), ••• , Xn (k) - производные k-го порядна варьируемых фуннций х1, х2 , ... 
. . . , Xn по параметру t. Подставим вариации (7.8.З) фуннций и их производные в 
(7.8.11), найдем производную Ф'(а) при а = О и приравняем ее нулю. В результате 
получим, что необходимое условие энстремума фуннционала (7.8.11) выражается равен
ством 

1 n J ~(h;бх; + h;(l)бx;(l) + h;(2)Jx/2> + ... + ht(k)JxP>) dt =О. 
о i=l 

(7.8.12) 

где 

h· _ {)h(t, Х1, Х2, "., Xn, X1{l), X2(l), ... , Xn{l), ... , Xl(k), X2(k), ... , Xn(k)) 
i - д ' Xi 

h· = дh(t, х1, х2, ... , Xn, х1<1), х2< 1 >, ... , Xn(l),. ", x1(k}, x2(k), ... , Xn(k)) 
i(m) д(dmxi/dtm) . ' 

i = 1, 2, ... , п, т = 1, 2, ... , k. 

Проинтегрируем k раз по частям слагаемые, в ноторые входят k-e производные вариа
ций бxi(k) 

1 1 1 

Jh· бх·(k) dt = h· бx·(k-l),1 _ dhi(k) бх·(k-2) + d2hi(k) бх·(k-3) 
. i{k) i i(k) i о dt i о dt2 i о 

о 

dk-lh 1 1 dkh 
k-1 i(k) k ! i(k) ... + (-1) dtk-l бхi + (-1) dtk бxidt, i = 1, 2, ... , п. (7.8.13) 

о о 

В результате получим, что необходимое условие энстремума фуннционала (7.8.11) вы
ражается равенством 

~{ r (k-1) 1
1 

( dhi(k)) r (k-2) 
1 

L,_; hi(k)UXi + hi(k-1) - UXi + 
i=l О dt О 

(h 
dhi(k-1) d2 hi(k)) r (k-3) 

1 

+ i(k-2) - dt + df;2 UXi О + • •. 

( 
dhi(2) k-1 dk-1 hi(k)) 1} 

". + hi(l} - dt +." + (-1) dtk-1 бхi о + 

1 

n ! ( dh d
2 
h dk h ) + ~ hi - ~il) + dtd2) + ... + (-l)k dt~k) бхi dt =О, 

i=l о 

(7.8.14) 

i = 1, 2, ... , п. 
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Если фуниции х1, х2, .. . , Xn и их производные до (k-1)-го порядна вилючительно при 
вариации не изменяют свои значения в начальных и ионечных точиах, то 

h . л .(m-1) 11 - dhi(m) л .(m-2) 1 + d2hi(m) л .(m-3) 1 
i(m)UXi О dt UXi О dt2 UXi О 

dm-lh 1 
... + {-l)m-l i(m) OXi =О, 

dtm-1 О 
т = 1, 2, ... , k, i = 1, 2, ... , п. (7.8.15) 

При этих условиях энстремали фуннционала (7.8.11) должны удовлетворять уравне-
ни ям 

h - dhц1) + d2h1(2) + + (-l)k dk h1(k) 
1 dt dt2 ". dtk =о, 

h - dh2{1) + d2h2(2) + + (-l)k dk h2(k) 
2 dt dt2 . . . dtk =о, (7.8.16) 

............................................... " 

h _ dhn(1) + d2 hп(2) + + (-l)k dk hn(k) ==О 
n dt dt2 · · · dtk ' 

таи наи вариации бхi произвольны и в общем случае не равны нулю. Дифференциаль
ные уравнения системы (7.8.16) имеют порядон 2k и называются уравненu.ями Эй.1tера
Пуассона. Общее решение для иаждой варьируемой фуннции, если оно существует, 
содержит 2k произвольных постоянных, иоторые могут быть определены из условий на 
границах фуннций 

. . . ' i = 1, 2, ... , п . 

Подвижные границь1. При выводе уравнений Эйлера предполагалось, что значения 
фуннций x1(t), x2(t), ... , Xn(t) в ирайних точиах не изменяются при варьировании этих 
фуниций. В решаемых нами задачах известны тольно значения фуннций на одной гра-

нице - значения x1(t), x2(t), ... , Xn(t) при t = tmin = О. Значения фуниций x1(t), 
x2(t), ... , Xn(t) при t = tmax = 1 являются исиомыми. Рассмотрим задачу определе
ния эистремума фуннционала (7.8.2) при заданных начальных значениях варьируемых 
фуниций и при условии, что нонечные значения варьируемых фуннций х1 , х2, ... , Xn 
удовлетворяют т уравнениям связей 

f1(x1, Х2, • •• , Xn)Jt=1= О, 

f2(x1, Х2, ••• , Xn)jt=1= О, 
......................... 

(7.8.17) 

Данная задача называется задачей с подвижными грани'Чными mо'Чками. В таиой 
постановие варьируемые фуннции получают большую свободу, чем в предыдущей поста
новне. Если на наной-либо совонупности фуниций достигается эистремум в задаче с по
движными граничными точнами, то энстремум должен достигаться и по отношению R 
нлассу фуннций, имеющих те же граничные точни. Следовательно, фуннции, реализую
щие эистремум фуниционала с подвижными границами, должны являться решением 
системы дифференциальных уравнений Эйлера (7.8.8). Общее решение уравнений Эй
лера содержат 2п произвольных постоянных. Произвольные постоянные выбираются 
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таиими, чтобы обеспечить выполнение равенств (7 .8. 7). Половина из них может быть 
определена из условия, что при t =О вариации исиомых фуниций равны нулю: 

(7.8.18) 

С учетом равенств (7.8.18) и уравнений Эйлера (7.8.8) необходимое условие (7.8.6) энс
тремума фуниционала (7.8.2) сведется н равенству 

(7.8.19) 

Если все вариации исиомых фуниций в ионечной точие являются независимыми и) 
соответственно, могут быть отличны от нуля, то для выполнения необходимого условиR 
эист:µемума фуниционала должны быть справедливы равенства 

д(/h/ ) =О, i = 1, 2, .. " n. 
Xi dt t=l 

(7.8.20) 

Эти условия назьmаются естественными граничными условиями. Их принимают в 
отсутствие уравнений связей. При наличии уравнений связей (7.8.17) не все вариации 
фуниции бх1 , бх2, ... , бхn при t = 1 являются независимыми, таи нан они связаны 
уравнениями 

(7.8.21) 

вытеиающими из уравнений связи (7.8.17). Действительно, если точни Xi = bi и 
Xi = bi +а(бхi), i = 1, 2, ... , п, удовлетворяют уравнениям связей, то в пределе а~ О, 
i = 1, 2, ... , п, разность уравнений (7.8.17) для этих точен даст уравнения (7.8.21). 
Независимыми являются тольио п - т вариаций бхi. Можно найти т вариаций бхi, 
i = 1, 2, ... , т И3 системы уравнений (7.8.21), подставить их в (7.8.19) и приравнять 
нулю иоэффициенты при остальных вариациях бхi, i = т + 1, т + 2, ... , n. Но можно 
использовать метод неопределенных иоэффициентов Лагранжа, иоторый делает варьи
руемые фуннции равноправными. Умножим равенства (7.8.21) на неопределенные поиа 
постоянные множители Л1 , Л2, ... , Лm соответственно и добавим их и равенству (7.8.19). 
В результате получим, что для выполнения равенства (7.8.6) требуется выполнение ра
венств 

i = 1, 2, ... , п, (7.8.22) 

в ионечном состоянии варьируемых фуннпий. Эти равенства называются общими 
условиями трансверсальности. Совместно с уравнениями связей (7.8.17) уравнения 
(7.8.22) представляют систему n+m уравнений относительно xilt=l' i = 1, 2, ... , n, и 
Л1 , Л2 , ••• , Лm. Они позволяют найти вторую половину произвольных постоянных в 
общем решении уравнений Эйлера. 
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В результате мы получили, что необходимое условие энстремума фуннционала 
(7.8.2) с условиями (7.8.17) на границе, требует выполнения уравнений Эйлера (7.8.8), 
равенств нулю вариаций начального положения (7.8.18), выполнения условий транс
версальности (7.8.22) и уравнений связей (7.8.17) в конечном состоянии варьируемых 
функций (при t = 1). Другими словами, при известных начальных условиях и извест
ных уравненияк связей для конечных значений варьируемых функций необходимое 

условие энстремума функционала Ф(h) на функциях x1(t), x2(t), ... , xn(t), удовлетво
ряющих уравнениям Эйлера, сводится к выполнению системы уравнений 

=О, 
t=l 

......................................... " .............. . 

( 
дh д/1 д/2 дfm) 

д(dxn/dt) + Л1 дхn + Л2 дхn + · · · + Лm дхn t=l =О, 

f1(X1, Х2,. • ., Xn)/t=1= 0, 

/2 (х1' Х2' ... , Xn) lt=l = О, 
........................... 

(7.8.23) 

Эта система и ее решение симметричны относительно исномы:Х: фуннций. Фуннционал 
Ф(h) формулирует критерий поведения варьируемых фуннций х1 (t), x 2 (t), ... , Xn(t) 
при их переходе из начального состояния в состояние, удовлетворяющее наложенным 

на них вариационным связям (7.8.17). 
Свяаь е вкетремумом функции. Для принятого нами критерия поведения функций 

x1(t), x2 (t), ... , Xn(t) потребуем наименьшей суммы квадратов изменений фуНRций, 
которую мы опишем интегралом 

t n 2 

ф = !f L (dxi) dt. 
2 . dt 

о •=1 
(7.8.24) 

Подинтегральная функция в данном случае равна половине суммы квадратов произ
водных 

(7.8.25) 

В соответствии с (7.8.9) и (7.8.18) общее решение системы уравнений Эйлера для функ
ции (7.8.25) имеет линейный вид 

Xi(t) = txi + (1 - t)xi(o), i = 1, 2, ... , n, (7.8.26) 

где х/0> = xi(O) - начальные значения функций, Xt. = Xi(l) искомые нонечные зна
чения варьируемых функций. Пусть функции x1{t), x2(t), ... , xn(t) при t·= 1 должны 
удовnетворять уравнениям свяаей (7.8.17). Rонечные значения фуннций должны быть 
найдены из системы· уравнений (7.8.23), которая после подстановни (7.8.26) в фуннцию 

23 - 5293 Голованов 
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(7.8.25) примет вид 

. " ............................................... . 
(О) , дf1 д/2 дfm _ 

Xn - Xn + л1 -
8 

+ А2 -
8 

+ ... + Am -
8 

- О, 
Xn Xn Xn 

(7.8.27) 

/1(х1, Х2, ... , Xn) =О, 
f2(x1, Х2, ... , Xn) =О, 

Эта система совпадает с системой (7. 7.21). Таним образом, :критерии (7. 7.20) и (7.8.24) 
э:квивалентны, та:к :ка:к при одних и тех же уравнениях связей приводят н одина:ковому 
необходимому условию э:кстремума. 

Вариационная постанов:ка задачи учитывает не толь:ко изменение варьируемых 
фун:кций, но и способ этого изменения. Это играет роль в :криволинейных :координа
тах. Вариационная постанов:ка задача позволяет получить :критерий минимума суммы 
:квадратов изменений варьируемых фун:кций в :криволинейных :координатах. Для двух
мерных точе:к на :криволинейной поверхности, :когда :координаты точен являются пара
метрами поверхности, необходимо использовать вариационную постанов:ку задачи, та:к 
нан в общем случае на поверхности невозможно построить двухмерную прямоугольную 
декартову систему ноординат для ее параметров. 

7.9.*Геодезичеевие линии 

В прямоугольной де:картовой системе ноординат :кратчайшая линия, соединяющая 
две точни пространства, описывается линейной фун:кцией. Если используется :криволи
нейная система :координат, то :кратчайшая линия, соединяющая две точни простран
ства, будет в общем случае описываться нелинейной фун:кцией. Если пространство не 
является евнлидовым, то эта линия не является прямой. Кратчайшая линия, соеди
няющая две точ:ки пространства, называется .ееодеэиrческой .л.ииией. На геодезичес:кой 
линии величина J ds, где ds дифференциал длины дуги геодезичесной, принимает 
э:кстремальное значение. Уравнения геодезичес:кой линии можно найти из равенства 

нулю. вариации б (J ds) ее длины дуги. Мы получим уравнения геодезичесной линии 
из равенства нулю вариации фуннционала 

(7.9.1) 

Пусть u 1, u 2 , u 3 :криволинейные :координаты в трехмерном пространстве. Криволи
нейные но ординаты в силу их поведения при преобразованиях :координат должны иметь 
верхний индене. Рассмотрим поведение точ:ки, :координаты :которой являются варьи
руемыми параметрами связей, в :криволинейной системе :координат. Пусть в исходном 

состоянии рассматриваемая точ:ка имела координаты ui = ui(o), i = 1, 2, 3. После 
изменения уравнений сJ:Jязей или :констант в уравнениях связей она займет новое по

ложение в пространстве. Проведем произвольную линию ui(t) из исходного положения 
рассматриваемой точни. в ее. нщюе положение. Пусть при t = О линия проходцт через 
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исходную точ:ку с :координатами ui = uЧ0>, а при t = 1 линия проходит через новое 
положение точ:ки. Найдем уравнения линии, для :которой фун:кционал (7.9.1) прини-
мает минимальное значение. В декартовой прямоугольной системе координат u1 = х, 
u2 =у, u3 = z, а функционал (7.9.1) имеет вид 

В криволинейной системе координат u1 , и2 , u3 аналогичный фун:кционал получим, 
подставив (1.10.5) в (7.9.1), 

(7.9.2) 

где gij ковариантные компоненты метрического тензора. В (7.9.2) используется со
глашение о суммировании по повторяющимся верхним и нижним индексам. Пусть 

функции u1 (t), u 2 (t), u3 (t) дифференцируемы требуемое число раз. Возьмем совокуп
ность близ:ких к ним функций ui(t) + бui(t), i:::::: 1, 2, 3, где величины бui(t) называ
ются вариациями соответствующих функций. Эти функции можно дифференцировать 
по параметру t 

Символ б обозначает переход из ка:кой-нибудь точки искомой линии в тачку не:которой 
другой кривой, :которой соответствует то же значение параметра t. Вариация функцио
нала (7.9.1) выражается формулой 

где использовалась симметрия метричес:кого тензора gij 
частям вторую половину слагаемых в (7.9.3) и получим 

(7.9.3) 

gji· Проинтегрируем по 

1
1 

dui (duj) dui . 
1 11 

d(gij(dui/dt)) · 
g . -б - dt = g .. -бu1 - би1 dt = 
ij dt dt f,J dt dt 

о . о о 

(7.9.4) 

23* 
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· 1 l В силу равенства нулю вариаций 8uJ 0= О в концевых точках вариация функционала 
(7.9.1) выразится формулой 

1 

8Ф = 1 ! (дgij dui dui - 28gik dui dum - 2 . d2ui) 8 k d 
2 дuk dt dt аuт dt dt g,k dt2 и t. (7.9.5) 

о 

Необходимое условие экстремума функционала выражается равенством нулю его ва
риации. Отсюда в силу произвольности выбора 8uk следует, что функционал (7.9.1) 
достигает экстремума на кривых ui(t), i = 1, 2, 3, удовлетворяющих дифференциаль
ным уравнениям 

(7.9.6) 

Изменим обозначения индексов (индексы, по которым вьmолняется суммирование, мы 
имеем право обозначать любыми буквами) и преобразуем первое и второе слагаемые в 
левой части равенства (7.9.6) следующим образом: 

дgij dui duj 
2 
дgik dui dum _ ----- - ------ -

диk dt dt aum dt dt -

_ дgij dui dui дgik dui dum дgik dui dum _ - ---- - ------ - ----- -
- диk dt dt аu,т dt dt аит dt dt 

_ дgii dui dui дgik dui dui дgjk dui dui _ 
= диk dt dt - диJ dt dt - диi dt dt -

= (дgij _ дgik _ дgjk) dui dui = _2Г·. dui dui 
диk диi дui dt dt '1' k dt dt ' 

1 (дgik дgjk дgij) ( 
где Гij,k = 

2 
диi + диi - диk - символы Кристоффеля 1-го рода 1.10.16). 

С учетом полученного вариация функционала (7.9.1) будет равна нулю при выполне
нии равенства 

(7.9.7) 

Умножив равенства (7.9. 7) на ffk, выполнив суммирование и используя свойство 
ffkgmk = 8mr, где 8kr - символы Кронекера (1.10.7), получим 

rJlur dui dui 
dt2 + Гt.Jr dt dt =О. (7.9.8) 

где Гijr - символы Кристоффеля 2-го рода (1.10.19). Таким образом, г~одезические 
линии должны удовлетворять уравнениям (7.9.8). Эти уравнения представляют собой 
уравнения Эйлера (7.8.8) для частного случая функционала (7.9.1), но в общем случае 
криволинейных координат. Геодезические линии являются кротчайшими линиями, 
соединяющими две заданные точни. В евклидовом пространстве кротчайшей линией 
mшя~ся прямая линия. Если n евклидовом пространстве мы построим нриволинейную 
систему координат\ то прямые линии в этой системе координат будут описываться 
уравнениями (7.9.8J. 
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В частном случае деварТОВЫХ прямоугольных 1\ООрдинат Г ij r = 0 И уравнениями 
геодезичесвих линий являются интегралы уравнений d2ur /dt2 = О, воторые совпа
дают с линейными фунвциflми (7.8.26). Тавим образом, если мы описываем геоме
тричесвие объевты в вриволинейной системе воординат, то мы должны пользоватьсfl 
вариационным вритерием их поведения. Например, мы строим вариационные ~вязи 
для двухмерных точев на поверхности, воординатами которых являютсfl параметры 

и и v поверхности. В этом случае для воординат двухмерных точек Pt. = [ui vi]т., 
i = 1, 2, ... , n, следует использовать вариационный критерий минимума фуНl\ционала 

(7.9.9) 

с подвижными границами, удовлеI'воряющими уравнениflм связей 

/1(и1, V1, u2, V2, ... , Un, Vn) =О, 
/2(и1, V1, U2, V2, ... , Un, Vn) =О, (7.9.10) 

при t = 1. Необходимыми условиями минимума фунвционала (7.9.9) flBлfleтcя вы
полнение уравнений (7.9.8) длfl воординат точев. Точl\И на поверхности при измене
нии параметров вариационных связей будут двигаться по геодезичесвим линиям ·по
верхности. 

7.10. Вариационные связи двухмерных точен 

Применим метод минимизации изменений связанных параметров для ва
риационных связей двухмерных rеометричесвих объемов в девартовой пря
моугольной системе воординат. Применение метода минимизации изменений 
связанных параметров длFI вариационных СВflзей трехмерных геометричесвих 

объевтов аналогично тому, что будет изложено ниже. Уравнениfl свFiзей для 
трехмерных rеометричесних объевтов приведены выше и мы не будем повто
ряться. Варьируемые параметры трехмерных rеометричесвих объевтов посред
ством свободных параметров могут быть·~свflзаны с двухмерными геометриче
свими объевтами. 

Двухмерные геометричесвие объевты используютсf! длfl построениА: про
странственных геометричесвих объевтов. Многие тела строятся на основе плос
вих вонтуров путем выдавливания, вращения, движения вдоль заданной линии, 

плавного соединения несвольвих плосвих вонтуров. Плосвие вривые и вонтуры 
строятся на двухмерных линиях. Для того чтобы перестроить пространствен
ный объевт, требуется перестроить двухмерный объевт. Большие возможности 
в этом случае дают вариационные СВflзи, делающие зависимыми параметры из 

струвтур данных геометричесвих объентов. 
Длfl двухмерных объентов многие уравнения вариационных свf!зей имеют 

тот же вевторный вид, что и длfl пространственных объевтов. Отличие от вы.:. 
шеизложенного состоит в том, что двухмерНlil:е точви и вевторы имеют. вqero 

две воординаты и, соответственно, важдая вариационная связь будет содерщ.атъ 
меньшее число параметров. Рассмотрим некоторые двухмерные вариац:ионные 
СВflЗИ. 
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Для фи:ксации с:калF.Iрных параметров, например, радиуса о:кружности или 
угла дуги о:кружности, используются: фиксирующие св.язи типа (7.2.1). Для 
за:крепления двухмерной точ:ки применяется ве:кторное уравнение (7.2.2), со
стоящее из двух с:калярных уравнений (7.2.3). 

Размер вдоль ноордииаты. Размер вдо.л,ь одной координаты между двухмер
ными точ:ками р1 = [х1 У1]т и Р2 = [х2 У2]т описывается одним из уравнений 

Х2 - Х1 - d = о, или У2 - Yl - d = о, (7.10.1) 

где d требуемый размер. Пусть до постанов:ки размера положение точе:к опи
сывалось радиус-ве:кторами р1 (О) = [х1 (О) У1 (О)]Т и р2 {О) = [х2(О) у2{О)]Т. Для 
того, чтобы поведение точеR при установRИ размера было симметричным, по
требуем, чтобы сумма :квадратов перемещений связанных точе:к 

'Ф = ~ (IP1 - Р1 <0
>1

2 + /Р2 - Р2<0>12) = 

= ~ ( (х1 - х1 (О)) 2 + (у1 - У1 (О))2 + (х2 - х2<0>) 2 + (у2 - у2<0>) 2) (7.10.2) 

была минимальной. Для определенности будем считать, что размер поставлен 
вдоль :координат х. Необходимым условием мини;мума фун:кции (7.10.2) при 
условии (7.10.1) является равенство нулю частных производных по параметрам 
Х1, У1, Х2, У2, А фуН:КЦИИ 

F = 'Ф + Л/ = ~ ( (х1 - х1 (О)) 2 + (У1 - Yl (О)) 2 + (х2 - х2<0>) 2 + (у2 - У2(О)) 2) + 
+ Л(х2 - х1 - d). (7.10.3) 

Ис:комые :координаты точе:к и параметр Л найдем из системы уравнений 

Х2 - Xl = d, 
Х1 - Х1 (О) - л = о, У1 - Yl (О) = о, (7.10.4) 

х2 - х2(о) + Л = О, У2 - У2(о) = О. 
Данная система уравнений имеет решение 

I 
х1 = 

2 
(х2(О) + х1 (о) - d), У1 = У1 (О), 

1 
х2 = 

2 
(х2<0) + х1 {о) + d), У2 = У2{о), (7.10.5) 

1 
Л = 

2 
(х2(О) - Х1 (О) - d). 

Можно до:казать, что найденное решение является точ:кой минимума фун:кции 
(7.10.2). Перемещение точе:к производится вдоль :координаты х. В данной поста
нов:ке задачи точни являются равноправными. Уравнения системы и ее реше
ние являются симметричными без использования :ка:ких-либо дополнительных 
~эграничений относительно поведения системы точе:к. 
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Если одна из точен занреплена, то на нее наложена связь (7.2.2) и ее иоор
динаты не варьируются. Пусть точна р2 занреплена. Тогда система будет иметь 
решение 

Х1 = Х2(О) - d, У1 = У1 (О), Х2 = Х2 (О), 

А = Х2(О) - Х1 (О) - d. 
(7.10.6) 

Размер вдоJIЪ ваправJJевия. Размер вдо.л.ь эадаииого иаnрав.л.ен:и.я между 
двухмерными точнами р1 = [х1 У1]т и р2 = [х2 У2]Т описывается уравнением 
(7.3.12) , которое в ноординатной записи имеет вид 

(х2 - х1)тх + (у2 - у1)ту - d =О, (7.10.7) 

где m = [тх ту]Т - задающий направление двухмерный вентор единичной 
длины. Найдем положение точек из условия минимума их суммарного переме
щения (7.10.2). В соответствии с методом Лагранжа составим фуннцию 

F = ~ ( (х1 - Х1 (О))2 + (у1 - YI (О))2 + (х2 - Х2(0))2 + (у2 - У2(О)) 2) + 

+ Л((х2 - х1)тх + (у2 - У1)ту - d). (7.10.8) 

Искомые ноординаты точен и параметр Л найдем из равенство нулю частных 
производных этой фуннции по параметрам х1, у1, х2, У2, Л: 

(х2 - х1)тх + (У2 - У1)ту - d =О, 

х1 - х1 (О) - Лтх = О, У1 - Yl (О) - Лту = О, 

х2 - х2(О) + Лmх =О, У2 - у2(О) + Лту =О. 
Данная система уравнений имеет решение 

х1 = Х1 (О) + ~х ( (х2(О) - х1 (О))тх + (у2(О) - У1 (О))ту - d), 

У1 = У1 (О)+ ~У ((х2(О) - х1 (О))тх + (у2(О) - У1 (О))ту - d), 

х2 = х2(О) - ~х ((х2(О) - х1(О))тх + (у2(о) -у1(О))ту - d), 

У2 = У2(о) - ~У ((х2(О) - х1<0))тх + (у2(О) - у1(О))ту - d), 
1 

Л = 
2 

( (х2(о) - х1 (О))тх + (у2(О) - У1 (О))ту - d) . 

(7.10.9) 

(7.10.10) 

Перемещение точек производится вдоль вентора m на одинановое расстояние 
от исходного положения точен. Решение системы уравнений (7.10.9) является 
симметричным. 

Jlивейный размер. Лииейиый размер на плосности между двумя точнамИ 

р1 = [х1 У1]Т и р2 = [х2 у2]Т описывается: уравнением (7.3.1), ноторое в ноор
динатной записи имеет вид 

f = V(x2 - х1)2 + (у2 - У1) 2 - d =О. (7.10.11) 
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Длf! симметричного поведения точен при установ:ки размера потребуем, чтобы 
суммарное перемещение связанных точен было минимальным. Необходимым 
условием минимума функции (7.10.2} при условии (7.10.11) явлRетсR равенство 
нулю частных производных по параметрам фун:кции 

F = ~ (IP1 - Р1 <0>1
2 + IP2 - Р2<0>1 2) + Л(IР2 - P1I - d) = 

= ~ ( (х1 - х1 (о)) 2 + (у1 - У1 (О)) 2 + (х2 - х2<0>) 2 + (у2 - у2<0>) 2) + 

+л ( V(x2 - х1) 2 + (У2 -у1)2 - d). (7.10.12) 

Система уравнений, из :которой найдетсf! ис:комое положение точен, аналогична 
системе (7.6.3). Решение та:кой системы уравнений имеет вид 

d - d(O) 
х1 = х1(о) + (х1(О) - х2(о)) 

2d(O) ' 

d- d(O) 
У1 = У1 (О) + (У1 (О) - У2(О)) 

2d(O) ' 

d- d(O) 
х2 = х2(О) + (х2(О) - Х1 (О)) (7.10.13) 

2d(O) ' 

d - d(O) 
У2 = У2(О) + (У2 (О) - Yl (О)) 

2d(O) ' 

А = - l ( d - d(O)). 
2 

где d(O) = J(x2(o) - х1 (О)) 2 + (у2(о) - У1 (О)) 2 • Перемещение точен производится 
вдоль прямой линии, проходящей через точ:ки р1 (О) и р2 (о), на одинаковое рас
стояние. 

Если точ:ки р1 и р2 входят в стру:ктуру данных отрезка, то с помощью связей 
х2 = х1, или У2 = У1, 

отрезо:к можно сделать параллельным одной из ноординатных осей. Пусть тре
буется, чтобы отрезо:к был параллельным оси у. Тогда из равенства нулю част
ных производных функции 

F = ~ ( (х1 - х1 (О)) 2 + (х2 - x2<0J)2) + Л(х2 - х1) (7.10.14) 

получим систему уравнений 

х1 - х1 (о) - Л = О, х2 - х2 (о) + Л = О, 
х2 - х1 =О. 

(7.10.15) 
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Симметрия двух точек. Рассмотрим симметрию точек Pt = [х1 У1]т и 'Р2 = 
= [ х2 У2] т относительно прнмой линии 

l(t) == р + ti, (7.10.16) 

что поназано на рис. 7.10.1. Прнмую будем считать неподвижной, поэтому ее 
параметры варьироваться не будут. 

Ось симметрии 
1 

Р1 / -- / ------------...L 
1 ..._~ .................. --/ - Р2 

р 

Рис. 7.10.1. Симметрия двухмерных точен относительно прямой 

Симметрия точен относительно прямой линии описывается двумя уравне
ниями 

(Р1 - Р) · i = (Р2 - р) · i, 

(Р1 - Р) · j + (Р2 - Р) · j == О, . 
(7.10.17) 

rде вентор j = [-Ь а]т ортогонален вентору i = [а Ь]т. Пусть точна р имеет 
:координаты х и у. Составим фуннцию 

F = ~ ( (х1 - х1 (О)) 2 + (111 -111 (О))2 + (х2 - х2<0>)2 + (112 - 112<0>)2) + 

+Л1((х1-х2)а+(у1-у2)Ь) +Л2((У1 +у2-2у)а-(х1 +х2-2х)Ь). (7.10.18) 

Систему уравнений для определения положения точен получим из равенства 
нулю частных производных фуннции (7.10.18) 

х1 - Xt (О) + Л1 а - Л2Ь = О, 
Yt -у1(о) + Л1Ь + Л2а =О, 
х2 - х2(О) - Л1а - Л2Ь =О, 

У2 - У2(о) - Л1Ь + Л2а =О, 
(х1 - х2)а + (у1 - У2)Ь = О, 

(у1 + У2 - 2у)а - (х1 + х2 - 2х)Ь =О. 

Решение этой системы определит новое положение точен. 
Если мы хотим, чтобы точ:ка р1 осталась неподвижной, то введем уравнение 

р - р (О) 
1 - 1 (7.10.19) 
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или в (7.10.18) ее координаты будем считать константами. Если мы хотим, 
чтобы точна р2 осталась неподвижной, а точна р1 стала ей симметрична, то 
введем уравнение 

р - р (О) 
2 - 2 (7.10.20) 

или в (7.10.18) ее ноординаты будем считать неварьируемыми константами. 
При занреплении одной из точен решение системы уравнений (7.10.18) опреде
лит положение другой точки. 

Уrловой размер между тремя точнами на плос.коети. Угдовой раз.мер иа 

п.лоскости между тремя точнами р1 = [х1 у1]т, р2 = [х2 У2]т и р3 = [хз Уз]т 
описьmается уравнением (7.3.28), rде 

s = (х1 - х2)(Уз - У2) - (у1 - У2)(хз - х2), 

с = (х1 - х2) (хз - х2) + (у1 - У2) (Уз - У2). 

(7.10.21) 

(7.10.22) 

Величина s равна произведению длин векторов р1 - р2 и р3 - р2 на sin а. Ве
личина с равна произведению длин векторов р1 - р2 и Рз - р2 на cos а. Угловой 
размер на плос:кости связывает шесть параметров. Составим функцию 

rде·Р1(О) = [х1(О) У1<0)]т, Р2(О) = [х2(О) У2(О)]Т ирз<0> = [хз(О) Уз(О)]Т
исходные положения точен. Систему уравнений для определения параметров 
получим из равенства нулю частных производных фуннции (7.10.23) 

(О) ,\ с(уз - У2) - s(хз - х2) 
0 х 1 - х 1 + s2 + с2 = ' 

(О) , -с(хз - х2) - s(уз - У2) 
0 Yl - YI + л 2 + 2 = ' 

8 с 

. (О) ,\ с(у1 - Уз) - s(2x2 - Х1 - хз) _ 
0 х2 - х2 + s2 + с2 - ' 

_ (О) , с(хз - х1) - s(2y2 - У1 - Уз) _ 
0 У2 У2 + л 2 + 2 - ' 

8 с 
(7.10.24) 

(О) ,\ -с(у1 - У2) - s(x1 - х2) _ 
0 хз - хз + s2 + с2 - ' 

(О) , с(х1 - х2) - s(y1 - У2) _ 
0 Уз - Уз + л 2 + 2 - ' s с 

( 
(х1 - х2)(Уз - У2) - (хз - х2)(У1 - У2) )· . 

arctg =а. 
(х1 - х2)(хз - х2) + (У1 - у2)(Уз - У2) 

Решение этой системы определит положение точен при заданном угле а. 
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7.11. Вариационные связи двухмерных пиний 

Вариационные свя:зи для: нес:коль:ких двумерных точен рассмотрим в виде 
свя:зей точе:к двухмерных :кривых. С помощью вариационных свя:зей лег:ко 
управля:ть :кривыми. Например, отрез:ки можно сделать ортогональными, па
раллельными друг другу или ося:м :координат, онружности и сплайны можно 

делать сделать :касательными отрез:кам или друг другу. 

Пусть даны два отрез:ка пря:мых 

r1(t1) = (1 - ti)P1 + tip2, 

rз(tз) = (1 - tз)Рз + tзр4, 

(7.11.1) 

(7.11.2) 

построенных по точ:кам Р1 = [х1 У1]т, р2 = [х2 У2]т, Рз = [хз Уз]т и р4 = 
= [х4 у4]т. На данные четыре точ:ки можно наложить вариационную свя:зь, 
определя:ющую уго.11, .между отрезка.ми r1 ( ti) и rз ( tз). Эта свя:зь аналогична 
угловому размеру и описывается: тем же уравнением 

s 
arctg - =а, 

с 
(7.11.3) 

где а - заданный угол. Синус и :косинус угла пропорциональны величинам: 

s = (х2 - х1)(у4 - Уз) - (у2 - У1)(х4 - хз), 

с= (х2 - х1)(х4 - хз) + (У2 - У1)(У4 - Уз). 

Уравнение (7.11.3) связывает восемь параметров. 

(7.11.4) 

(7.11.5) 

ОржогонаJIЬность отрезков. :Ка:к частный случай свя:зи (7.11.3) может рассма
триваться: вариационная: свя:зь устанавливающая: ортогона.11,ьность отрезков. 

Данная: вариационная: свя:зь описывается: уравнением 

(7.11.6) 

Систему уравнений для: определения: положения: точе:к получим из равенства 
нулю частных производных фун:кции 

F = ~ (IP1 - Р1(о)1 2 + IP2 - Р2(о) 12 + IРз - Рз(о) 12 + jp4 - Р4(О)1 2) + 
+ Л((х2 - х1)(х4 - хз) + (У2 - У1)(у4 - Уз)), (7.11.7) 

где Р1 (О) = [х1 (О) У1 (О)] ' Р2 (О) = [х2 (О) У2(О)] ' Рз (О) = [хз (О) Уз (О)] т и р4 (О) = 
== [х4 (О) у4 (O)JT - исходные положения: точе:к, в общем случае не удовлетворя:ю
щие уравнению (7.11.6). 

Параллельность отреавов. Другим частным случаем свя:зи (7 .11.3) я:вля:ется: 
вариационная: свя:зь, устанавливающая: nара.11,.11,е.11,ьность отрезков. Она опре
деля:ется: уравнением 

(7.11.8) 
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Пусть в исходном состоя:нии координаты точек р1 (О) = [х1 (О) Yt (О)]Т, р2 (О) = 
= [х2(О) У2(о)]Т, Рз(О) = [хз(О) Уз(О)]Т и р4(О) = [х4(О) у4(О)]Т не удовлетворя:ют 
уравнеIШю (7.11.7). Применим метод минимизации суммарного изменения: па
раметров. Систему уравнений для: определения: положения: точек получим из 
равенства нулю частных производных функции 

F = ~ (IP1 - Р1<0>1 2 + IP2 - Р2<0>12 + IРз - Рз<0>1 2 + IP4 - р4<0>1 2) + 
+ Л((х2 - х1)(у4 -уз) - (у2 - У1)(х4 - хз)). (7.11.9) 

Для: простоты предположим, что точки р2 , Рз и р4 зафиксированы и, следо
вательно, не изменя:ют своего положения:. Параллельность отрезков (7.11.1) и 
(7.11.2) будет достигнута перемещением точки р1 • Система уравнений будет 
иметь вид 

х1 - х1 (о) - Л(у4 - Уз) = О, 
Yt - У1 (О) + Л(х4 - хз) =О, 

(х2 - х1)(у4 - Уз) - (У2 - у1)(х4 - хз) =О. 

Эта система имеет решение 

h(O) 
Х1 = Х1 (О)+ (у4(О) - УЗ(О))

d(О)' 

h(O) 
У1 == У1 (О) - (х4(О) - хз(О))

d(О)' 

h(O) 

Л = d(O)' 

(7.11.10) 

(7.11.11) 

где d(O) == jp4(0) - Рз(о)12, h(o) = (х2(0) - х1(о))(у4(0) -уз(о)) - (у2(0) - У1(0)) х 

х(х4(О) - хз(О)). Перемещение точки р1 происходит по нормали к отрезку, про
ходя:щему через точки р4 (о) - р3 (о) (рис. 7.11.1). 

Рис. 7.11.1. Параллельность отрезвов прямой линии 

В описанном случае параллельности отрезков первый зависит от второго и 
подстраивается: под него. Рассмотрим, как будет себя: вести зависимый отрезок 
при вращении другого отрезка. Пусть в исходном состоя:нии точки р2 и р4 
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закреплены, отрезки параллельны и их точни имеют координаты 

Xt (О) - Х2(О) = Ь, 
Yt (О) - У2(0} = 0, 

хз(О) - х4 (О) =а, 

У4 (О) - Уз{О) = 0. 

365 

Будем вращать точку р3 вокруг точки р4 так, чтобы их координаты изменялись 
по закону 

Хз (О) = Х4 (О) + а cos <р, 

Уз (О) = У4 (О) + а sin <р. 
(7.11.12) 

В соответствии с решением (7.11.11) тоЧRа р1 будет двигаться вокруг точки Р2 
так, что ее координаты будут изменяться: по закону , 

х1 = х1 (О) - bsin2 <р = х2(О) + bcos2 <р = х2(О) + r cos <р, 

У1 = у1 (О) + Ь sin <р cos <р = у2(О) + Ь cos <р sin <р = у2(О) + r sin <р, 

где r = Ь cos <р. Из формул видно, что точка р1 будет двигаться вокруг точки Р2 
по окружности, но с удвоенной частотой по сравнению с частотой вращения 
точки р3 вокруг тоЧRи р4 • При изменении угла <рот О до 1Г точка р3 сделает 

Рис. 7.11.2. Траевтории движения отрезва р1р2 , параллельно зависимого от отрезва р3р4 , при 
заврепленных точвах р2 и р4 

половину оборота по окружности вокруг ТОЧRИ р4 , а тоЧRа р1 сделает полный 
оборот по окружности вокруг точки р2 . Траектории движения точек Pt и р3 по
казаны на рис. 7.11.2. Точка Рз движется по окружности Сз, а точка р1 движется 
по окружности С1. 
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Кас.авие с.пJiайвов. Рассмотрим вариационные св.язи касан.и.я дuн.ий друг 
друга. Пусть даны две NURBS нривые. Одна из них описывается фуннцией 

n 

Е Ni,т(t)WiPi 
rp(t) = _i -~---- (7.11.13) 

Е Ni,т(t)wi 
i=l 

и построена на точнах Pi, i = 1, 2, ... , n с весами Wi, а другая описывается 
фуннцией 

k 

Е Nj, t(и)ZjQj 
j=l 

rq(u) = k , 

Е Nj,t(и)zj 
j=l 

(7.11.14) 

и построена на точ:ках qj, j = 1, 2, ... , k с весами Zj. Найдем две наиболее 

близ.Кие друг н другу точни rp(to) и rq(uo) на этих иривых, одна - на первой, 

Рис. 7.11.3. NURВS :кривые будут :касатьсл ближайшими точ:ками 

другая - на второй, иасателъные в ноторых параллельны. Эти точ:ки должны 
удовлетворять уравнениям (4.8.9), в данном случае имеющим вид 

dr 
(rp(t) - rq( и)) · d: =О, 

dr 
( r q (и) - r Р ( t)) · d: = О. 

Пусть этим точнам соответствуют параметры to и ио (рис. 7.11.3). 
Точни на нривых выражаются в виде сумм 

n 

rp(to) = Р1Р1 + Р2Р2 + · · · + PnPn = L ~Pi, 
i=l 

k 

rq(uo) = Qiq1 + Q2Q2 + · · · + Qkqk = L Qjqj, 
j=l 

(7.11.15) 

(7.11.16) 

(7.11.17) 
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Pi= 
Ni,m(to)wi 

n ' 
L: Nr,rp,(to)wr 
r=l 

" 

Nj,l(uo)zj 
k 

L: Nr, t(иo)zr 
r=l 
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Пусть точии имеют иоординаты Pi = [xi Уi]т, i = 1, 2, ... , n, qj = [aj Ьj]т, 
j = 1, 2, ... , k. Если бы точни rp(to) и rq(uo) совпали, то являлись бы решением 
задачи иасания нривых (7.11.13) и (7.11.14). Поэтому в иачестве уравнения 
СВFIЗИ возьмем уравнение 

Составим фуницию суммарного перемещениFI точен :касающихсFI иривых со
вместно с уравнением связи (7.11.18). Эта фун:кция имеет вид 

F = ~ (IP1 - Р1 (O)l
2 + IP2 - Pz (О) 12 + · · · + IPn - Рп (O)l

2+ 

+lq1 - Q1<0>1 2 + Jq2 - Q2(0)l2 + ... + jqk - qk(0)1 2) + 

+ Лlrv(to) - rq(uo)I. (7.11.19) 

Систему уравнений для определения положения точен получим из равенства 
нулю частных производных фуниции (7.11.19) 

(7.11.20) 
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где 
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п 

Xp(to) = Р1х1 + Р2х2 + ... + PnXn = L PiXi, 
i=l 
n 

Yp(to) = Р1У1 + Р2У2 + · · · + PnYn = LPiYi, 
i=l 

k 

aq(uo) = Qia1 + Q2a2 + ... + Qkak = L Qjaj, 
j=l 
k 

Ьq(ио) = Qib1 + Q2b2 + ... + Qkbk = L Qjbj. 
j=l 

Система уравнений (7.11.20) на (r + 1)-й итерации метода Ньютона дает при
ращения исномых фуннций, равные: 

дx;(r+l) = - ~i (t PmXm(r) - t Qтam(r)), 
m=l m=l 

дy;(r+l) = -; (t PmYm(r) - t QтЬт(•)), 
m=l m=l 

дщ(r+l) = ~j (~ PmXm(r) - t Qтam(r)), 
дь/•+l) = ~1 (~ PmYm(r) - t QтЬт(r)), 

Значение ноэф фициента Л на тенущей итерации равно 

1 
Л=

s (~Р;х;- ~Qja1)
2 

+ (tP;y;- ~Q1Ь1)
2 

i = 1, 2, . ", n, 

i = 1, 2, . ", n, 

j = 1, 2, ... , k, 

j = 1, 2, ... ' k. 

(7.11.21) 

= ~ /(xv(to) - aq(uo))
2 + (Yv(to) - Ьq(ио)) 2 , (7.11.22) 

n k· 
где s = 2:: Р/ + 2:: Qj 2

• Пона решение не найдено, ноэффициент Л остается не 
i=l j=l 

равным нулю. 

Перемещение всех точен на наждой итерации происходиж параллельно на
сательным н нривым, проходящим через точни rp(to) и rq(uo), на расстояние, 
пропорциональное их внладу (ноэффициенту ~или Qj) в точни насания. Перед 
началом новой ижерации необходимо заново вычислижь параметры to и ио для 
наиболее близних друг н другу точен на рассматриваемых нривых и ноэффици-

енты Pi и Qi для новых ближайших жочен rp(to) и rq(uo). 
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Следует заметить, что в исномой точне выполннетсн равенство (7.11.18), 
что обращает в нуль числители и знаменатели последних слагаемых ура
внений системы (7.11.20). Если на очередной r-й итерации выполнилось ра-

Рис. 7.11.4. Модифивацил NURBS вривых при наложении связи васанил 

венство (7.11.18), а решение системы нелинейных уравнений еще не занон

чено, то следует использовать lrv(to) - rq(uo)l(r-l), (xv(to) - xq(uo))(r-l)' 

(Yv(to) - Yq(uo)) (r-l), вычисленные на предыдущей итерации. Поведение :кри
вых приведено на рис. 7.11.4. 

Касавие отрезка и окружности. Решим задачу насанин в частных случаях. 
Касание отрезна r1 ( t) и онружности ro (и), 

r1 (t) = (1 - t)P1 + tp2, 

ro(u) = Ро + ixrcosu + iyrsinu, 
(7.11.23) 

описываетсн уравнением 

1(1 - to)P1 + toP2 - Pol = r, (7.11.24) 

где р1 = [х1 У1]т, р2 = [х2 у2]т - начальнан и нонечная точни от
резна, r - радиус онружности, Ро = [хо Уо] т центр онружности, 

t0 = ~Ро - Pi ~ · ip2 - Pi; - значение параметра отрезна, соответствующее про-
Р2 - Р1 · Р2 - Р1 

енции центра онружности на отрезов. В данном случае радиус онружности танже 
нвлнетсн варьируемым параметром. Параметр to, соответствующий проенции 
центра онружности на отрезом, мы будем вычислнть на :каждой итерации. Си
стему уравнений длн определенин параметров связи получим, приравннв нулю 

частные производные по параметрам фуннции 

F = ~ (IP1 - Р1(0)1 2 + IP2 - P2(o)l2 + IPo - Po(O)l2 + (r - r(0>)2
) + 

+ Л(l(l - to)P1 + toP2 - Pol - r), (7.11.25) 

где р1 (О), р2 (О), р0 (О) - исходные положенин точен р1 , р2 , Ро, rC0) - исходное 
значение радиуса онружности. Система уравнений длн определенин поло.женин 

24 - 5293 Голован.ов 
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точен имеет вид 

Хо - Хо(О) - л Хо =о 
/ 2 2 ' 
у ((1 - to)x1 + tox2 - хо) + ((1 - to)Yt + toy2 - Уо) 

Уо - Уо (о) - Л Уо = О 
/ 2 2 ' 
у ( (1 - to)x1 + tox2 - хо) + ( (1 - to)Y1 + toY2 - Уо) 

(о) , (1 - to)x1 
0 Xt -Х1 + л = 

/ 2 2 ' у ( (1 - to)x1 + tox2 - хо) + ( (1 - to)Y1 + toY2 - Уо) 

( О) + , (1 - to)Yt О 
У1 - У1 л = 

- / 2 2 ' у ((1 - to)x1 + tox2 - хо) + ((1 - to)Y1 + toY2 - Уо) 

(о) tox2 
х2 - х2 + Л =О 

/ 2 2 ' 
у ((1 - to)x1 + tox2 - хо) + ((1- to)Y1 + toY2 -уо) 

У2-У2(о)+л toY2 =О 
/ 2 2 ' у ( (1 - to)x1 + tox2 - хо) + ( (1 - to)Yt + toY2 - Уо) 

r - r(o) - Л = О, 

J ((1 - to)x1 + tox2 - хо) 2 + ((1- to)Y1 + toy2 - Уо) 2 
- r =О. 

(7.11.26) 
Система уравнений (7.11.26) решается итерационно. 

вой итерации необходимо заново вычислить параметр t0 . 

и о:нру.жности приведено на рис. 7.11.5. 

Перед началом но
Поведение отрезка 

Рис. 7.11.5. Поведение о:иружн:ости и отрезка при касании 

Касание окружностей. :Касание двух окружностей 

r1 (t1) = q1 + ixr1 cos ti + iyr1 sin ti, 
r2(t2) = Q2 + ixr2 cos t2 + iyr2 sin t2, 

описывается уравнением 

(7.11.27) 

(7.11.28) 

(7.11.29) 

В данном случае радиусы окружностей тан.же FIВЛЯЮТСFI варьируемыми параме
трами. Уравнение (7.11.29) связывает шесть параметров. Систему уравнений 
дЛFI определениFI параметров свFiзи получим, приравняв нулю частные производ-
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нъхе по параметрам функции 

F = ~ (Jq1 - ql (О) 12 + Jq2 - q2(o)l2 + (r1 -л (О)) 2 + (r2 - r2<0J)2) + 
+ Л(lq1 - Q2I - lr1 ± r2I), (7.11.30) 

где q1 (О), q2 (о) - исходные положения це~трО'J3, r1 (О) и r2(0) - исходное зна
чение радиусов онружностей. Знав ± дол.Жен быть раснрыт в зависимости от 
положения ближайших точек онружностей. Эти точни лежат на линии, соеди
няющей их центры. Пусть онружности расположены вне друг друrа. Тогда 
система уравнений для определения положения центров онружностей и их ра
диусов имеет вид 

(О) Х1 - Х2 
Xl - Xl + ,\ d = 0, У1 - У1 (О) + ,\ У1 ~ У2 = О, 

х х (О) ,\Xl - Х2 О {О) ,\Yl - У2 О (7.11.31) 
2 - 2 - d = ' У2 - У2 - d = ' 

r1 - r1 (о) - ,\ =О, r2 - r2(o) - ,\ =О, lq1 - q2 J - (r1 + r2) = О~ 

где d = jq1 - q2 !. Эта система имеет решение 
_ (О) 1 {О) Х1 (О) - Х2(О) 

Х1 - Х1 - 4 а d(O) ' 
- (О) - ~ {О) Yl {О) - У2(О) 

Yl - YI 4 а d(o) , 

_ {О) 1 (О) Х1 (О) - Х2 (О) 
Х2 - Х2 + 4 а d{O) ' 

- (О) 1 (О) Yl (О) - У2 (О) 
У2 - У2 + 4 а d(O) , 

1 
,\ = -а{О)' 

4 

(7.11.32) 

где d(o) = lq1(0) -q2(o)I, а(о) = lq1(o) -q2<0>1-(r1(o) -r2<0)). Из решения сле
дует, что радиусы изменяются, на одинаковую величину, равную перемещению 

Рис. 7.11.6. Касание ОRружностей 

центров онружностей. Поведение онружностей приведено на ~ис. 7.11.6. При 
расположении окружностей одна внутри друrо_й в уравнениях (7.11.31) изменя
ется знак перед одним из радиусов. 
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7.12. Формирование в решение еветемы уравнений евяаей 

Вариационные связи являются мощным средством управления геометриче
скими объектами. Они позволяют редактировать геометрические объекты со
вместно, когда изменение параметра одного из объектов влечет за собой соответ
ствующие изменения параметров других объектов. Параметром может служить 
любая величина из структуры данных геометрического объекта или специально 
введенная переменная. Специально введенные переменные используются для 
удобства редактирования гео1'4етрических объектов с помощью вариационных 
связей. 

С помощью вариационных связей осуществляется управление сразу всеми 
связанными объектами. Как правило, на одни и те же параметры наложено 
несколько вариационных связей. Каждая связь представляет собой некоторый 
вариационный объект, который изменяет параметры геометрических объектов. 
Различные типы вариационных связей геометрических объектов приведены на 
рис. 7.12.1. Каждая связь имеет одно или несколько уравнений и перечень 
параметров, участвующих в каждом уравнении. 

Фиксирующие связи 

Значение скалярного параметра 
Значения координат 
Закрепление точки 

Размерные связи 

Линейный размер 
Линейный размер в плоскости 
Линейный размер по направлению 
Угловой размер 
Угловой размер в плоскости 

Связи положения объектов 

Равенство скалярных параметров 
Равенство координаты 
Равенство всех координат точек 
Симметрия точек 
Касание плоских кривых 
С.Опряжение кривых 
Параллельность mрезков 
Ортогональность mрезков 
Положение точки на кривой 
Положение точки на поверхности 
Положение точки иа плоскости 
Параллельность векторов 
Параллельность плоскостей 
Ортогональность векторов 
Ортогональность плоскостей 

Алгебраические , связи 

Алгебраическое уравнение 
Алгебраическое неравенство 

J 

Рис. 7.12.1. Типы вариационных связей 

Нормальным состоянием для вариационных связей является состояние, ко
гда их уравнения выполняются. Будем называть это состояние равновесным. 
В процессе моделирования приходится модифицировать геометрические объек
ты или их взаимное положение. Таким образом, вариационные связи выводятся 
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из состояния равновесия. В результате все или часть уравнений вариационных 
связей перестает вьшолняться. Далее следует найти новые значения варьируе
мых параметров, чтобы уравнения связей опять выполнялись. Для того чтобы 
связанные параметры удовлетворяли уравнениям связей, требуется сформиро
вать систему уравнений и решить ее. В процессе решения этой системы уравне
ний необходимо модифицировать все геометричес:кие объе:кты, параметры :кото
рых изменились. Рассмотрим, :ка:ким образом удовлетворяются вариационные 
связи. 

Пусть задан набор вариационных связей, приводящий :к системе m урав
нений 

f1(x1, х2, ... , Xn) =0, 
f2(x1, х2, · · ., Xn) =О, 

f т(х1, х2, ... , Xn) =О, 

(7.12.1) 

для п ~ m изменяемых параметров х1, х2, ... , Xn геометричес:ких объе:ктов. 
Число уравнений связей, :ка:к правило, меньше числа связанных параметров. 
Для того, чтобы решить систему уравнений связей, требуется сформулировать 
:критерий поведения связанных геометричесних объе:ктов, ноторый бы позволил 
решить систему уравнений связей. Простым и эффе:ктивным :критерием пове
дения параметров является требование минимума суммы :квадратов изменений 
параметров. Этот :критерий выражается минимумом фун:кции 

"J.( ) - 1 (< (0))2 ( {0))2 ( {0))2) о/ Х1' х2, •.. ' Xn - 2 Х1 - х1 + Х2 - Х2 + ... + Xn - х~ . 
. (7.12.2) 

Поисн минимума фуннции (7.12.2) при условии вьmолнения связей (7.12.1) при
водит :к задаче нахождения минимума фуннции 

F( ) - 1 (( (0))2 ( (0))2 ( {0))2) Х1, Х2, . · ., Xn -
2 

Х1 - Xl + Х2 - Х2 + · · · + Xn - Xn + 
+ Ai/1(x1, х2, ... , Xn) + A2f2(x1, Х2, ... , Xn) + ... + Атfт(х1, Х2, ... , Xn)· 

(7.12.3) 

Для выполнения необходимого условия минимума у:казанной фуннции требуется 
наряду с (7.12.1) выполнение уравнений 

х1 - Х1 {О) + А1 ад fi + А2адf2 + ... + Ат ддf m = О, 
Х1 Х1 Х1 

_ (О) дf1 дf2 дfт _ 
Х2 х2 + Al дх2 + А2 дх2 + ... + Ат дх2 - О, (7.12.4) 

(О) дf1 дf2 дf т _ 
Xn-Xn +А1-8 +А2-8 + ... +Ат-д -0, 

Xn Xn Xn 

где Ai, А2, ... , . Ат - подлежащие определению совместно с параметрами х1, 
х2, ... , Xn ноэффициенты. В нонечном итоге мы пришли R системе п + m 
уравнений (7.12.1} и (7.12.4) для п + m неизвестных х1, х2, ... , Xn, А1, А2, ... 
. . . , Am· В общем случае эта система решается одним из итерационных методов, 
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описанных в rл. 4. Если на нание-либо из параметров наЛожены -финсирующие 
связи (7.2.1), то их можно иснлючить из фуннции (7.12.2) и при решении общей 
системы уравнений считать нонстантами. 

В большинстве случаев управление данными происходит следующим обра
зом. На ненотором этапе система уравнений связей (7.12.1) выполняется. Да
лее одному или неснольним параметрам присваивается новое значение, и эти 

параметры финсируются. Например, мы переместили неноторую точну геоме
тричесного объента и хотим узнать, нан это повлияет на другие варьируемые 
параметры. Управление даннъ1ми геометрических объентов может происходить 
путем изменения нонстант уравнений, что танже выведет систему уравнений 
связей из состояния равновесия. Например, мы изменили значение ненотороrо 
размера. В результате для исходных значений параметров неноторые уравне
ния связей перестанут вьшолняться. Нео_бходимо найти новые значения пара
метров, удовлетворяющие системе уравнений связей, и перестроить геометри
чесние объенты. Система вариационных связей выходят из равновесия танже 
при добавлении R ней новых связей. Например, мы хотим, чтобы неноторые две 
плосности геометрической модели были параллельными. При этом рождается 
новая вариационная связь, которая добавляет в систему уравнений свои уравне
ния. Нужно решить систему уравнений связей и перестроить геометричесние 
объенты. 

На прантине решение системы уравнений является самой сложной и тон
ной проблемой при наложении вариационных связей. В разных случаях для 
решения системы уравнений используются разные подходы: аналитичесний, 
нонструнтивный, численный. 

А на.ttитический подход используется для двухмерных вариационных свя
зей, ногда исномое положение двухмерных геометричесних объектов можно 
найти с помощью «линейни и компаса». В неноторых простых случаях ана
литичесвий подход применим и для трехмерных объентов. 

При наложении вариационных связей на положения твердых тел относи
тельно друг друга эффентивным является конструктивный подход. Конструк
тивный подход привленает теорию графов. Для системы уравнений вариацион
ных свнзей строитсн граф. Узлами графа я:влнются: геометричесние объенты, 
а ребрами графа являются уравнения свя:зей. На основе графа геометриче
сние объенты и вариационные связи делятся на нластеры (группы). Кластер в 
модели ведет себя, нан нечто жестное целое. В результате задача сводится R 

задаче позиционирования: rеометричесних объевтов нластеров. Сначала опреде
ляется удовлffi.воряющее вариационным связям положение rеометричесних объ
ентов для наждоrо нластера в отдельности, а затем нластеры последовательно 

стьmуются между собой. Размещение геометричесних объентов внутри одного 
нластера осуществляется: путем решения соответствующей системы уравнений. 
Стьrnовна нластеров между собой выполняется на основе анализа степеней сво
боды. Стыновна властеров производится последовательно. Будем считать, что 
положение геометричесних объентов некоторого кластера задано. Расположим 
теометричесние объенты соседнего нластера тан, чтобы удовлетворялись связы
вающие их уравнения. Тем самым мы состынуем два нластера. Продолжим 
стыновну нластеров до тех пор, пона не будут выполняться все уравнения свя
зей. В процессе стьrnовни нластеров возможно потребуется перебирать раз·лич
ньrе варианты и численно решать систему уравнений связей неснольних нла
стеров. Конструвтивный подход уменьшает размерность системы уравнений, 
но его можно использовать для: строго определенного набора геометричесних 
объентов и вариационных связей. 
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Чис.яеппый подход заключается в решении системы уравнений вариацион
ных связей численными итерационными методами. При использовании этого 
подхода следует помнить, что вариационные связи могут иметь несколько реше

ний. Численный метод позволяет найти одно из этих решений, и оно может не 
совпадать с искомым. Найденное решение зависит от начального приближения, 
с которого начинается итерационный процесс. Чтобы начальное приближение 
находилось в области сходимости н искомому решению, следует не допускать 
сильных отклонений вариационных связей от их равновесных состояний. На
пример, если вариационные связи вьmедены из состояния равновесия путем 

перемещения некоторой точки геометрического объекта, то решение следует ис
кать не для окончательного положения точки, а для нескольких промежуточных 

ее положений, постепенно сдвигая точку от исходного положения н конечному. 

Аналогично, при изменении значения некоторого размера следует последова
тельно иснать решения дЛ.я нескольких промежуточных значений этого раз
мера, постепенно переходя от староrо н новому значению. Численный подход 
чаще используется для решения двухмерных задач. 

При использовании численноrо подхода желательно, чтобы ненулевые прира
щения параметров были одного порядна. Например, если одна часть варьируе
мых параметров является угловыми величинами, другая часть - компонентами 

векторов, а третья часть параметров -· координатами точен, то желательно, 
чтобы их значения лежали в одних и тех же пределах. Для достижения этого 
используется нормирование варьируемых параметров. 

Численное решение системы уравнений связей может производиться не
сколько иначе. Исполъзуемый критерий поведения геометрических объектов 
стремится сохранить параметры геометрических объектов ближе н их исход
ному состоянию. Воспользуемся этим свойством для уменьшения размерно
сти системы уравнений. Попытаемся решить систему уравнений, зафинсировав 
еще некоторые из варьируемых параметров, кроме тех, которые зафиксированы 

уравнениями связей. Если нам это удастся, то мы будем придерживаться пра
вила, которое заключается в сохранении объектов нан модно ближе н их ис
ходному состоянию, и уменьшим число неизвестных и уравнений в (7.12.4). 
Остается выяснить, какие из параметров можно дополнительно зафиксировать. 
Некоторые из уравнений связей могут быть удовлетворены при исходных зна
чениях параметров. Определим эти уравнения и составим список варьируемых 
параметров, участвующих в них. Попробуем решить полную систему уравне
ний, считая параметры этого списка фиксированными. Если это удается, по
пробуем расширить этот список, если нет, то будем сужать этот список до тех 
пор, пока не удастся решить полную систему уравнений. Таким образом, нам, 
возможно, удастся найти новые значения параметров, сохранив некоторым из 
них исходные значения. Если даже при отсутствии дополнительной фиксации 
параметров систему уравнений (7.12.1) и (7.12.4) решить не удастся, то сле
дует вернуться к исходному равновесному состоянию геометрических объектов 
и констант уравнений, при которых уравнения связей удовлетворяются. 

В процессе решения уравнения связей изменяют значения параметров и тем 
самым перестраивают rеометричесние объекты в соответствии с новыми значе
ниями параметров. Объекты будут перестроены в соответствии с наложенными 
связями, когда все уравнения полной системы будут удовлетворены с требуемой 
точностью. 



Глава8 
ВЫЧИСЛЕНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 

8.1. Возможиоеm rеометричеевой модели 
Результатом геометрического моделирования цекоторого объекта является 

математичесная модель его геометрии. Математическая модель позволяет гра
фически отобразить моделируемый объект, получить его геометрические ха
рактеристики, выполнить исс.ttедование многих физических свойств объекта 
путем постановки численных экспериментов, подготовить производство и, 
наконец, изготовить объект. 

Для того чтобы увидеть, как выглядит объект, нужно смоделировать поток 
падающих и возвращающихся от его поверхностей лучей света. При этом гра
ням модели можно придать необходимый цвет, прозрачность, фактуру и другие 
физические свойства. Модель можно осветить с разных сторон светом различ
ного цвета и интенсивности. 

Геометрическая модель позволяет определить массово-центровочные и инер
ционные характеристики проектируемого объекта, выполнить измерения длин 
и углов его элементов. Она дает возможность произвести расчет размерных 
цепей и определить собираемость проектируемого объекта. Если объект пред
ставляет собой механизм, то на модели можно проверить его работоспособность 
и выполнить расчет кинематических характеристик. 

Используя геометрическую модель, можно поставить численный экспери
мент по определению напряженно-деформированного состояния, частот и форм 
собственных колебаний, устойчивости элементов конструкции, тепловых, опти
ческих и других свойств объекта. Для этого нужно дополнить геометрическую 
модель физическими свойствами, смоделировать внешние условия ее работы и, 
используя физические законы, выполнить соответствующий расчет. 

По геометрической модели можно вычислить траекторию режущего инстру
мента для механической обработки объекта. При выбранной технологии изго
товления объекта геометрическая модель позволяет спроектировать оснастку и 
выполнить подготовку производства, а также проверить саму возможность изго

товления объекта данным способом и качество этого изготовления. :Кроме того, 
возможна графическая имитация процесса изготовления. Но для того, чтобы 
изготовить объект, кроме геометрической информации нужна информация о 
технологическом процессе, производственном оборудовании и многом другом, 
связанном с производством. 

Многие из перечисленных проблем образуют самостоятельные разделы при
кладной науки и по своей сложности не уступают, а в большинстве случаев и 
превосходят проблему создания геометрической модели. Геометрическая мо
дель является отправной точкой для дальнейших действий. При построении 
геометрической модели мы не использовали физические законы, радиус-вектор 
каждой точки границы раздела внешней и внутренней частей моделируемого 
объекта является известным, поэтому при построении геометрической модели 
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нам приходится составлять и решать алгебраичесние уравнения. Задачи, в 
ноторых используются физичесние заноны, приводят н дифференциальным и 

интегральным уравнениям, решение которых сложнее решения алrебраичесних 
уравнений. 

В данной главе остановимся на выполнении расчетов, не связанных с фи
зическими процессами. Мы рассмотрим вычисление чисто геометричесних ха
рантеристин тел и их плосних сечений: площади поверхности, объема, центра 
масс, моментов инерции и ориентации главных осей инерции. Эти расчеты не 
требуют привлечения дополнительной информации. Кроме этого, мы рассмо
трим проблемы численного интегрирования, которые приходится решать при 
определении геометричесних харантеристин. 

Определение площади, центра масс и моментов инерции плоеного сечения 
тела приводит н вычислению интегралов по площади сечения. Для плосних 
сечений мы располагаем информацией об их границах. Интегралы по площади 
плоского сечения мы сведем н нриволинейным интегралам, ноторые в свою оче

редь сводятся к определенным интегралам. Определение площади поверхности, 
объема, центра масс, моментов инерции тела приводит н вычислению поверх
ностных и объемных интегралов. Мы будем опираться на представление тела 
с помощью границ (B-rep), т. е. на описание тела совонупностью ограничиваю
щих его поверхностей и топологичесную информацию о взаимном соседстве этих 
поверхностей. Мы сведем интегралы по объему тела н поверхностным интегра
лам по поверхностям граней тела, которые в свою очередь сводятся н двойным 
интегралам. В общем случае область интегрирования представляет собой связ
ную двухмерную область. Вычисление двойных интегралов численными мето
дами можно выполнить для областей простых типов - четырехугольной или 
треугольной формы. В связи с этим в нонце главы рассмотрены методы вычи
слщJия определенных интегралов и двойных интегралов по четырехугольным 
и треугольным областям. Методы разбивни областей определения параметров 
поверхностей на совонупности треугольных подобластей рассмотрены в следую
щей главе. 

В начале главы рассмотрим сведение интегралов по площади н нриволиней
ным интегралам и сведение объемных интегралов н поверхностным интегра
лам. На этом будут базироваться вычисления rеометричесних харантеристи:к 
моделей. 

8.2: КривоJIИНейвые инrerp8JIЫ 

Определение геометричесиих хараитеристии :кривых линий и плосиих сечений при
водит :к вычислению :нриволинейных интегралов, таи :ка:к всю геометричес:ную инфор
мацию о иривой несет фун:нция ее радиус-веитора от не:которого внутреннего параметра. 

Криволинейными интегралами первого рода называются интегралы вида 

J f(r)ds, 
L 

(8.2.1) 

где /(r) некоторая заданная на иривой L фуНRция ее точии r(t). Интегрирование 
в (8.2.1) выполняется по длине иривой s. Криволинейный интеграл (8.2.1) сводится :н 
обьmновенному определенному интегралу 

(8.2.2) 
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Область, на ноторой задана фуннция точни, является областью изменения параметра 
нривой. 

Криво.л,инейными интегра.л,ами второго рода называются интегралы вида 

lt·F(r)ds, (8.2.3) 

L 

где t = dr/ds = r' /lr'I - насательный вентор нривой, F(r) - венторная фуннция 
точни нривой r(t). Криволинейный интеграл (8.2.3) сводится н обынновенному опре
деленному интегралу 

tmax 1 t · F(r) ds = / : · F(r(t)) dt. (8.2.4) 

L tmin 

При изменении направления нривой на противоположное направление нриволинейный 
интеграл втор ого рода меняет знан на противоположный. 

Тан нан ноординаты радиус-вентора r(t) = [x(t) y(t) z(t)] т нривой являются 
фуннциями параметра нривой, то мы можем преобразовать величину t ds н следующему 
виду: 

d dr d • dx d . dy d k dz d • • k t s=- t=i- t+J- t+ - t=idx+Jdy+ dz. 
dt dt dt dt 

(8.2.5) 

Пусть в пространстве задана венторная фуннция 

F(r) == iFx(x, у, z) + jFy(x, у, z) + kFz(x, у, z). 

Тогда, используя преобразование (8.2.5), получим 

1 t · F(r) ds = / Fж dx + Fy dy + F, dz, (8.2.6) 

L L 

где ноординаты х, у, z принадлежат нривой. 

Форму.па Сrов~а. Пусть мривая r( t) замннутая и построена на неноторо1' rладной 
поверхности S, и пусть в пространстве задано венторное поле F(r). Пусть при';nвиже
нии вдоль нривой в положительном направлении ее обход происходит против часовой 
стрелни, если ·смотреть навстречу нормали поверхности m. Рассмотрим поверхностный 
интеграл 

11 m· (У' х F(r)) dS = 
s 

=frf((8Fz _ 8Fy) m·i+ (8Fж _ 8Fz) m·j+ (8Fy _ 8Fж) m·k) dS, (8.2.7) 
} 8у 8z 8z 8х 8х 8у 

s 

где У' набла-оператор или оператор Гамильтона (1.11.13). Предположим, что нам 
известно явное уравнение поверхности S и нривой r(t) на ней. Возьмем, например, 
уравнение поверхности в виде z = Z(x, у), а уравнение нривой на ней в виде двух 
уравнений, одним из ноторых является уравнение поверхности z = Z(x, у), а вто
рым уравнение цилиндричесной поверхности С(х, у)= О с образующей параллель
ной орту k. Пусть линию пересечения цилиндричесной поверхности С(х, у) = О с 
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иоординатной плосиостью Оху можно описать двумя двухмерными иривыми у= У1 (х) 
и у= У2(х), ивменяющимися от х1 до х2, что поиазано на рис. 8.2.1. Кривые у= У1 (х) 
и у= У2(х) в совоиупности описывают проеицию заданной пространственной иривой 

z 
z=Z(x.y) 

r(t) 

С(х,у)==О 

у- у; (х) 

у 

k ' . ' У""' 11 (х) ' 
1 ' '-... 

Xl Х2 х 

Рис. 8.2.1. Прое1щия зам1шутой Iq)Ивой r(t) на поверхности z = Z(x, у) на плосRость ху 

на плосиость Оху, тольио направление иривой у = У1 (х) совпадает с направлением 
пространственной иривой r(t), а направление иривой у= У2 (х) противоположно напра
влению пространственной иривой:. 

Преобразуем часть интеграла (8.2.7), используя (8.2.5), следующим образом 

!" { (дFж (m. j) - 8Fж (m. k)) dS = !" { 8Fж dz dx -!" { 8Fж dx dy = 
} 8z 8у } 8~ " } 8у 

s s ~; 

= -!" { (~ -дFж m. j) dx dy. (8.2.8) 1 ау 8z m· k 
s 

Найдем значение (m · j)/(m · k) для поверхности, иоторую можно описать уравнением 
z = Z(x, у). Если за вщутренние параметры поверхности принять иоординаты х и у, то 
для радиус-веитора и его частных производных по параметрам х и у получим значения 

r = [х у Z(x, у)]т, 

Используя эти соотношения, получим 

m · j (r1 х r2) · j 8Z 
m · k - ( r1 х r2) · k = - 8у · 

r2 =[О 1 8Z/8у]т. 

Подставим последнее равенство в (8.2.8) и продолжим далее его преобразование, приняв 
иоординаты х и у в иачестве независимых параметров интегрирования: 

-j"f (8Fж _ 8Fж m·j) dxdy = -j~f (8Fx + 8Fx 8Z) dxd. 
} 8у 8z m · k } 8у 8z 8у у 

s о 

От поверхностного интеграла мы перешли и двойному интегралу по проеиции S1 поверх
ности S на плосиость Оху. Сведем этот интеграл и повторному интегралу по области на 
плосиости Оху, ограниченной иривыми у= У1 (х) и у= У2(х), изменяющимися от х1 
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( ) 
дFх дFх дZ 

до х2 рис. 8.2.1 . Величину ду + [)z ду, стоящую под интегралом, можно paccмa-

dFx 8Fx 8Fx 8Z 
тривать нан полную производную dy = ду + дz ду фуннции Fx = Fx(const, у, z) 

(параметр х при интегрировании по параметру у считается неизменным). Тогда 

х2 Y2(z) 

--!~ { (8Fx + 8Fx 8Z) dxdy == -! ! (8Fx + DFx 8Z) dydx = 
} ду 8z ду ду дz ду 

n х1 У1(х) 

Х2( У2(х) ) Х2 Х2 
= - J J d:; dy dx = - / F.(x, У2(х), z) dx + J Fж(х, У1(х), z) dx. 

х1 У1 (ж) х1 х1 

(8.2.9) 

От повторного интеграла мы перешли и двум обычным определенным интегралам. 
Фун:кция Fx принимает :значения на пространственной :кривой r(t). В первом интеграле 
правой части (8.2.9) переставим местами пределы интегрирования х1 и х2 , в результате 
чего интеграл изменит :знан на противоположный. После таной :замены интегрирова
ние в правой части (8.2.9) будет выполняться по :замннутому нонтуру, являющемуся 
проенцией :заданной пространственной нривой на плосность Оху, и мы можем перейти 
от двух обы:кновенных интегралов :к нриволинейному интегралу. Та:ким образом, мы 
выполнили преобразование 

{ { ( 8Fx • 8Fx ) J J дz ( m · J) - ду ( m · k) dS = 
S· 

Ж1 Х2 

= J F.(x, У;(х), z) dx + J F.(x, У1 (х), z) dx = f F.(x, у, z) dx = f F · idx. 
х2 х1 О О 

Обозначение области определения :криволинейного интеграла означает, что :кривая, по 
ноторой вьшолняется интегрирование, является :замннутой. С помощью аналогичных 
рассуждений и преобразований получим еще два равенства 

!! (8J: (m · i)- 8:: (m· j)) dS = f F.(x, у, z) dz = f F · kdz. 
s о о 

Сложив три последние равенства, получим фор.мулу Стокса 

!~[ ((8Fz _ 8Fy) m·i+ (8Fx _ 8Fz) m·j+ (8F11 _ 8Fx) m·k) dS= 
} 8у дz 8z дх 8х ду 

s 

= f F.(x, у, z) dx + Fv(x, у, z) dy + F.(x, у, z) dz = f t · F(r) ds. (8.2.10) 

о о 
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Можно поиазать, что формула Стоиса справедлива и в случае, когда поверхность .явля
ется: многосвязной, т. е. ограниченной одной внешней заминутой кривой на ней и не
сколькими внутренними замкнутыми кривыми, лежащими внутри внешней кривой. 

В последнем случае внутренние кривые должны иметь ориентацию, противоположную 
ориентации внешней кривой. То есть внешняя: кривая: должна быть связана с норма
лью поверхности правилом правого винта, а внутренние кривые должны быть свя:заны 
с нормалью поверхности правилом левого винта. При соблюдении этих правил поверх
ность всегда будет находиться: слева, е.сли двигаться: вдоль ее границы с положительной 
стороны по отношению к нормали. При многоионтурной границе в правой части ра
венства (8.2.10) должна сто.ять сумма криволинейных интегралов по всем замкнутым 
кривым, ограничивающим поверхность. 

Если кривая: ограничивает на поверхности S связную область, .является: замкнутой и 
регулярной, а функция: F(r) .является: однозначной, непрерывной и имеет непрерывные 
частные производные на заданной области поверхности, то поверхностный интеграл 
(8.2.7) связан с ириволинейным интегралом (8.2.6) равенством 

f t · F(г)ds = ± jj m· (V' х F(r)) dS. (8.2.11) 

s 
Знак плюс соответствует случаю, когда ориентация: замкнутой кривой и нормали к 
поверхности согласованы правилом правого винта, в противном случае в (8.2.11) должен 
стоять знак минус. Эта формула выражает теорему Стокса, утверждающую, что 
криволинейный интеграл от векторной функции F(r) по замкнутому ионтуру равен 
потоку ротора этой функции через поверхность, натянутую на контур. Для: замкнутых 
кривых, построенных на поверхности S, справедливы следующие равенства: 

f t х F(r)ds = ± jj(m х V') х F(r)dS, 
s 

f <p(r)tds = ± jj m х V'<p(r)dS, 
s 

(8.2.12) 

(8.2.13) 

где cp(r) - скалярная: функция: точки пространства. Знак в (8.2.12) и (8.2.13), иак 
и в (8.2.11), зависит от ориентации положительного обхода по иривой относительно 
нормали поверхности. Знак плюс берете.я: тогда, когда обход по замкнутой :кривой в 
положительном направлении при взгляде навстречу m осуществляется: против часовой 
стрелки. 

Формула Грина. Для: двухмерных кривых r(t) = [x(t) y(t)] т криволинейные ин
тегралы первого и второго рода определяются: аналогично ириволинейным интегралам 
для: пространственных кривых 

tmax 

j f(r) ds = j f(t) (dx) 2 (dy) 2 

dt + dt dt, (8.2.14) 

L tmin 

tmax tmax 

j t · F(r)ds = j ~: · F(r(t)) dt = j Fxdx + Fy dy, (8.2.15) 

L tmin tmin 

dr r' т 
где t = ds = /r'I - касательный вектор кривой, /(r) = [fж(х, у) /11 (х, у)] 

двухмерная: скалярная: функция:, .F(r) = [Fz(x, у) F11 (x, у)] т - двухмерная: вектор
ная: фуниция: точек иривой. Для: двухмерных замкнутых иривых существует формула, 
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являющаяся аналогом формулы Стоиса. Эта формула называется формулой Грина и 
связывает интеграл по неиоторой двухмерной (плоской) области с ириволинейным ин-
тегралом второго рода (8.2.15) по границе этой области. 
у Пусть дана неиоторая плоская область n, 

j 

i 

у-У2(х) ограниченная двухмерной иривой L, и двух-

у= yt(x) 

мерная веиторная фуниция F(r) на ней. Пусть 
r(t) есть радиус-вектор граничной иривой, ко
торая является замкнутой и направлена так, 

что обход области n осуществляется против ча
совой стрелии. Пусть границу области n можно 

х1 х описать двумя иривыми у= У1 (х) и у= У2(х), 
Рис. 8.2.2. Разбиение границы плоеной изменяющимися от х1 до х2, что поиазано на 
области рис. 8.2.2. В:ривые у == Yi (х) и у = У2(х) в 

совоиупности описывают rраницу L заданной 
плосиой области, только направление кривой у = Yi ( х) совпадает с направлением кри-
вой r(t), а направление иривой у== У2(х) противоположно направлению кривой. 

Рассмотрим интеграл по области 

! ! с::- д~ж) dS. 
n 

Представим часть этого интеграла в виде двуиратного интеграла 

ж2 ж2 

= - f Fx ( х, Y:i ( х)) dx + f F. ( х, Yj ( х)) dx = 

Жl Х2 

= j F. (х, У2 (х)) dx + j F. (х, У1 (х)) dx = f F.(x, у) dx. 

Х2 Х1 L 

Мы перешли от интеграла по области и ириволинейному интегралу по границе этой 
области. Аналогично получим равенство 

J J 8{: dS = f F11 (x, у) dy. 
О L 

Сложив два последних равенства, получим фор.мулу Грииа 

! ! (о:; - о:;) dS = f F.(x, y)dx + F11(x, y)dy = f t · 11\r) ds. (8.2.16) 

О L 1 L 

Можно поиазать, что формула Грина справедлива и в случае, когда область S1 явля
ется многосвязной. При этом в левой части равенства (8.2.16) должна стоять сумма 
криволинейных интегралов по всем заминутым иривым, а обход по ограничивающим 
область иривым должен осуществляться таиим образом, чтобы область всегда находи
лась слева. Формулу Грина можно получить иаи частный случай формулы Стоиса, по-
ложив в (8.2.10) F = [Fж (х) у) Fy(x, у) О]т, а за поверхность принять плосиость Оху. 
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Рассмотрим преобразование ве:кторной фун:кции .F( r) с помощью матрицы N, по
ворачивающей ве:ктор F на прямой угол против часовой стрел:ки и равной 

[о -1] N= 1 О. (8.2.17) 

После та:кого преобразования получим фун:кцию 

(8.2.18) 

После двойного преобразования получим ту же фун:кцию, но с противоположным зна:ком 

NNFr_r) = [~ -~] · [~ -~] · [::] = [~ -~] · [-::] = - [::] = -J!tr). (8.2.19) 

С помощью данного преобразования формула Грина примет вид 

f t · Ft r) ds = - f t · ( N · ( N · Ft r))) ds = 
L L 

= - !! \1 · (N. Jltr)) dS = ! ! ( 8J: -в:;) dS, (8.2.20) 

n n 

где У' - двухмерный набла-оператор. Приведенные формулы позволяют свести поверх
ностные интегралы :к :криволинейным интегралам. Заменим в равенстве 

-f t · (N· (N· J!tr))) ds = - !! \1 · (N· J!tr)) dS 
L О 

N · .F( r) на .F( r) и получим формулу Грина в следующем виде: 

J J \1 · Ft r) dS = f t · ( N · Ft r)) ds = f ~; · ( N · J!tr)) dt. (8.2.21) 

Q L L 

Эта формула будет использоваться при вычислении геометричес:ких хара:ктеристи:к 
плос:ких сечений. 

8.3. Геомежричеение :харавжериежини плоских еечеlШЙ 
При решении неноторых задач, например) расчете напряжений в сечении 

бални, требуется оперировать геометричесними харантеристинами сечений тел. 
Сечения тел описываются двухмерными нонтурами (2.12. 7). Плос:кие нонтуры 
представляют собой двухмернь~е составные замннутые нривые. Пусть дан не
ноторый нонтур в денартовой прямоугольной системе ноординат на плосности, 

ноторый описывается двухмерным радиус-вентором r(t) = [x(t) y(t)] . За по
ложительное направление нонтура примем таное направление его обхода, при 
нотором сечение остается слева. 
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Периметр еечения" Периметр плоеного сечения ра~ен длине ограничиваю
щего сечение нонтура и определяется интегралом 

L tmin 

tmax 

d·r. dr dt = ! 
dt dt 

tmin 

(dx) 2 (dy) 2 

dt + dt dt. 

В общем случае периметр можно вычислить нан сумму длин сегментов нонтура. 

Площадь и центр маее сечения. Площадь и статичесRие моменты сечения: 
относительно осей Rоординат определяется формулами· 

F= !! dF, 
F 

Sy = !! xdF, 
F 

(8.3.1) 

(8.3.2) 

где х и у - тенущие ноординаты бесRонечно малой площади dF, а интегрирова
ние ведется по площади сечения. При параллельном переносе осей Rоординат на 

у 
F 

Yq --
х' 

Xq х 

Рис. 8.3.1. Параллельный перенос осей ноординат 

веRтор q = [xq Уq]т (рис. 8.3.1), статичесние моменты в новой системе ноординат 
связаны со статичесRими моментами инерции в исходной системе следующими 

равенствами: 

(8.3.3) 

Точна, при переносе в ноторую начала Rоординат статичесRие моменты се
чения становятся равными нулю, является центром масс сечения. Координаты 
центра масс сечения определяются формулами 

Ву 
Хе= F' (8.3.4) 

Ось Rоординат, относительно Rоторой статичесRий момент сечения равен нулю, 
называется центраА.ъной. 
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Моменты инерции сечения. Осевые и центробежный моменты инерции се
чения определяются интегралами 

Jx = !! y2
dF, 

F 

Jy = !! x 2
dF, 

F 

1ху = ! ! ху dF. (8.3.5) 

F 

Осевые моменты инерции всегда положительны, а центробежный момент инер
ции может быть в.ав. положительным, тав. и отрицательным, в зависимости от 
расположения осей относительно сечения. Моменты инерции сечения в системе 
координат Оху и системе О' х' у', сдвинутой относительно первой на вектор 
q = [xq Yq]T, связаны равенствами 

Jx• = ! J(y-yq) 2 dF = Jx - 2yqSx + Уч2F, 
F 

Jy' = jf <x- xq)2 dF = Jy - 2xqSy + xq2F, 
F 

1ху' = J J (х - Xq)(y - Yq) dF = 1ху - XqSx - yqSy + XqYqF. 
F 

(8.3.6) 

(8.3.7) 

(8.3.8) 

При переходе от системы в.оординат Оху к системе координат О' х' у', повер
нутой относительно первой на угол <р (рис. 8.3.2), радиус-вектор r [х у]т 
преобразуется по формулам 

' . Х = Х COS <р + у Slll <р, 
1 • 

у =-xs1n<p+ycos<p. (8.3.9) 

Моменты инерции сечения в системе координат Оху и системе О' х' у', по
вернутой относительно первой на угол <р, связаны равенствами 

1х1 = lx cos2 <р - lxy sin 2<р + Jy sin2 <р, 

1у' - Jx sin2 
t.p + 1ху sin 2<р + Jy cos2 <р, 

Jx - Jy . 
1ху' = Jxy COS 2<р + 

2 
Slll 2<р. 

(8.3.10) 

(8.3.11) 

(8.3.12) 

Заметим, что величина Jp = Jx + ly = Jx' + Jy' одинакова в обеих системах 
координат. Эта величина называется полярным моментом инерции сечения. 

С изменением угла поворота <р осевые моменты инерции меняются, а их 
сумма остается неизменной. Следовательно, существует тав.ой угол <р, при в.ото
ром один из моментов инерции сечения достигает своеrо мав.симального значе

ния, в то время как другой момент инерции принимает минимальное значение. 

Дифференцируя выражение для Jx' по rp и приравнивая производную нулю, 
находим 

(8.3.13) 

25 - 5293 Головацов 
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В соответствии с формулой (8.3.12) центробежный момент инерции при данном 
угле равен нулю. Система ноординат, в ноторой центробежный момент инер
ции равен нулю, называется 2.11,авной системой координат. Если R тому же 

х 

Рис. 8.3.2. Поворот осей :координат 

эта система является центральной, то она называется 2.11.авной центра.11.ьной си

стемой координат. Если сечение имеет ось симметрии, то эта ось всегда будет 
главной. Осевые моменты инерции относительно главной системы ноординат 
называются главным3тr моментами инерции. Для их определения перепишем 
(8.З.10) и (8.З.11) в вjе 

/ Jx + Jy Jy - lx . 
Jx1 = 

2 2 
cos 2<р - Jxy s1n2<p, (8.3.14) 

Jx + Jy ly - Jx . 
Jy' = 

2 
+ 

2 
cos 2<р + Jxy s1n 2<р. 

Учитывая, что 

. tg 2<р 
s1n2<p = , 

../1+tg2 2<р 

ИСRЛЮЧИМ при помощи (8.3.13) угол <р и получим 

т Jx + Jy 
Jтах = + 2 

7 • _ Jx + Jy 
Jmш -

2 

(
Jy - 1х)2 J 2 

2 + ху ' 

(
Jy-lx)2 J 2 

2 + ху. 

(8.3.15) 

(8.3.16) 

(8.3.17} 

(8.3.18} 

Вычиеп:ение :моментов инерции еечевия. Таи же иаи и все иривые, ионтур 
описан в параметричесиой форме и не имеет своих явных уравнений, связы
вающих иоординаты его радиус-вентора. Без явных уравнений мы не можем 
воспользоваться непосредственно формулами (8.3.1), (8.3.2), (8.3.5) для опре
деления геометричесиих харантеристии сечения. Всю геометричесиую инфор
мацию о ионтуре несет фуниция его радиус-веитора от неиоторого внутреннего 
параметра. Для вычисления геометричесиих хараитеристии воспользуемся фор
мулой Грина (8.2.20), позволяющей свести поверхностный интеграл и ириволи
нейному интегралу. 
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Положим в (8.2.20) последовательно: F'(r) = r, F'(r) = xr, F'(r) = yr, F'(r) = 
= x 2r, F'(r) = y2r, F'(r) = xyr, где r = [х у]т радиус-вентор точни сечения. 
Тогда'\'· (r) = 2, '\' · (xr) = Зх, '\' · (yr) =Зу, '\' · (x2r) = 4х2 , '\' • (y2r) = 4у2 , 
'7 · (xyr) = 4ху. Для каждого случая вычислим правую часть равенства (8.2.20): 

!! V · rdF = !! 2dF = 2F, 
F F 

!! V · (xr)dF = ! ! 3xdF = ЗSу, 
F F 

!! V · (yr)dF = !! 3ydF = 38,,,, 

F F 

f f V · (x
2
r) dF = f f 4х2 

dF = 4Jy, 
F F 

!! V · (y
2
r)dF = /! 4y

2
dF = 4Jx, 

F F 

/! V·(xyr)dF= !! 4xydF=4Jxy· 

F F 

Подставим вычисленные значения в формулу Грина (8.2.20) и получим формулы 
для определения площади, статичесних моментов и моментов инерции плоеного 

сечения через :криволинейные интегралы по ограничивающим его :контурам: 

1 f dr 1 f ( dx dy) F = - - · (N · r) dt = - -у-+ х- dt 
2 dt 2 dt dt ' 

(8.3.19) 

1 f dr 1 f ( 2 dx dy) S = - · (N · (yr)) dt = - -у + ху- dt 
х 3 dt 3 dt dt ' 

(8.3.20) 

1 f dr 1 f ( dx 2 dy) S =- -·(N·(xr))dt=- -ху-+х - dt 
у 3 dt 3 dt dt ' 

(8.3.21) 

1 f dr ( 2 ) 1 f ( 3 dx 2 dy) Jx :-- 4 dt . N. (у r) dt = 4 . -у dt + ху dt dt, (8.3.22) 

1 f dr ( 2 ) 1 f ( 2 dx 3 dy) J = - - · N · (х r) dt = - -ух - + х - dt 
у 4 dt 4 dt dt ' 

(8.3.23) 

1 f dr ) 1 f ( 2 dx 2 dy) Jxy = 4 dt · {N · (xyr) dt = 4 -ху dt + х у dt dt. (8.3.24} 

25* 
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Если плоеное сечение ограничено одним внешним :контуром, то :криволинейный 
интеграл должен быть взят при обходе :контура против часовой стрел.ни. Если 
сечение :кроме внешнего :контура ограничено еще и внутренними :контурами, 

то и интегралу по внешнему :контуру должны быть добавлены интегралы по 
внутренним :контурам, вычисленные при их обходе по часовой стрел:ке. Та:ким 
образом, в формулах (8.3.19)-(8.3.24) стоят суммы интегралов по всем :кон
турам, ограничивающим плоеное сечение и имеющим соответствующую ори

ентацию. Будем считать, что интегрирование выполняется по всем границам 
плоеного сечения, и опустим зна:к суммы. Полученные определенньtе интегралы 
могут быть вычислены с помощью нвадратурных формул, :которые мы рассмо
трим ниже. 

8.4. Длина и центр маее кривой лишm 

Длина нривой. Длина :кривой определяется интегралом 

(8.4.1) 

Для двухмерной :кривой :координату z радиус-вектора -кривой следует опустить 
(положить равной нулю). Если для :кривой определить фун:кцию распределенной 
по ней плотности p(t), то интеграл 

tщах tщах 

М = j p(t)Jr1 
• r' dt = j p(t) 

dx dy dz 
( )2 ( )2 ( )2 

dt + dt + dt dt (8.4.2) 

определит массу :кривой. 

Центр маее кривой. Пусть на :кривой определена функция распределенной по 
ней плотности р = p(t). Тогда интегралы 

tmax tщах 

S"= f pxds= j px./r'·r'dt= f рх ( dx) 
2 

(dy) 
2 

(dz) 
2 

dt + dt + dt dt' 
L tnl.in tmin 

(8.4.3) 

( dx)
2 (dy) 2 

(dz)
2 

dt + dt + dt dt, 

tщах tmax 

Sy = f ру ds = f pyv1r1 
• r' dt = f fYY 

L tmin tmin 

(8.4.4) 

( dx)
2 

(dy)
2 

(dz)
2 

dt + dt + dt dt 

tmax tmax 

Sz = j pzds = j pz../r1 ·r'dt = j pz 
L tmin 

(8.4.5) 
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определяют статичес:кие моменты :кривой относительно осей :координат. Ста
тичес:кие моменты являются :компонентами не:которого ве:ктора, та:к :ка:к при 

преобразовании :координат они изменяются тан же, :ка:к :компоненты ве:ктора. 

При переносе начала :координат в точ:ку Qc = [хе Ус Zc]T статичес:кие моментъ1 
инерции в новой системе :координат будут равны 

Sy' - Sy - УсМ, 

Точ:ка, при переносе в :которую начала :координат статичесние моменты стано
вятся равными нулю, является центром масс :кривой. Таним образом, коорди
наты центра масс :кривой определяются формулами 

Sx 
Хе= М' 

Sy 
Ус= М' 

Sz 
Zc = м· (8.4.6) 

Для :кривой, та:к же :как и для тела, можно определить моменты инерции. 
Формулы для их вычисления аналогичны формулам для вычисления моментов 
инерции тел, с той лишь разницей, что интегрирование ведется не по объему, 
а по кривой линии. Вычисление моментов инерции мы рассмотрим ниже. 

8.5.* Поверхностные интеrралы 

Определение геометрических хара:ктеристи:к тел приводит :к вычислению поверх
ностных и объемных интегралов. Таи :ка:к всю геометричес:кую информацию о теле 
несут его грани, :которые описываются поверхностями в параметричес:ком виде, то объ
емные интегралы мы сведем к поверхностным интегралам. Пусть дано не:которое тело 
в де:картовой прямоугольной системе :координат Oxyz. Орты этой системы :координат 
обозначим через i, j, k. Пусть в этой системе :координат задана не:которая с:калярная 
/(r) или векторная F(r) фун:кция ТОЧRИ r = (х у z]T. Для точеи, принадлежащих гра
ням тела, эти фун:кции являются фун:кциями параметров поверхностей граней и и v, 
таи :ка:к х = х(и, v), у= у(и, v), z = z(u, v). 

Поверхностными интегралами первого рода называются интегралы вида 

!! f(r)dS, (8.5.1) 

s 

где f(r) = f(x, у, z) - заданная с:калярная фун:кция точ:ки поверхности тела r, а 
интегрирование выполняется по всей поверхности S тела. Воспользуемся равенством 
(1.7.15) для бесконечно малого участ:ка площади поверхности и перейдем от поверхност
ного интеграла (8.5.1) :к двойному интегралу 

j j f(r) dS = j j f(u, v)Jg11g22 - g12
2 dudv, (8.5.2) 

s о 

где gll, g22' gl2 - :коэффициенты первой :квадратичной формы поверхности (1.7.8), n
область, на :которой задана фун:кция точ:ки, является областью изменения параметров 

и и v поверхности, f(и, v) = f (r(u, v)) - фун:кция параметров поверхности. 
Поверхностнь~.мu uптеграламu второго рода называются интегралы вида 

j j m · F(r) dS, jj mxF(r)dS, jj <p(r)mdS, (8.5.3) 

s s s 
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где m нормаль поверхности тела, F(r) = F(x, у, z) - заданная ве:кторная фун:к
ция точ:ки поверхности тела r, <p(r) - заданная с:калярная фун:кция точ:ки поверхности 
тела r. Интегрирование выполняется по всей поверхности S тела. Подставим винте
гралы (8.5.3) выражение для нормали поверхности (1.7.18) и выражение (1.7.15) для 
бес:конечно малого участ:ка площади и перейдем :к двойным интегралам по области па
раметров граней тела 

ar ar 

//(r1 х r2) ·F(u, v)dudv, 

11 

j j (r1 х r 2 ) х F(u, v) du dv, 

11 

j j 'Р(и, v)(r1 х r2) dudv, 

11 

(8.5.4) 

где r1 = ди, r2 = av частные производные радиус-ве:ктора поверхности по параме-

трам поверхности, F( и, v) = F(r( и, v)) - ве:кторная фун:кция параметров поверхности. 

Запишем интегралы (8.5.4) в нес:коль:ко ином виде. Рассмотрим величину i dy dz + 
+ j dzdx + kdx dy для точен поверхности. Rоординаты радиус-ве:ктора r = [х у z]т 
поверхности являются фун:кциями параметров поверхности х = х(и, v), у = у(и, v), 
z = z(и, v). Используя равенства 

ау 

dydz = аи 
az 

ау 

av 
az 

аи av 

dиdv, dzdx = 

az 
аи 
ах 

az 
av 
ах 

аи av 

dиdv, 

ах 

dxdy = аи 
ау 

ах 

av 
ау 

аи av 

перейдем в величине i dy dz + j dz dx + k dx dy :к параметрам поверхности 

i dy dz + j dz dx + ~ dx dy == 

dиdv, 

= i (ау az - 'ау az) dиdv + j (az ах - az ах) dиdv + k (ах ау - ах ау) dиdv = 
аи av av аи аи av av аи аи av av аи 

( ах . ау . а z k) d (ах . ау . а z k) d 
-1 + -J + - и х -1 + -J + - v 
аи аи аи av av av 

= (r1 х r2)dиdv = m.Jg11g22 -g12g21 dиdv == mdS. (8.,5.5) 

Мы получили величину, стоящую в поверхностных интегралах второго рода (8.5.4) 
или (8.5.3). При переходе от переменных интегрирования х, у, z :к переменным ин
тегрирования и, v предполагалось, что отображения (у, z) -+ (и, v), (z, х) -+ (и, v), 
(х, у) (и, v) взаимно однозначны, непрерывны и имеют отличный от нуля я:кобиан. 
Пусть в пространстве задана ве:кторная фун:кция 

F(r) = iFx(x, у, z) +jFy(x, у, z) + kFz(x, у, z). (8.5.6) 
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Тогда, используя преобразование (8.5.5), получим 

J J m · F(r) dS = !! Fж dydz + Fy dz dx + Fz dxdy, (8.5.7) 
s s 

jj m х F(r)dS = 
s 

= J J i(Fz dxdz - Fy dxdy) + j(F, dy dx - F, dy dz) + k(Fy dz dy - F, dz dx), (8.5.8) 
s 

j j rp(r)mdS = j j rpidydz + rpjdzdx + rpkdxdy, (8.5.9) 
s s 

где координаты х, у, z принадлежат поверхности. Найдем свнзь поверхностных инте
гралов второго рода с объемными интегралами. 

Формула Остроrрадсноrо-Гаусса. Оболочка тела ограничивает односвязную область 
пространства. Рассмотрим объемный интеграл от дивергенции векторной функции 
(8.5.6) 

!!! \7 · F(r) dV = !!! ( 8:: + д~у + 
8Jz•) dV, (8.5.10) 

v v 
где \7 - набла-оператор или оператор Гамильтона (1.11.13), ноторый в принятых обо
значениях данной системы ноординат имеет вид 

(8.5.11) 

Предположим, что нам известно нвное уравнение поверхности оболочки в любом из ви
дов: х = Xi(y, z), у = Yi(z, х), z = Zi(x, у). Индекс i нвных уравнений говорит о 
том, что замкнутая оболочка в общем случае описывается несколькими поверхностями. 

х 

--------,,,,,,,,..,,,. ...-- ---........ 
/ .......,. 

-------,,...,.,,,....-- ---....... 
/ .......,. 

i 
j 

у 

Рис. 8.5.1. Разбиение замннутой оболочни на три харантерные части 

Например, наждая прямая, проходящая через тело, пересенает его четное число раз, 
снолько раз входя в него, стольно раз и выходя из него. Кроме того, могут существо
вать участи.и поверхности тела, насающиеся уназанных прямых. Пусть m есть нормаль 
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тела. Предположим, что в одном из вариантов поверхность тела можно описать тремя 
уравнениями х = Хо(у, z), х = Х1(у, z), х = Х2(у, z). Пусть уравнение х = Х1 (у, z) 
описывает часть 81 поверхности тела, нормаль :которой образует тупой угол с ортом i 
(m · i < О), уравнение х = Х2 (у, z) описывает часть 82 поверхности тела, нормаль 
:которой образует острый угол с ортом i (m · i > О), уравнениех = Х0 (у, z) описывает 
цилиндричес:кую часть 80 поверхности тела, нормаль :которой ортогональна орту i 
(m · i = О). Поверхности х - Х0 (у, z), х = Х1 (у, z), х = Х2 (у, z) приведены на 
рис. 8.5.1. 

Тогда для части объемного интеграла (8.5.11) можно выполнить следующие пре
образования 

111 8J: dV = IJ ( xj,z) д:хх dx) dydz = 

V S X1(y,z) 

= / / F,(X2(y, z), у, z) dy dz - / / Fx(X1 (у, z), у, z) dy dz. 

S2 S1 

Нормаль поверхности х = Х2 (у, z) совпадает с нормалью оболоч:ки тела, а нормаль 
поверхности х = Х1(у, z) направлена Против нормали оболоч:ки тела, поэтому при 
переходе от интегрирования: по перечисленным поверхностям :к интегрированию по 

поверхности тела, следует изменить зна:к перед вторым интегралом в правой части 

последнего равенства. Добавим :к интегралам по поверхностям 81 и 82 интеграл по ча
сти поверхности 80 х - Х0 (у, z), :который равен нулю. Та:ким образом, имеет место 
равенство 

lll8:'x=dV= 11 Fx(x,y,z)i·mdS. 
v s 

Интегрирование в правой части последнего равенства выполняется: по всей поверхности 
оболоч:ки. Нетрудно до:казать, что данное равенство справедливо при любой форме тела 
и любом представлении его поверхности. Аналогично получим еще два равенства 

111 8J; dV = 11 Fy(x, у, z)j · mdS, 
v s 

1118:: dV = 11 F,(x, у, z)k · mdS. 
v s 

Сложив три последние равенства, получим фор.мулу Остроградского-Гаусса 

J"fj (8Fx 8Fy 8Fz) jj . . ) 8 }" дх +Ву+ дz dV= (Fxi+FyJ+Fzk ·md. (8.5.12) 

v s 

Поверхностные интегралы (8.5.8) и (8.5.9) та:кже можно связать с интегралами по объ
ему. Формулы, связывающие поверхностные интегралы (8.5.8) и (8.5.9) с интегралами 
по объему, приведем без вывода. 

Если объем тела V я:вля:ется:. ограниченным и пространственно односвязным, 
поверхность тела 8 - зам:кнутой и регулярной, а фун:кции F(r) и <p(r) - однознач
ными, непрерывными и имеющими непрерывные частные производные внутри обо
лоч:ки тела и на ее поверхности, то поверхностные интегралы (8.5.4) связаны с инте
гралами по объему тела соответственно теоремой Остроградского-Гаусса (теоремой 
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о дивергенции), теоремой о роторе и теоремой о градиенте: 

!! m·F(r)dS= !! ! V'·F(r)dV, (8.5.13) 

s v 

J f m х F(r)dS = j /!У' х F(r)dV, (8.5.14) 

s v 

j j ip(r)mdS= j j j V'ip(r)dV, (8.5.15) 

s v 
Если тело описывается несRольRими гранями, то в формулах подразумевается сумми
рование по граням тела. Заметим, что m есть нормаль грани тела, а не поверхности 
этой грани. Нормаль грани всегда направлена наружу тела, а нормаль поверхности, 
на ноторой базируется грань, может совпадать с нормалью грани или может иметь 
противоположное направление. При выводе формулы Остроградсного-Гаусса мы опира
лись на то, что система RООрдинат является денартовой. Равенства (8.5.14) и (8.5.15) 
справедливы в евнлидовых пространствах. 

Теорема ОстроградсRого-Гаусса гласит, что интеграл от дивергенции веRторного 
поля по неноторому объему равен потоку поля через поверхность, ограничивающую этот 
объем. Венторная функция F(r) в (8.5.13) сама может быть получена с участием набла-
оператора, например, F(r) = V'cp(r), F(r) = фV'cp(r) или F(r) = фV'cp(r) - cpV'ф(r). 
Для- приведенных функций теорема ОстроградсRого-Гаусса имеет вид 

j j j V'2 ip(r) dV = JJ m · V'ip(r) dS, (8.5.16) 
v s 

J J J (У'ф(r) · V'ip(r) + ф(r)V'2 ip(r)) dV = J j ф(r)m · V'ip(r) dS, (8.5.17) 
v s 

J J J (Y'ф(r)V'2 ip(r)-ip(r)V'2ф(r)) dV = J j m · (Ф(r)V'ip(r)-ip(r)V'ф(r)) dS. (8.5.18) 
v s 

Теорема Остроградского-Гаусса позволит нам при вычислении геометричесRих харак
теристик перейти от интегралов по объему тела н интегралам по его поверхности. 

8.6. Площадь поверхности, объем и центр масс тепа 
Площадь поверхноети тела. Площадь поверхности тела слагается из площа

дей поверхности его граней. Площадь S :каждой поверхности определяется ин
тегралом 

S = 11dS=11 Jg11g22 - g122 dudv. (8.6.1) 

s n 
Площадь поверхности тела равна сумме площадей граней 

S = :Е // dS . :Е // J g11i22 - g12
2 du; dv;, 

i Si i fli 

(8.6.2) 

где ui, vi - параметры-поверхности i-й грани тела, !li - область определения 
параметров поверхности i-й грани тела. В дальнейших формулах геометриче-
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свих хараитеристив тела мы опустим знаи суммирования и индеисы граней, 

считая, что суммирование, ~стественно, выполняется. 

Объем тела. Положим в (8.5.13) F(r) = r. Тогда \! · (r) = 3 и из теоремы 
Остроградсвого-Гаусса получим 

j j m · r dS = 3 /// dV = 3V. 
s v 

Таним образом, объем тела определится формулой 

V = ~ j j m · r dS = ~ j j m · r./ g 11g22 - g 12
2 du dv. (8.6.3) 

s n 
Пусть плотность тела р постоянна по всему его объему. Тогда масса тела опре
делится формулой 

~ 

М = pV - ~ j j m · rdS = ~ J J m · r./ g11g22 - g 12
2 du dv. (8.6.4) 

s n 
Если плотность тела не является постоянной, то нам не удастся перейти от ин
теграла по объему в интегралу по поверхности тела при вычислении его массы. 

В формулах (8.6.3) и (8.6.4) подразумевается суммирование по граням тела. 
Заметим, что m есть нормаль грани тела, а не поверхности этой грани. Нор
маль грани всегда направлена наружу тела, а нормаль поверхности, на воторой 
базируется грань, может совпадать с нормалью грани или может иметь про
ТИВ'Оположное нормали грани.направление. В общем случае тело может иметь 
пустоты внутри. Тогда оно описывается несиольними замкнутыми оболочвами, 

z dS 

i 
х 

Рис. 8.6.1. Пирамида с беско
нечно малым основанием dS 

одна из воторых является внешней, а остальные вну
тренними и полностью лежат внутри внешней обо
лочви. Нормаль и любой оболочие направлена вне 
объема тела. Интегрирование в (8.6.3) и (8.6.4) вы
полняется по всем оболочвам, ван внешней оболочве, 
тан и внутренним оболочвам. 

Формулу (8.6.3) можно получить и другим спосо
бом. Рассмотрим бесвонечно малый участок dS по
верхности невоторой грани тела. Построим элемен
тарную пирамиду на базе бесионечно малого участва 
dS с вершиной в начале :координат и прямолиней
ными образующими. Таная элементарная пирамида 

приведена на рис. 8. 6.1. Основанием пирамиды является рассматриваемый бес
конечно малый участон dS поверхности. 

Пусть поверхность рассматриваемой грани описывается вевторной фуницией 
r = r( и, v). Рассмотрим выражение 

1 
-m· rdS 
3 ' 

где m - единичный вевтор нормали рассматриваемой поверхности. 

(8.6.5) 

Абсолютная величина выражения m · r dS равна объему элементарной пи
рамиды, построенной на участие поверхности dS, тав иаи модуль m · r предста
вляет собой высоту, опущенную из вершины пирамиды на ее основание. Знаи 
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m · r dS зависит от ориентации нормали поверхности и ее радиус-вентора. Если 
вычислить интеграл от выражения (8.6.5) по всем граням тела, то в силу того, 
что оболочна тела всегда является замннутой и ориентируемой, получим объем 
этого тела. 

Статические моменты тела. Центр масс тела определяется с помощью ста
тичесних моментов. Статичесние моменты тела относительно ноординатных 
плосностей соответственно равны объемным интегралам 

Мх = /!! pxdV, (8.6.6) 

v 

Му = !!! pydV, (8.6.7) 

v 

М, = /!! pzdV, (8.6.8) 

v 

где р - плотность тела. Интегрирование выполняется по объему тела. Пусть 
плотность тела постоянна по всему его объему (р = const). Это позволит нам 
при вычислении геометричесних харантеристин тела перейти от интегрирова
ния по объему н интегрированию по поверхности тела. Для вычисления стати
чесних моментов тела положим в (8.5.13) последовательно F(r) = xr, F(r) = yr, 
F(r) = zr. Тогда V · (xr) = 4х, V · (yr) = 4у, V · (zr) = 4z и из теоремы о 
дивергенции получим 

JJ m·(xr)dS= JJJ \l·(xr)dV=4JJJ xdV, 
s v v 

J J m · (yr) dS = J J J \l · (yr) dV = 4 J J J у dV, 
s v ' v 

J J m · (zr) dS = J J J \l · (zr) dV = 4 J J J z dV. 
s v v 

Таним образом, статичесние моменты тела можно вычислить с помощью по
верхностных интегралов по формулам 

Мх = ~ // m · (xr) dS = ~ // m · (xr)J g11g22 - g122 dudv, (8.6.9) 

s n 

Му = ~ J J m · (yr) dS = ~ J J m · (yr)Jg11g22 - g122 dudv, (8.6.10) 

s n 

М, = ~ // m · (zr) dS = ~ J J m · (zr)Jg11g22 - g122 dudv. (8.6.11) 

s n 
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В формулах (8.6.9)-(8.6.11) подразумевается суммирование по граням тела. Тан 
же ван и в (8.6.6) m - нормаль граней тела. Полученные двойные интегралы 
могут быть вычислены с помощью нубатурных формул. 

Статичесние моменты представляют собой компоненты вентора, так как при 
преобразованиях ноординат ведут себя аналогично номпонентам вентора. Вен-

тор М = [Мх Му Мz]т можно получить, положив в (8.5.13) F(r) = (1/4)rr, где 
rr диадное произведение венторов. Тогда 

V · (!rr) = _!_ [~ 
4 4 ах 

а 

ау 

а [хх ху xz] дz] · ух уу yz = 
zx zy zz 

а(хх) + а(ху) + a(xz) 
ах ау az 

= 1 8(ух) + а(уу) + a(yz) 
4 ах 8у 8z 

a(zx) + a(zy) + 8(zz) 
ах 8у 8z 

и, используя теорему о дивергенции, получим 

М = р j jj rdV = : j jj 'V · (rr) dV = : // m · (rr) dS = 
v v s 

[~] = r 

= : j j r(m · r) dS = : // r(m · r)J g11g22 - g12
2 dudv. (8.6.12) 

s n 

Формулу (8.6.12) можно получить, рассмотрев элементарную пирамиду, при
веденную на рис. 8.6.1. Центр масс элементарной пирамиды, поназанной на 
рис. 8.6.1, определяется радиус-вектором (3/4)r. Произведение массы на радиус
вентор центр.а масс элементарной пирамиды определяет статичесний момент 
элементарной пирамиды. Предел суммы статичесних моментов всех элемен
тарных пирамид тела равен статичесному моменту этого тела. При этом объем 
элементарной пирамиды должен быть взят со званом, соответствующим знану 
сналярного произведения m · r. В результате мы придем н формуле (8.6.12). 

Центр масс тeJia. Рассмотрим, кан изменятся статиче сние моменты при па
раллельном переносе начала декартовой прямоугольной системы Рюординат. 
Пусть начало декартовой прямоугольной системы ноординат Oxyz перемещено 
на вентор q, имеющий в данной системе номпоненты q = [xq Yq zq]т. В новой 
системе воординат O'x'y'z' радиус-вентор точни тела равен r' = r - q, а вентор 
статичесного момента будет равен 

М'= !!/ pr'dV= /// p(r-q)dV =M-qpV. (8.6.13) 

v v 
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Если мы перенесем начало Рюординат Oxyz на веRтор 

м м 
qc = pV = М' (8.6.14) 

то статичеСRИЙ момент в новой системе 1tоординат будет равен нулю. ТочRа, 
при параллельном переносе в Р\Оторую начала н.оординат статичесн.ие моменты 

тела становf.lтСf.1 равнь1ми нулю, назь1ваетсfl центром масс тела. Таи.им обра
зом, формула (8.6.14) определflет радиус-вен.тор центра масс тела. Координаты 
центра масс вычислf.lютсf.1 формулами 

Мх 
Хе= pV' 

Му 
Ус= pV' 

Mz 
Zc = pV' (8.6.15) 

Система ноординат, в ноторой статичесн.ие моменть1 тела равны нулю, назьmа
етсf.1 центра.л.ъной системой координат. 

При преобразовании ноординат r' =А· r, где 

а12 а~з] 
а22 а2з , 

аз2 азз 

вен.тор статичесн.ого момента и его н.омпоненты преобразуютсf.1 по формулам 

или 

М' = ! ! ! pr' dV = ! ! ! рА · r dV = А · М 
v v 

Мх' = а11Мх + ai2My + aiзMz, 
Му' == а21Мх + а22Му + а2зМz, 
Mz' = аз1Мх + аз2Му + аззМz. 

(8.6.16) 

Из формул преобразованиf.1 следует, что в центральной системе н.оординат ста
тичесн.ие моменть1 тела всегда равны нулю независимо от ориентации н.оорди

натных осей. 

8.7. Моменты инерции тела 

Моменты инерции тела определflЮТСf.1 объемными интегралами 

Jxx = /!! р(у2 + z2
)dV, 

v 

Jyy = /! ! p(z
2 + х2 ) dV, 

v 

Jzz = /!! р(х2 
+y2)dV, 

v 

(8.7.1) 
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Jxy - Jyx = - /// pxydV, 

v 

Jyz = Jzy = - / / / pyz dV, 

v 

Jzx = Jxz = -111 pxzdV, 

v 

(8.7.2) 

где х, у, z - RОМпоненты радиус-веRтора r. Величины Jxx, Jyy, Jzz назь1ва
ются моментами инерции тела относительно соответствующих Rоординатных 

осей, а величины -Jxy, -Jyz, -Jzx называются центробежными моментами 
инерции тела. Интегрирование в (8.7.1)-(8.7.2) выполняется по объему тела. 
Пусть плотность тела постоянна по всему его объему, это позволит вычислить 
объемнь1е интегральI через поверхностнь1е интегралы. 

Тензор инерции. Моменты инерции вводятся при рассмотрении движения 
(вращения) твердого тела, имеющего неподвижную точRу. Поместим начало 
Rоординат в неподвижную точRу, тогда СRорость неRоторой ТОЧRИ тела опреде
ляется соотношением v = Lt.J х r, где Lt.J ~ вентор мгновенной угловой снорости 

тела. Вентор момента :количества движения тела равен 

L = J JI r х (w х r)pdV = / // (r
2w - (r · "1)r)pdV. (8.7.3) 

v v 

Проенции веRтора момента :количества движения тела на оси денартовой си
стемы :координат равны 

Lx = Wx /11 р(у2 + z 2
) dV-wy /// pxydV-wz 111 pxzdV = 

v v v 
= WxJxx + WyJxy + WzJxz' 

Ly = -Wx / / / (YYXdV + Wy // / p(z
2 + х2 ) dV - Wz 111 (YYZdV = 

v v v 
= WxJyx + WyJyy + WzJyz, 

Lx = -Wx / // pzxdV-wy /// pzydV +wz /// р(х2 + y2
)dV = 

v v v 
= WxJzx + WyJzy + Wz]zz' 

где wx, wy, Wz Rомnоненты вентора угловой снорости. В результате вентор 
момента :количества движения тела можно определить формулой 

L = J · w, (8.7.4) 
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где величина J определяется матрицей, элементами :которой являютсfI осевые 
моменты инерции (8.7.1) и центробежные моменты инерции (8.7.2), взятые с 
противоположным знаком: 

(8.7.5) 

Тан ван (А) и L являются аксиальнь1ми венторами (ансиальный вентор или псев
довентор изменяет свое направление на противоположное при переходе от пра

вой системы но ординат н левой), то величина J должна представлять собой 
тензор второго ранга. Действительно, при преобразовании rшординат, описы
ваемых неноторой матрицей А, величины w и L преобразуютСfI по форму
лам w' = А· w (или w' = -А· w) и L' = А· L (или L' = -А· L), тогда 
L' = ±А· L = ±А · J · w = ±А · J · Ат · А· w = А · J ·Ат · w' = J' · w' и величина 
J должна преобразовыватьсfI по формуле 

J' =А· J ·Ат. (8.7.6) 

ТаRИМ образом, моменты инерции тела (с точностью до знаRа) являются RОМ
понентами тензора J, ноторый называется тензором инерции. Компоненты 
тензора инерции зависят от ориентации системы ноординат, но тензор инерции 

представляет собой физичесний объеRт, не зависящий от ориентации системы 
Rоординат. Тензор инерции хараRтеризует инертность тела при его вращении 
воRруг неноторой неподвижной точRИ и ffвляется аналогом массы, ноторая ха
рантеризует инертность тела при поступательном движении. Тензор инерции 
имеет различные значения в различных точнах тела ( ffвляется фуннцией непо
движной точни тел·а). Он образует тензорное поле. 

Собственные значения матрицы инерции. В формуле (8.7.4) вентор ноличе
ства движениfI L в общем случае не совпадает по направлению с вентором угло
вой СRорости (А). Это приводит R тому, что при вращении тела воЩ>уг заданной 
оси, в точнах нрепления тела вознинают зависящие от модуля угловой СRорости 
реанции. Таное вращение является динамичесни неуравновешенным. Bыffc-
1mм, существуют ли длfI данного тензора инерции J тание направления, при 
ноторых вентор ноличества движения L совпадает по направлению с веRтором 
угловой спорости w. Пусть это направление определяетсfI единичным вентором 
е = [х у z]T, тогда вектор J · е, должен быть пропорционален вентору е. 
Запишем это условие в виде равенства 

J · е - Ле = (J - ЛЕ) · е = О, (8.7.7) 

где Л - пона неизвестный СRаляр, Е - тензорная единица ранга тензора J. 
Проецируя это равенство на оси ноординат, получим три равенства 

( Jxx - Л)х + lxyY + lxzZ = О, 

lxyX + (Jyy - Л)у + JyzZ =О, 

lxzX + J.vzY + (Jzz - Л)z =О, 

(8.7.8) 
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ноторые будем рассматривать нан однородную. систему линейных алrебраиче
сних уравнений относительно х, у, z. Тривиальное решение нам не подходит, 
та:и R.aR. необходимо найти веR.тор, для R.оторого 

х2 + у2 + z2 = 1. (8.7.9) 

Система (8.7.8) имеет нетривиальные решения, R.огда определитель системы 
равен нулю: 

-о - . 

Это равенство въшолняется, ноrда сналнр ,.\удовлетворяет уравнению 

..\
3 

- /1..\
2 +12..\ - Iз =О, 

где 

f1 = Jxx + Jyy + J:zz, 

f 2 == 
Jxx Jxy 

+ 
Jyy Jy:z 

+ 
Jzz Jzx 

Jyx Jyy Jzy Jzz Jxz Jxx ' 

Jxx Jxy Jxz 

Iз - Jyx Jyy Jyz . 
Jzx Jzy Jzz 

(8. 7.10) 

(8.7.11) 

Уравнение (8.7.11) называется характеристическим уравнением тензора 
инерции. I-\орни ..\1, ..\2, ..\з хараR.теристичесR.ого уравнения (8.7.11) являются 
действительными, таи R.ан. матрица тензора инерции является симметричной. 
СR.аляры ,.\i, i = 1, 2, 3 являются собственными значени.ями матрицы момен
тов инерции. Rаждому ,.\i соответствует собственный вентор ei· 

Главные оси инерции. Предположим, что собственные значения матрицы 
инерции ,.\ 1 и ..\2 различны. ПоR.ажем, что соответствующие им собственные 
веR.торы el и е2 ортогональны. Действительно, для данных собственных зна
чений выполняются равенства 

Умножим первое равенство сналярно на е2 , а второе - на е 1 и вычтем второе 
из первоrо. Используя симметрию тензора инерции, получим 

е2 · J · el - ..\1 е2 · el - el · J · е2 + ..\2е1 · е2 = О 

или 

Из последнеrо равенства в силу предположения ..\2 =J. ..\1 следует, что е 1 · е2 = О 
и собственные веR.торы el и е2 ортоrональн1)1. Аналогично доR.азывается ортого
нальность друrих собственных венторов. Будем говорить, что собственный веR.
тор определяет rлаввое направление тензора инерции в пространстве. Если два 
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из трех собственных значения: матрицы инерции равны, то мы сможем опреде
лить только одно из главных направлений, а другими главными направления:ми 

могут быть любые направления:, ортогональные найденному направлению. Если 
все три собственных значения: матрицы инерции равны между собой, то глав
ными направлениями могут быть любые направления в пространстве. В любом 
случае можно получить три взаимно ортогональных главных направления. 

Три взаимно ортогональных главных направления:, соответствующих соб
ственным векторам ei, е2, ез определяют главные оси инерции тела и я:влfпотся: 
базисными векторами главной системы координат. Если орты новой декартовой 
прямоугольной системы координат ориентировать вдоль главных направлений, 

то осевые моменты инерции тела будут равны собственным значениям матрицы 
инерции, а центробежные моменты инерции будут равны нулю, т. е. Jн = Л1, 
J22 = Л2, Jзз = Лз, J12 = О, J2з = О, J1з = О. Докажем это. Для: главных 
направлений вьmолняются: равенства 

J · ei = Ai ei, i = 1, 2, 3. 

Тогда 
(8.7.~2) 

что доиазывает высказанное утверждение. Матрица тензора инерции в главной 
системе координат имеет вид 

О] [Jн 
о = о 
Лз О 

о ] о . 
Jзз 

(8. 7.13) 

Система координат, в которой все центробежные моменты инерции тела равны 
нулю, называется: главной системой координат. Моменты инерции J11, J22, 
Jз3 в главной системе координат называются: главными моментами инерции. 
Главные направления: тензора инерции завися:т от неподвижной точи.и тела (от 
выбора начала координат). Система координат, в иоторой статические моменты 
и все центробежные моменты инерции тела равны нулю, называется главной 
центральной системой координат. Моменты инерции~ главной центральной 
системе координат назьmаются: главными центральными моментами инерции. 

Направления: главных осей инерции тела лежат в плоскостях симметрии тела. 
Начало главной центральной системы координат находится в центре масс тела. 

Найдем направления главных осей инерции. Пусть главному моменту инер-

ции Ai соответствует главное направление, определяемое ортом ei = [xi Yi Zi]T. 
Возможны три случая соотношений между корнями характеристического урав
нения:. Первый случай - все корни характеристического уравнения различны, 
второй случай - два из трех корней характеристичесиого уравнения: равны и 

отличны от третьего корня, третий случай - все три r.1\орня характеристического 
уравнения: равны между собой 

Пусть Л1 =1= Л2 =f= Лз (:корни характеристического уравнения различные). 
Для иаждого Ai составим систему уравнений (8.7.8) 

26 - 5293 Голованов 

(Jн - Ai)Xi + J12Yi + J1зzi =О, 
J12xi + ( J22 - Лi)Yi + J2зzi = О, 
J1зxi + J2зYi + ( Jзз - Лi)Zi = О. 
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Среди данных трех уравнений одно является линейной RОмбинацией двух дру
гих, таR RaR определитель системы (8.7.10) равен нулю. Нам нужно выяснить, 
RaRиe два из трех уравнений являются линейно независимыми. Для этого вы
числим определители 

J11 - лi 
Аз= J 

12 

По Rрайней мере, один из них должен быть отличен от нуля. Пусть А2 -::j:. О. 
Тогда компоненты соответствующего главного веRтора найдем из системы урав
нений 

(Jн - Лi)xi + J12Yi + J1зzi =О, 
J1зxi + J2зYi + (Jзз - Лi)Zi =О, 

Xi
2 + Yi 2 + Zi

2 = 1. 

Для ее решения из первых двух уравнений вьхразим Xi и Zi через Yi и подставим 
их в третье уравнение. В результате получим Yi· Далее из первых двух урав
нений найдем Xi и Zi· TaR мы можем определить все три собственных веRтора. 
Вектор ei = [xi Yi Zi]T соответствует лi. 

Пусть два из трех Rорней характеристичесRого уравнения равны между со-

бой, например, Л1 = ..\2 # Лз. В этом случае базисный веRтор ез = [хз Уз zз]т 
цожет быть найден описанным выше способом. Двумя другими базисными веR
торами могут служить любые ортогональные друг другу и веRтору ез орта. 

Если Л1 = Л2 = Лз, то собственными веRторами могут служить любые три 
взаимно ортогональные орта, а Лi = 11/З. . 

Эллипсоид инерции. Рассмотрим поведение компонент тензора инерции при 
произвольном повороте осей RОординатной системы. Пусть мы переходим от 
исходной системы RООрдинат R новой системъ1 Rоординат с тем же· центром и с 
ортами i1, i2 , ·iз. Радиус-веRтор произвольной точви в новой системе RООрдинат 
будет равен r' = А · r, где 

А= [~~ ~ ;~] . 
хз Уз zз 

:Компоненты матрицы преобразования А являются Rоординатами ортов ii, i2, 
iз новой системы Rоординат: ii = [х1 YI z1] , i2 = [х2 У2 z2]T, iз = [хз Уз zз]Т. 
Соотношение (8.7.6) в развернутой записи имеет вид 
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Компоненты тензора инерции при переходе :к новой системе :координат пре
образуются по формулам 

111 = Х1 2 lxx + Yl 2 lyy + z1 2 lzz + 2Х1У1 lxy + 2y1z1 lyz + 2z1x1 lzx, 

122 = Х22 lxx + У22 lyy + z22 lzz + 2x2y2lxy + 2y2z2lyz + 2z2x2lzx, 

Jзз = Хз2 lxx + Уз2 lyy + zз2 lzz + 2ХзУзlху + 2yзzзlyz + 2zзxзlzx, 
J12 = J21 = X1X2lxx + Y1Y2lyy + z1z2Jzz + 

+ (Х1У2 + X2Y1)lxy + (Y1Z2 + y2z1)lyz + (z1X2 + z2x1)lzx, (8.7.14) 

J2з = Jз2 = х2хзlхх + У2Узlуу + z2zзlzz + 
+ (Х2Уз + ХзУ2)lху + (у2zз + y3z2)lyz + (z2хз + zзx2)lzx, 

Jз1 = J1з = X3X1lxx + УзУ1lуу + zзzilzz + 
+ (хзу1 + х1уз)lху + (узz1 + Y1zз)lyz + (zзх1 + z1xз)lzx· 

Можно по:казать, что величины 11, 12, 13 не изменяются при повороте системы 
:координат. Они являются инвариантами относительно преобразования :коор
динат, сохраняющего начало. Неизменность главных направлений, главных 
моментов инерции J11, J22, Jзз и величин 11, 12, lз при изменении направле
ния :координатных осей является проявлением независимости тензора инерции 

от ориентации системы :координат. Любая из первых трех формул (8. 7.14) мо
жет считаться формулой для определения осевого момента инерции тела от
носительно произвольной оси, заданной своими прое:кциями на оси исходной 

системы :координат. Пусть не:которая ось проходит через начало :координат и 

имеет :компоненты 1 = [xl Yl zl]T. Тогда осевой момент инерции тела относи
тельно этой оси равен 

Ju = Xl
2 
lxx + Yl

2 
lyy + z? lzz + 2XtYllxy + 2ylztlyz + 2ztXtlzx· 

Разделим :компоненты оси на осевой момент инерции Ju, введем обозначения 
х = xl/VJU, у= Yl/A, z = zl/VJU и получим равенство 

х2 lxx + у2 lyy + z 2 }zz + 2xylxy + 2yzlyz + 2zxlzx = 1. (8.7.15) 

Равенство (8.7.15) можно рассматривать :ка:к уравнение поверхности второго 
порядна. Длина ве:ктора, проведенного из начала :координат :к любой точ:ке по
верхности (8.7.15), обратно пропорциональна :квадратному :корню из момента 
инерции тела относительно оси, совпадающей с данным ве:ктором по направле

нию. Момент инерции тела относительно любой оси есть величина положитель
ная (все собственные значения матрицы инерции положительные), поэтому по
верхность (8.7.15) представляет собой эллипсоид. В главной системе :координат 
уравнение эллипсоида инерции имеет :каноничес:кий вид 

(8.7.16) 

Если два из трех главных момента инерции равны, то эллипсоид инерции явля
ется эллипсоидом вращения. Если все три главных момента инерции равны, 
то эллипсоид инерции превращается в сферу. 

26* 
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Тензорное поле. При параллельном переносе начала де:картовой прямоуголь
ной системы :координат изменяются не толь:ко и.омпоненты тензора инерции 

тела, но и сам тензор инерции. Пусть начало де:картовой прямоугольной си
стемы :координат ·Oxyz перемещено на ве:ктор q, имеющий в данной системе 
:компоненты q = [xq Yq zq]T. В новой системе :координат 0 1 х'у' z' радиус-вен.тор 
точи.и тела равен r' = r - q, а и.омпоненты тензора инерции будут равны 

J"", = J J /<v2 + z2 
- 2yyq - 2zzq + ~2 + z/)pdV = 

v 
= lxx - 2yqMy - 2zqMz + (yq 2 + Zq 2 )М, 

Jw = J J J (z2 + х2 - 2zzq - 2xxq + z/ + x/)pdV = 

v 
= lyy - 2zqMz - 2xqMx + (zq 2 + Xq 2)М, 

lzz' = / / / (х2 + у2 - 2xxq - 2yyq + х/ + y/)pdV = 
v 

= lzz - 2xqMx - 2yqMy + (xq 2 + Yq 2)М, 

lyz' = - ! ! ! (yz - YZq - ZYq + YqZq)pdV = lyz + ZqMy + YqMz - YqZqM, 

v 

lzx'. = - ! ! ! (zx - ZXq - XZq + ZqXq)pdV = lzx + XqMz + ZqMx - ZqXqM, 

v 

lxy' = - / / / (ху - XYq - YXq + XqYq)pdV = lxy + YqMx + XqMy - XqYqM. 

v 
Пусть система :координат Oxyz является главной центральной системой :коор
динат тела. Тогда в ней Мх = Му = Mz = О, lxy = lyz = lzx = О. При 
перемещении вдоль главной центральной оси две из трех :компонент вен.тора 

сдвига равны нулю и, следовательно, главные направления сохраняются. В но
вой системе ноординат в общем случае центробежные моменты инерции будут 
отличны от нуля и, следовательно, она не будет являться ни центральной, ни 
главной. Это говорит о том, что тензор инерции является фун:кцией положения 
неподвижной точи.и тела, образуя в теле теизориое по.л.е. 

Вычисление моментов инерции тела. Не имея явных уравнений граней тела, 
мы не можем непосредственно вычислить объемные интегралы (8.7.1) ·и (8.7.2). 
В нашем распоряжении есть параметричес:кое представление граней тела. Грани 
тела образуют одну или нес:кольно зам:инутых оболоче:и, поэтому объемный ин
теграл для :каждой зами.нутой оболоч:ии мы сведем и. поверхностному инте
гралу. Для вычисления :компонент тензора инерции положим в {8.5.13) по-
следовательно F(r) = x2r, F(r) = y2r, F(r) = z2r, F(r) = yzr, F(r) == zxr, 
F(r) = xyr. Тогда \7 · (x2r) = 5х2 , \7 · (y2r)5y2 , \7 · (z2r) = 5z2 , \7 · (yzr) = 5yz, 
\7 · (zxr) = 5zx, \7 · (xyr) = 5ху и из теоремы Остроградсного-Гаусса (8.5.13) 
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получим 

JJ m. (x
2
r)dS = 5 // J x2

dV, 
s v 

J J m . (y
2
r) dS = 5 J J J у2 dV, 

s v 

JJ m·(z
2
r)dS=5 JJJ z2

dV, 
s v 

JJ m·(xyr)dS=5 JJJ xydV, 
s v 

JJ m · (yzr)dS = 5 /// yzdV, 
s v 

JJ m·(zxr)dS=5 JJJ zxdV. 
s v 

Таням образом, номпоненты тензора инерции тела определятся формулами 

Jxx = ~ f f (у2 +z2)m·rdS = ~ f f (у2 +z
2
)m·r../g11g22 - gн2 dudv, (8.7.17) 

s n 

Jyy = ~ J J (z2 +x2 )m·rdS = ~ J J (z
2
+x

2
)m·r../g11g22 - g112dudv, (8.7.18) 

s n 

Jzz = ~ f f (x2 +y2 )m·rdS = ~ f f (x
2
+y

2
)m·r../g11g22 - g11 2 dudv, (8.7.19) 

s n 

Jxy = - ~ f j xym · r dS = - ~ f f xym · r../ g11g22 - g11 
2 du dv, (8. 7.20) 

s n 

Jyz = -~ f f yzm · rdS = -~ f f yzm · r../ g11g22 - gн 2 dudv, (8.7.21) 

s n 

Jxz = -~ f f xzm · rdS - -~ f f xzm · r../g11g22 - gi12 dudv. (8. 7.22) 

s n 

В формулах (8.7.17)-(8.7.22) подразумевается суммирование по граннм тела. 
Таи же иан и в (8.6.12), m есть нормаль граней тела. Формулы (8.7.17)-(8.7.22) 
позволяют вычислить моменты инерции в той системе но ординат, в но·rорой 
задано тело. 
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Часто тело описывается в не:которой глобальной системе :координат, начало 
:которой не совпадает с центром масс тела, а моменты инерции требуется опре
делить в центральной системе :координат. В этом случае можно поступить сле
дующим образом. Пусть центр масс имеет :координатъ1 Хе, Ус, Zc. Вычислим 
интегралы 

Nxx = р !!! (х - Хс)2 dV =: /! m · rx
2 

dS - 2хсМх + Xc
2

pV, 
v s 

Nyy = р !!! (у -ус)2 
dV =: /! m · ry

2 
dS - 2усМу + Yc

2
pV, 

v s 

Nzz = р f f f (z - Zc)
2 

dV =: f f m · rz
2 

dS - 2zcMz + Zc
2

pV, 
v s 

Nxy = р f f f (x - Хс)(у -ус) dV = : J J m · rxydS - ХсМу -усМх + XcYcPV. 

v s 

Nyz = Р J f f <v-yc)(z-zc)dV = ~ JJ m · ryzdS -ycMz - ZcMy + YcZcPV. 

v s 

Nz~ = р f f f (z - Zc)(x - Хе) dV = ~ J f m · rzxdS -zcMx - XcMz + ZcXcpV. 

v s 

С учетом формул (8.6.15) получим 

Nxx = ~ f f m · rx
2 

dS - Xc
2
pV = : f f x 2

m · r/g11g22 - g112 du dv - Xc
2
pV, 

s n 

Nyy =: !! m · ry
2 

dS - Yc
2
pV =: f J y2

m · r/g11g22 - g112 du dv - Yc
2
PV. 

s n 

Nzz = : /! m · rz
2 

dS - Zc
2
pV = ~ /! z2

m · r/g11g22 - g11 2 du dv - Zc
2
pV, 

s n 

Nxy = :JJш · rxydS -XcYcPV = :J / xym · r/g11g22 - g11 2 dudv -XcYcPV. 

s n 

Nyz = ~ f f m · ryz dS -ycZcPV = ~ / f vzm · r/ g11g22 - gн 2 du dv -ycZcPV. 

s n 

Nzx = :J / m · rzxdS -ZcXcpV = :1 fzxm · r/g11g22 - Ю12 dudv -ZcXcpV. 

s n 
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Компоненты тензора инерции тела относительно центральной системы :коорди
нат определятся формулами 

lxx = Nyy + Nzz, (8. 7.23) 

lyy = Nzz + Nxx, (8. 7.24) 

Jzz = Nxx + Nyy, (8. 7.25) 

Jxy = -Nxy, (8. 7.26) 

lyz = -Nyz, (8. 7.27) 

Jzx = -Nzx· (8. 7.28) 

По этим :компонентам могут быть вычислены главные моменты инерции тела и 
направления осей главной центральной системы :координат. 

Полученные двойные интегралы могут быть вычислены с помощью Rубатур
ных формул, :которые мы рассмотрим ниже. 

8.8: Решение вубич:ееиоrо уравнения 

Для определения :каноничес:ких 1юзффициентов поверхности второго порядRа и соб
ственных значений матрицы инерции нужно решить кубичесRое уравнение (З.З.8) и 
(8. 7.11): 

Л3 
- I1Л2 + l2Л - Iз =О. 

Это уравнение может быть решено аналитичесRи. Заменим в уравнении (8. 7.11) неиз
вестную Л новой неизвестной х, связанной с Л равенством 

11 
Л=х+-. 

3 
(8.8.1) 

После подстановRи (8.8.1) в (8.7.11) получим неполное RубичесRое уравнение относи
тельно х, не содержащее Rвадрата новой неизвестной: 

х3 +px+q =О, (8.8.2) 

где введены обозначения 

(8.8.3) 

(8.8.4) 

В соответствии с основной теоремой алгебры уравнение (8.8.2) имеет три RОрня, в 
общем случае RОмплеRсных. Пусть Xi есть один из этих Rорней. Рассмотрим многочлен 

f (у) = У2 
- XiY - ~ Р 

неRоторой вспомогательной неизвестной у. Этот многочлен обладает двумя RОрнями у1 
и У2, удовлетворяющими формулам Виета 

У1 + У2 = Xi, 

1 
У1У2 = -3Р· 

(8.8.5) 

(8.8.6) 
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Подставим (8.8.5) в (8.8.2) и получим (У1 + У2) 3 + Р(У1 + У2) + q = О или 

У1 3 + У2 3 + (3У1У2 + р)(У1 + У2) + q =о. 

С учетом (8.8.6) последнее равенство примет вид 

Y1 3 +Y2 3 =-q. 

С другой стороны, из (8.8.6) следует, что 

3 3 1 3 
У1 У2 = --р. 

27 

(8.8.7) 

(8.8.8) 

Равенства (8.8.7)и (8.8.8) свидетельствуют, что числа у1 3 и у2 3 являются :корнями 
:квадратного уравнения 

1 
z2 + qz - -р3 = О. 

27 

Решив это уравнение, получим его :корни 

(8.8.9) 

(8.8.10) 

В соответствии с (8.8.5) сумма :кубичес:ких :корней z1 и z2 является решением· неполного 
кубичес:кого уравнения (8.8.2): 

(8.8.11) 

Формула (8.8.11) называется формулой Кардана. 
Так :ка:к :кубичес:кий рад:ик.ал на множестве :компле:ксных чисел имеет три значения, 

то z1 даст три значения для у1 , а z2 даст три значения для У2· В формуле (8.8.11) 
должны быть суммированы :кубичес:кие ради:калы (значения У1 и у2 ), удовлетворяющие 
условию (8.8.6). Пусть у1 - любое из трех значений :кубичес:кого ради:кала z1 и у2 
удовлетворяющее равенству (8.8.6) значение :кубичес:кого радикала z2. Тогда корнями 
неполного :кубичес:кого уравнения (8.8.2) будут 

(8.8.12) 

где е = cos (21Г /3) + i sin (21Г /3) == -1/2 + i,/3/2 - :кубичес:кий :корень из единицы, а 
с2 = соs(41Г/3) + isin(47r/3) = _;_1/2 - i,/3/2 - :квадрат этого нубичес:кого :корня из 
единицы. 

Формула Кардана позволяет найти три :корня, в общем случае :компле:ксных, :ку
бического уравнения. Коэффициенты :кубического уравнения в общем случае могут 
быть :комплексными. В случае вычисления главных моментов инерции :коэффициенты 
(8.8.3) и (8.8.4) неполного :кубичес:кого уравнения, та:к же нан и инварианты 11 , 12 , 13 , 
являются действительными числами. В формуле Кадано величина 

D == -4р3 
- 27q2 = -108 - + -(

q2 р3) 

4 27 
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называется дискриминантом неполного нубичесного уравнения (8.8.2). Если ноэффи
циенть1 р и q являются действительными числами, то диснриминант танже является 
действительным числом и может принимать значения: D =О, D <О, D >О. 

Пусть D =О. Тогда У1 ::::: у2 = v-;Jf2, а Е + Е2 = -1. Подставив данные значения 
в (8.8.12), получим решение 

Xt = ч/~, Х2 = -(-[, Х3 = -(-[. (8.8.13) 

Таним образом, если D =О, то нубичесное уравнение с действительными ноэффициен
тами имеет три действительных норня, два из ноторых равны между собой, а третий 
равен сумме первых двух, взятой с противоположным знаном. 

Пусть D < О. В этом случае под знаном наждого из нвадратных радиналов стоит 
положительное действительное число, и, следовательно, под знаном наждого из нубиче
сних радиналов стоят действительные числа. Кубичесний норень из действительного 
числа имеет одно действительное и два номпленсных сопряженных значения. Пусть 
действительными значениями этих нубичесних радиналов являются у1 и у2. Подставив 
данные значения в (8.8.12), получим 

Х1 = Yl + у2, 
У1 + У2 + . м3 У1 - У2 

Х2 ::: - 2 iv .J 2 ' 

хз = _ У1 ; У2 _ iVЗY.1; У2. 

(8.8.14) 

Таним образом, если D <О, то нубичесное уравнение с действительными ноэффициен
тами имеет один действительный норень и два сопряженных номпленсных норня. 

Пусть D > О. В этом случае под знаном наждого из нвадратных радиналов стоит 
отрицательное действительное число, и, следовательно, .под знанами нубичесних ради
налов стоят сопряженные номпленсные числа. Кубичесние норни из номпленсных чисел 
в общем случае танже являются номпленсными числами. Но среди норней нубичесного 
уравнения с действительными ноэффициентами обязательно один из норней должен 
быть действительным числом. Пусть действительным норнем нубичесного уравнения 
является число х1 = у1 + у2 . В соответствии с (8.8.5) и (8.8.6) сумма и произведе
ние номпленсных чисел у1 и у2 равны действительным числам, следовательно, у1 и у2 
являются сопряженными номпленсными числами нан норни нвадратного уравнения с 

действительными ноэффициентами. Введем обозначение у1 = а+ ib, у2 = а - ib и 
подставим данные значения в (8.8.12). В результате получим 

Х1 = 2а, Х2 =-а - ЬJз, Х3 =-а+ Ьfз. (8.8.15) 

Таним образом, если D >О, то нубичесное уравнение с действительными :коэффициен
тами имеет три действительных норня. 

Можно поназать, что все 1шрни Л1, Л2 и .Л3 харан.теристичесного нубичес:кого уравне
ния (8.7.11) являются действительными числами, поэтому рассмотрим подробнее этот 

q2 Рз . 
случай. Итан, величина 4 + 

27 
является отрицательной. Тогда 

з q · J ( q) 2 (Р) 3 з ( . . ) Yt = - 2 + i- 2 - 3 = -r cos 'У + i sш 'У , 

з q · J ( q) 2 (Р) 3 з ( . . ) У2 = -2 - i- 2 - 3 = -r COS 'У - i SШ 'У , 
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q fiPf 
r = IQIV 3' 

q 
r = arccos 2r 3 • (8.8.16) 

Знак r должен совпадать со знаком q. После подстановки данных формул в (8.8.11) 
получим а = -r cos ( r /3), Ь = -r sin ( r /3) и 

( ' .. ') у1 = -r cos 
3 

+ i s1n 
3 

, ( ' .. ') у2 == -r cos 
3 
~ i s1n 

3 
. 

Тогда три действительных корня неполного кубического уравнения выразятся через 
его коэффициенты формулами 

' х1 = -2rcos 
3

, 

х2 = r ( cos; + Vзsin i) = 2rcos (; - ;), 

х3 = r (cos; -Vзsin ;) = 2rcos (; + ;). 

(8.8.17} 

(8.8.18) 

(8.8.19) 

Разыскание корней кубического уравнения с действительными коэффициентами по 
формуле Кардано требует извлечение кубических корней из комплексных чисел, что 
можно делать путем перехода к тригонометрической записи комплексных чисел. Запись 
корней (8.8.11) с помощью радикалов следует рассматривать именно с таких позиций. 

где 

Корни характеристического уравнения (3.3.8} и (8.7.11) определятся формулами 

11 ' Ai == - - 2rcos-3 3' (8.8.20) 

>.2 = i + 2rcos (; - ;), (8.8.21) 

11 (1Г ') Аз = 3 + 2r cos 3 + З , (8.8.22} 

r = !L {jPf 
Jq1V 3' 

q 
"У = arccos 2r 3 • 

Возможны ·частные случаи. 
11 

Оду-чай 1: р = О, тогда Al = А2 = Аз = 3. 
· 11 

3
{q_ 11 

3
{q_ 

Оду-чай 2: D =О, тогда Al = 3 - 2у 2' А2 =Аз= 3 + у 2· 

8.9; Квадратурные формуль1 

Выше мы показали, как с помощью криволинейных интегралов вычисляются гео
метрические характеристики линий и плоских сечений. Рассмотрим некоторые методы 
приближенного вычисления определенных интегралов. 

:Квадратурная формула Гауееа. Пусть требуется приближенно вычислить определен
ный интеграл от некоторой функции f(t). Если эта функция однозначна и непрерывна 
на интервале интегрирования, тогда по теореме Вейерштрасса для любого положитель
ного достаточно малого е существует такой полином p(t), что l/(t) - p(t)I < е всюду на 
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заданном интервале. Если бы нам была известна формула точного вычисления опреде
ленного интеграла от полинома p(t), то мы могли бы с известной точностью принять 
интеграл от полинома за приближенное значение интеграла от заданной фуниции f(t). 
Поставим задачу найти значения аргументов tl, t2, ... , tn и весовые множители w1, 
w2, ... , Wn, чтобы формула 

1 1 n J f (t) dt-;:; J p(t) dt = ~ w;p(t;) 
-1 -1 i=l 

(8.9.1) 

была бы точной для всех полиномов p(t) степени 2n - 1. Полином степени 2n - 1 
содержит 2n ноэффициентов, по ноторым можно найти n аргументов tl, t2, .•. , tn и n 
весовых множителей w1, w2, •.. , Wn· К пределам интегрирования от -1 до 1 всегда 
можно свести любые пределы путем линейной замены аргумента. 

Пусть 

(8.9.2) 

В соответствии с формулой (8.9.1) должны выполняться равенства 

1 n 

f tm dt = L:; w;t;m, m =О, 1, ... , 2n - 1. 
-1 i=l 

(8.9.3) 

В то же время 

1 

! tm dt = 
2 если т четное, и О, если т нечетное. 

т+ 1' 
(8.9.4) 

-1 

Подставим (8.9.2) в (8.9.1) и получим 

1 1 1 1 

Со f dt + С 1 f t dt + С2 f t2 dt + ... + C2n-1 f t•n-l dt = 
-1 -1 -1 -1 

n n n n 

= Со L:; Wi + 01 L:; Witi + 02 L:; Witi
2 + ... + 02n-1 L:; Witi

2
n-l. (8.9.5) 

i=l i=l i=l i=l 

Приравняем выражения при Ci, i =О, 1\ 2, ... , 2n - 1 в правой и левой частях равен
ства (8.9.5) и, учитывая равенства (8.9.4J, получим систему 2n уравнений 

W1 + W2 + ... + Wn = 2, 
W1t1 + W2t2 + · · • + Wntn = 0, 

2 
W1t1

2 + W2t2
2 + · · · + Wntn

2 
= g' 

t 2n-2 + t 2n-2 + + t 2n-2 2 w1 1 W2 2 . · · Wn n = 2n _ l ' 

W1 t1 2n-l + W2t2 2n-l +. · · + Wntn 2n-l = 0. 

(8.9.6) 
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Из этой системы уравнений могут быть найдены значения аргументов ti, t2, ... , tn 
и весовые множители w1, w2, ... , Wn· Система является нелинейной и может быть 
решена численным методом. 

Если в начестве полинома вместо (8.9.2) взять полиномы 

p(t) = tm Pn(t), т =О, 1, 2, ... , n - 1, (8.9.7) 

где Pn(t) - полиномы Лежандра, то онажется, что в начестве значений t 1 , t2, ... , tn 
достаточно взять решения уравнения Pn(t) = О. Полиномы Лежандра определяются 
формулой Родрига 

(8.9.8) 

или формулой 

[n/2) ( )m ( )' 
D () _ _!__ L -1 2n - 2m . n-2m 
.Ln t - t , 

2п m=O m!(n - m)!(n - 2m)! 

где [п/2] = n/2 для четных n и [п/2] = (n - 1)/2 для нечетных п. Первые восемь 
полиномов Лежандра имеют вид 

R ( ) р ( ) D2 (t) = 3t22_ 1 ' о t = 1, 1 t = t, ..r~ Рз(t) = 5tз; Зt, 

D ( ) _ 35t4 
- 30t2 + 3 

г4 t - , 
. 8 

R ( ) == 6Зt5 - 70t
3 + 15t 

5 t 8 ' 

R (t) = 231t6 
- 315t

4 + 105t
2 

- 5 
6 16 ' 

р. ( ) - 429t7 
- 693t5 + 315t3 - 35t 

7 t - . 
16 

Полиномы Лежандра удовлетворяют уравнению Лежандра 

(1 - t2
) d2d ~ - 2t ddy + n(n + 1) =О, 

t t . 

Rоторое появляется при решении уравнения Лапласа в сферичесRих ноординатах мето
дом разделения переменных. 

Полиномы Лежандра обладают следующими свойствами. 

Pn(l) = 1, 

(n + l)fn+l (t) = (2n + 1)tPn(t) - nPn-1 (t), 

Pn+1'(t) - Pn-1'(t) = (2n + l)Pn(t), 

1 ! Pn(t)p(t) dt =О 
-1 

(8.9.9) 
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для любых полиномов p(t) степени т =О, 1, ... , п ...;.1. Полином Лежандра Pn(t) имеет 
n различных действительных норней t1 , t2 , ••• , tn, ноторые расположены на интервале 
от -1до1. 

Полиномы (8.9. 7) имеют степень, не превышающую 2n-1, поэтому для них должно 
выполняться равенство (8.9.1), т. е. 

1 n J tm Pn(t) dt = L w,t,m Pn(t,), m = о, 1, ... , п - 1. 
-1 i=l 

В силу свойства (8.9.9) полиномов Лежандра равенство (8.9.10) примет вид 

n 

L Witim Pn(ti) = о, m = о, 1, ... , п - 1. 
i=l 

Эти равенства будут выполнены при любых Wi, i = 1, 2, ... , п, если положить 

Pn(ti) = О, i = 1, 2, ... , n. 

(8.9.10) 

(8.9.11) 

(8.9.12) 

То есть в начестве аргументов t1 , t 2 , ••• , tn могут быть взяты нули соответствующего 
полинома Лежандра. Эти нули действительны, различны и расположены в интервале 
-1 ~ ti ~ 1. По иавестным аргументам t 1 , t2 , ••• , tn из первых п уравнений (8.9.6) 
могут быть найдены весовые множители w1 , w2 , ••. , Wn· Эта система уравнений ли~ 
нейная относительно весовых множителей и ее определитель является определителем 
Вандермонда 

ноторый в силу различности норней полинома Лежандра не равен нулю. Формула 
(8.9.1), где ti, t2, ... , tn - нули полиномов Лежандра, называется квадратурной фор~ 
.мулой Гаусса. 

Рассмотрим нвадратурные формулы Гаусса для интеграла 

ь 

I = J f(x) dx. (8.9.13) 

а 

Путем замены переменной х = (a+b)/2+t(b-a)/2 придем н интегралу по щ~ременной 
t с пределами интегрирования от -1 до 1, для ноторого применим формулу Гаусса 

Ь 1 n 

I = j f(x) dx = ~(Ь- а) j f (x(t)) dt"" ~(Ь- а) L w;f(x;), 
а -1 i=l 

(8.9.14) 

где Xi = (а+ Ь)/2 + ti(b - а)/2 и ti, i = 1, 2, ... , п ~ норни полинома Лежандра Pn(t). 
Путем разложения в ряд интегрируемой фуннции можно поназать, что погрешность 
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нвадратурной формулы Гаусса равна 

(Ь _ a)2n+1(n!)4d2n J (~)/dx2n 
Rn = ((2п)!) 3 (2п + 1) ' 

где а< { < Ь. (8.9.15) 

В табл. 8.9.1 приведены значения аргументов ti, t2, ... , tn и весовые множители 
w1, w2, ... , Wn для нвадратурных формул Гаусса на интервале -1 ~ t ~ 1. 

Таблица 8.9.1 

п ti Wi 

1 о 2 

2 ±О ,5 77350269189625 76450 1 

3 о 8/9 
±0, 77 459666924148337703 5/9 

4 ±0,33998104358485626480 0,65214515486254614262 
±0,86113631159405257522 0,34785484513745385737 

5 о 0,56888888888888888889 
±0,53846931010568309103 0,47862867049936646804 
±0,90617984593866399279 0,23692688505618908751 

6 ±0,23861918608319690863 0,46791393457269104738 
±0,66120938646626451366 0,36076157304813860756 
±0,93246951420315202781 0,17132449237917034504 

7 о 0,41795918367346938775 
±0,40584515137739716690 0,38183005050511894495 
±0, 7 4153118559939443986 0,27970539148927666790 
±0,94910791234275852452 О, 12948496616886969327 

8 ±О, 18343464249564980493 0,36268378337836198296 
±0,52553240991632898581 0,31370664587788728733 
±0, 7966664 77 41362673959 0,22238103445337447054 
±0,96028985649753623168 0,10122853629037625915 

КвадратурШdе формуJIЬI Ньютоиа-Котеса. Если, на участие интегрирования фунн
ция может быть аппронсимирована полиномом, то за приближенное значение инте
грала может быть принят интеграл от этого полинома. В неноторых случаях точни 
аппронсимации отстоят друг от друга на равном расстоянии по параметру, а в начестве 

интерполяционного полинома используется полином Лагранжа (2.4.15). 
Пусть требуется вычислить интеграл 

ь 

1 = / f(t) dt. (8.9.16) 

а 

Разобьем отрезоl\ интегрирования равноотстоящими точнами 
;..·:·· ... 

to = а, ti ·~~tn,..;,. ih.,.,. i = 1, 2, ... , n - 1, tn = Ь 
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на n равных участнов, где h = (Ь - a)/n. Заменим фуннцию /(t) интерполяционным 
полиномом Лагранжа 

n 

An(t) = L Li(t)f(ti), (8.9.17) 
i=O 

где 

Li(t) = (t - to)(t - t1) ... (t - t-t-1)(t - ti+i) ... (t - tn) . 
(ti - to)(ti - ti) ... (ti - ti-1)(ti - ti+1) ... (ti - tn) 

t - to t - to 
При введении обозначения q = n Ь- а - h полином Лагранжа примет вид 

' А () = ~ (-l)n-iq(q-1) ... (q - n)f( ·) 
n t ~ .1( _ l)'( _ .) t.,, • 

i=O i. n . q i 
(8.9.18) 

За приближенное значение интеграла (8.9.16) примем интеграл от интерполяционного 
полинома Лагранжа 

Ь tn n 

I = J f (t) dt ~ J An(t) dt = ~ a;f(t;), 
а ~ i=O 

(8.9.19) 

где введено обозначение 

tn . . n 
. = j (-1)n- 1q(q -1) ... (q - n) dt = (-1)n-1 (b- а) j q(q-1) ... (q - n) d 

а, i!(n - l)!(q - i) i!(n - l)ln q - i q. 
to О 

(8.9.20) 
Обычно полагают ai = (Ь - a)Hi, где постоянные величины 

n 
Н·= (-1)n-i fq(q-1) ... (q-n)d 

' i!(n - 1 )!n q - i q, 
(8.9.21) 

о 

называются коэффициентами К отеса. 
Полученные таним образом формулы вычисления определенных интегралов назы

ваются квадратурными формулами Ньютона-Котеса и имеют вид 

tn n J f(t) dt ~ (Ь - а) L H;f (t;), 
to i=O 

(8.9.22) 

Ь-а 
где ti =а+ i . 

n 
Час.твые случаи формул Нъютона-:Котесв. Положим в формуле (8.9.22) n = 1 и 

получим формулу трапеций для приближенного вычисления определенного интеграла 

ь J f(t)dt~ Ь;а(!(а)+f(Ь)). (8.9.23) 

а 
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Можно по1шзать, что погрешность формулы трапеций равна 

R - hз ,р f (~) где а < ~ < Ь. 
1 

- 12 dx 2 ' ~ (8.9.24) 

Если на участие интегрирования d2 f /dx 2 >О, формула трапеций дает значение инте
грала и избытном, а если на участие интегрирования d?- f /dx2 < О, формула трапеций 
дает значение интеграла с недостатном. Для более точного вычисления область инте
грирования разбивают на неснольно участнов и на наждом из них применяется формула 
трапеций. Этq равносильно аппроксимации нривой, описываемой данной фуннцией, 
ломаной линией, и вычислению интеграла от этой ломаной. 

Квадратурная формула, в ноторой интегрируемая фуннция заменяется параболой, 
называется формулой Симпсоиа. Формула Симпсона может быть получена нан частный 
случай формулы (8.9.22) при n = 2. Из формулы (8.9.22) при n = 2 получим Н0 = 1/6, 
Н1 = 2 /3, Н2 = 1 /6 и 

ь 

! Ь-а 
f(t) dt:::: 

6 
(f(to) + 4f(t1) + f(t2)), (8.9.25) 

а 

Ь-а 
где ti = t0 + i 

2 
, i = О, 1, 2. Можно поназать, что погрешность формулы Симпсона 

равна 

(8.9.26) 

Формула Симпсона является точной для полиномов не тольно второй, но и третьей 
степени. 

Из формулы (8.9.22} при n = 3 получим квадратуриую формулу Ньютоиа 

ь 

! Ь-а 
f(t) dt:::: 

8 
(f(to) + 3f(t1) + 3f(t2) + f (tз)), (8.9.27) 

а 

.Ь а М 
где ti = to +i 

3 
, i - О, 1, 2, 3. ожно поназать, что погрешность формулы Ньютона 

равна 

h5 d4 /(~) 
Rз = -3 

80 
dx4 , где а < ~ < Ь. (8.9.28) 

Формула Ньютона при одинановом шаге h = (Ь - а)/п менее точна, чем формула Сим
псона. С точни зрения точности формулы Ньютона-Котеса с четным п являются более 
эффентивными. 

В общем случае область интегрирования может разбиваться на неснолько участнов 
и на наждом участие использоваться интегрирование одним из описанных методов. 

Полученные -таним способом формулы называются обобщенными формулами Ньютона
Котеса и обобщенными формулами Симпсона. 

Рассмотренные нвадратурные формулы используются для вычисления геометриче
сних харантеристин нривых линий и плосних областей, ограниченных линиями на 
плосности. Из всех приведенных формул при одном и том же числе точен п нвадра
турная формула Гаусса имеет наименьшую погрешность при тех же вычислительных 
затратах. 
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8.10.* Кубатуриые формулы 

При вычислении геометрических харантеристин тел мы свели объемные интегралы 
к поверхностным интегралам. Рассмотрим методы приближенного вычисления двой
ных интегралов по параметричесним областям поверхностей. В некоторых случаях 
двойной интеграл можно вычислить сразу по всей области, но в большинстве случаев 
области определения поверхности мы будем разбивать на совонупность небольших под
областей четырехугольной или треугольной формы и вьrчислять поверхностный инте
грал нак сумму интегралов по областям простейших форм. Формулы приближенного 
вычисления двойных интегралов называются кубатурными формулами. 

:Кубатурная формуJiа Гаусса. Пусть требуется приближенно вычислить двойной ин
теграл от неноторой непрерывной и однозначной функции f (и, v) на области 11 

I = j j f(u, v) dudv. 

n 
(8.10.1) 

Пусть область интегрирования можно ограничить двумя непрерывными и однознач
ными RрИВЫМИ 

как поназано на рис. 8.10.1. 

где 

v 

а ь и 

Рис. 8.10.1. Область интегрирования 

Двойной интеграл (8.10.1) можно свести R повторному интегралу: 

Ь ф( u} Ь 

I = j j f (и, v) du dv = j ( j f (и, ~) dv) du = j F( и) du, 

n а cp(u} а 

ф(u) 

F(u) = J f (и, v) dv. 

cp(u} 

Применим к последнему интегралу квадратурную формулу и получим 

т 

I = j j f(u, v)dudv "=' l:a;F(u;), 
n i=t 

27 - 5293 Голованов 

(8.10.2) 

(8.10.3) 

(8.10.4) 
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где ai - весовые множители используемой нвадратурной формулы. В свою очередь 
значения F(ui) тан же могут быть найдены с помощью нвадратурных формул 

Ф(иi) n 

F(и;) = f f (и;, v) dv ~ ~ Ь3f (и;, Vj ). 

~(щ) J-

Таним образом, двойной интеграл (8.10.15) приближенно определится формулой 

(8.10.5) 

где Wij = aibj - постоянные ноэффициенты, вычисленные по весовым множите
лям. В случае использования нвадратурных формул Гаусса (8.9.14) нубатурная формула 
(8.10.5) примет вид 

(8.10.6) 

а+ Ь Ь - а <р(иi) + ф(иi) ф(иi) - <р(иi) . 
где ui == 

2 
+ Xi 

2 
, Vj = 

2 
+ Yj 

2 
и Xi, i = 1, 2, ... , т -

параметры норней полинома Лежандра Pm(x), w1, w2, ... , Wm - соответствующие 
им весовые множители, Yj, j = 1, 2, ... , n - параметры норней полинома Лежандра 
Pn(Y), z1, z2, .. " Zn - соответствуюrцие им весовые множители. 

Кубатуриая форму.Jiа Гауееа на четырехуrольной об.Jiаети. Пусть при интегрирова
нии по поверхности общего вида мы разбили ее область определения параметров на 
вьmунлые четырехугольнини. Рассмотрим вычисление двойного интеграла на четы
рехугольной области с использованием нвадратурных формул Гаусса. Пусть вершинам 

и.v ----, 
1 
1 
1 

и 

Рис. 8.10.2. Четырехуrопъная область интегрирования 

четырехугольнина соответствуют параметры Ua, Va, иь, vь, Uc, Vc, ud, vd, ноторые объ
единим в ТОЧRИ Ра = [иа Va]T' Рь = [иь vьJT' Ре = [ис VcJT' Pd = [иd Vd]T на ПЛОСRОСТИ 
параметров (рис. 8.10.2). 

Пусть требуется вычислить определенный интеграл 

I ~ J J f (и, v) du dv 

о 

(8.10. 7) 
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на данной четырехугольной области. Если область интегрирования представляет собой 
квадрат со стороной 2, то кубатурна.я формула Гаусса (8.10.6) примет вид 

1 1 т n 

I = J J /(и, v)dvdu ""'LLwщf(и;, щ), 
-1-1 i=l з=l 

(8.10.8) 

где u1, u2, ... , Um - корни полинома Лежандра Рт(и), w1, w2, ... , Wm - соответствую
щие им весовые множители, v1, v2 , ••• , Vn корни полинома Лежандра Pn(v), z1, 
z2, ... , Zn - соответствующие им весовые множители. Заменим переменные в двойном 
интеграле (8.10. 7). Для произвольной выпуклой четырехугольной области введем новые 
параметры х и у, свfIЗанные с параметрами и и v соотношениями 

( ) 
- 1-х -у + ху 1 + х -у - ху 1 + х + + ху 1-х + у - ху 

U Х, у - Ua 
4 

+ UЬ 
4 

+ Uc 
4 

+ Ud 
4 

, 

1- х -у + ху 1 + х -у - ху 1 + х + у + ху 1- х + у - ху 
v(x, у)= Va 

4 
+ Vь 

4 
+ Vc 

4 
+ Vd 

4 
(8.10.9) 

Точкам Ра, р6 , Ре, Pd соответствуют параметры Ха = -1, Уа = -1; хь - 1, Уь = -1; 
Хе = 1, Ус = 1; Xd = -1, Yd = 1. Функции (8.10.9) явля:Ются непрерывными, имеют 
непрерывные частные производные первого порядка и отображают квадрат с вершинами 
в точках х = ± 1, у = ± 1 на заданную четырехугольную область интегрирования. Это 
отображение взаимно однозначно и имеет отличный от нуля якобиан 

ди ди - -
J(x, у)= 

дх ду 

дv дv -
-

дх ду 

1 
= 

16 
(-иа +иь +ис -ud + (иа -иь +uc-ud)Y)(-va -vь +vc +vd + (va -vь +vc-vd)x)-

1 
-

16 
(-иа -иь +ис +иd+ (иа -иь +uc-ud)x)(-va +vь +vc -vd + (va -vь +vc-vd)Y) = 

1 ( . 
=В (ис - Ua)(vd - vь) + (иь - Ua)(vc - Vd)X + (ис - иь)(vd - va)Y -

- (иd - иь)(vс -va) - (ис - Ud)(vь - Va)x - (ud - ua)(vc - vь)у). (8.10.10) 

После замены параметров в интеграле (8.10.7) получим 

1 1 

jj f(u, v) dudv = / j f (и(х, у), v(x, у) )J(x, у) dxdy""' 
о -1-1 

т n 

r:::J LLwiZjf(u(xi, Yj), v(xi, Yj))J(xi, Yj), (8.10.11) 
i=l j=l 

где х1, х2, ... , Хт - корни полинома Лежандра Р m ( х), W1, w2, ... , Wm - соответствую
щие им весовые множители, У1, у2, ... , Yn - корни полинома Лежандра Pn(Y), z1, 
z2, ... , Zn - соответствующие им весовые множители. 

27* 
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Кубатурнь1е фор:муль1 на треуrоm.ной обJiа~ТИ. Пусть мы разбили область определе
ния параметров поверхности на треугольниRи. ПоRрытие НеRоторой области треуголь
ниRами называется триапгу.л..яцией. Рассмотрим вычисление интеграла (8.10. 7) по 
треугольной области параметров поверхности и и v для одного тaRoro треугольниRа. 

v 

и 

Рис. 8.10.3. Треуrолъная область интеrрирования 

Пусть его вершинам соответствуют параметры Ua, Va, иь, vь, Uc, Vc, Rоторые объеди
ним в точRи Ра = [иа va]T, Рь == [иь vь]Т, Ре == [ис vc]T на плосности параметров 
(рис. 8.10.3). -

Площадь S треугольниRа РаРьРс равна половине определителя (3.11.5) 

1 1 1 
8 = - Ua UЬ 

2 Va VЬ 

Для треугольных областей удобно перейти от Rоординат и и v R трем барицентриче
СRИМ Rоординатам а, Ь, с, определяемых равенствами (3.11.4). БарицентричесR.ие RО-
ордиirаты произвольной точни р = [и v]T равны площади треугольниRа, полученного 
из Ра Рь Ре заменой соответствующей вершины точRой р, деленной на площадь S. 
ВарицентричесRие Rоординаты в сумме равны единице. Обратный переход от барицен
тричеСRИх RООрдинат треугольниRа R параметрам и и v осуществляется по формулам 

и = аиа + Ьиь +сие, 
v = ava + Ьvь + CVc. 

(8.10.12) 

ТаRим образом, интегрируемую фунRцию f (и, v) можно представить в виде фунRции 
. барицентричес~их RОординат /(а, Ь, с) f(и(а, Ь, с), v(a, Ь, с)). 

Поставим задачу найти значения барицентричесRих Rоординат ai, bi, Ci и весовые 
множители wi, i = 1, 3, 4, ... , 3n, 3n + 1, чтобы формула 

1 = J J f(u, v) du dv = S ~ w;f(u(a;, Ь;, с;), v(a;, Ь;, с;)) 
д i 

(8.10.13) 

была бы точной для неRоторых полиномов р( и(а, Ь, с), v(a, Ь, с)) на треугольной обла
сти. Из трех барицентричеСRИХ Rоординат тольRо две являются независимьrми. В Rа
честве независимых параметров, не теряя общности, выберем первые две барицентри
чесRие R.оординаты. Третья RОордината связана с двумя другими равенством (3.11.2). 
Используя равенства (8.10.12) в форме 

и= a(ua - Uc) + Ь(иь - Uc) + Uc, 
v = a(va -vc) +Ъ(vь-vс) +vc 

(8.10.14) 
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перепишем интеграл (8.9.15) в виде 

j j f(u, v) du dv = j j f (и(а, Ь, с}, v(a, Ь, c))J(a, Ь, с) dadЬ = 
д д 

= i ( Т f (и(а, Ь}, v(a, Ь)) J(a, Ь) db) da, (8.10.15) 

где интегрирование проводится по треугольной области, а J(a, Ь) - яRобиан преобра
зования координат 

аи аи 

J(a, Ь) = да дЬ иа -ис иь-ис 

av av Va -Vc vь -vc 
= (иа - Uc)(vь - Vc) - (va - Vс)(иь - ис) == 

-
да дЬ 

= иаVЬ + иьvс + исVа - Va'Ub - VьUc - Vсиа = 28. 

Потребуем, чтобы барицентрические IЮОрдинаты ai, ьi, Ci в (8.10.13) обладали нено
торой треугольной симметрией, например, чтобы две из трех Rоординат были бы равны 
между собой. При таной симметрии число точек, по Rоторым производится суммирова
ние, должно быть кратно трем. ДлR определения параметров трех симметрично распо
ложенных точен в сумме (8.10.13) нужно знать одну из барицентричесних ноординат. 
Все три барицентрические ноординаты трех точек будут определены, если найдена одна 
из них. Пусть одна из барицентрических ноординат в правой части (8.10.13) равна z, 
тогда три симметрично расположенные точRи будут иметь ноординаты 

Ь1 = 1-z 1-z 
а1 = z, 

2 ' Ct = 
2 ' 

1-z 
Ь2 = z, 

1-z 
(8.10.16) а2 = 

2 
С2:: 

2 
1-z 

Ьз = 
1-z 

аз== 
2 2 ' 

С3 = z. 

В силу симметрии все три точки должны иметь одинаковые весовые множители W1 = 
= w2 = w3 • В случае, если z = 1/3, три точни сливаются в одну. Таким образом, на 
треугольнине в правой части (8.10.13) могут быть использованы следующие ноличества 
точен: 1, 4, ... , З(n - 1) + 1 или 3, 6, ... , 3n. Для определениR барицентричесних 
ноординат и весовых множителей требуетсR соответствующее число уравнений: 1, 3, ... 
. . . , 2n-1или2, 4, ... , 2n. Потребуем, чтобы выполнялось равенство (8.10.13) для всех 
фуннций вида 

n 

f (и(а, Ь, с), v(a, Ь, с)) = Е (Атат + ВтЬт + Стст), (8.10.17) 
m=l 

где Ат, Вт, Ст - коэффициенты полиномиального представлениR заданной фунн
ции, и найдем независимые барицентричесние ноординаты и весовые множители. При 
n > 2 фуннция вида (8.10.17) не представляет собой полную фуннцию степени n двух 
переменных и и v, но обладает треугольной симметричной на заданной области. ДлR 
фуннций J(и, v) = f (и(а, Ь, с), v(a, Ь, с)) = f(a, Ь) вида 

f(a, Ь) = а11\ J(a, Ь) == ьт, f(a, Ь) = ст,== (1 - а - Ь)т, т = 1, 2, ... , n, 
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в соответствии с формулой (8.10.13) и (8.10.15) должны выполняться равенства 

1 ( 1-а ) k 

2S [ [ f(a, Ь) db da = S k w;f (а;, Ь;) 

или 

т = 1, 2, ... , n, 

т = 1, 2, ... , n, 

т = 1, 2, ... , n, 

3 3 
где k = 2(n - 1) + 1 при нечетных n и k = 

2
n при четных n. 

В то же время путем интегрирования по треугольной области получим 

j( Tamdb)da= (m+l)~m+2)' 

j( ["ьmdь)da= (m+l)l(m+2)' 

)( Tcmdь)da= (m+l)l(m+2)" 
о о 

Подставим (8.10.18)-(8.10.20) в (8.10.13) и получим 

JJ(A1a+ В1Ь + C1c)dadb + JJ(A2a2 +В2Ь2 +С2с2) dadb + ... 
л л 

(8.10.18) 

(8.10.19) 

(8.10.20) 

(8.10.21) 

(8.10.22) 

(8.10.23) 

... + JJ (Anan + ВпЬп + Cncn) dadb = ~ ( А1 t w;a; + В1 t w;b; + С1 t w;c;) + 
д ~1 ~1 ~1 

1( k k k ) 
... + 2 An k W;a;n + Bn k w,ь,n + Cn k w;c;n . (8.10.24) 
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Для нахождения барицентричесRих и весовых множителей приравняем выражения при 
Ai, Bi, Ci, i = 1, 2, ... , n в правой и левой частях равенства (8.10.24). В силу треуголь
ной симметрии это достаточно сделать для набора Rоэффициентов при одной из бари
центричесних ноординат. Например, из равенства выражений при Ai, i = 1, 2, ... , n в 
правой и левой частях равенства (8.10.24) с учетом равенств (8.10.21)-(8.10.23) получим 
систему n уравнений 

1 
w1a1 + w2a2 +wзаз + ... +wkak = 

3
, 

2 2 2 2 - 1 w1a1 + w2a2 + wзаз + ... + wkak -
6

, 

з з з + з_ 1 w1a1 + w2a2 + wзаз +... wkak -
10

, 

n+ n+ n+ + n_ 2 w1a 1 w2a2 wзаз . . . Wkak - (n + l){n + 2)' 

3 3 
где k = 

2 
(п - 1) + 1 при п нечетном и k = 2п при п четном. При п нечетном бари-

центричесние ноординаты одной из точек известны, так как она совпадает с центром 
треуголъниRа. При п = 1 получим одно уравнение для веса центральной ТОЧRИ и будем 
иметь: 

1 1 
ао=-, Ьо=-, 

3 3 

1 
Со=-, 

3 
Wo = 1. 

При п = 2 будем иметь два уравнения 

1-z 1-z 1 
wz + w 2 + w 2 - 3' 

(
1-z)

2 
(1-z)

2 
1 wz2+w 2 +w 2 =6' 

из ноторых с учетом (8.10.16) получим три симметрично расположенные точни натре
угольной области: 

2 
Ь1 = 

1-z 1 1-z 1 1 
ai = z = -, = - С1 = - - W1 = W = -, 

3 2 6' 2 6' 3 
1-z 1 2 1-z 1 1 

а2 = 
2 

= -, Ь2 = z = -, С2 = 
2 

= -, W2 = W = -, 
6 3 6 3 

1-z 1 
Ьз = 

1-z 1 2 1 
аз= -

6' 2 - 6' С3 = Z = -, W3 = W = -, 
2 3 3 

или три равноценные им точки 

Ь1 = 
1-z 1 1-z 1 1 

ai = z =О, 
2 = 2' С1 = 

2 2' 
Wt = W = -, 

3 
1-z 1 

Ь2 = z =О, 
1-z 1 1 

а2 = 
2' 

с2 = -
2' 

W2 = W = -, 
2 2 3 

1-z 1 
Ьз = 

1-z 1 
С3 = Z = 0, 

1 
аз= = -, = - W3 = W = -. 

2 2 2 2' 3 
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При п = 3 будем иметь три уравнения 

1-z 1-z 1 1 
WZ + W 2 + W 2 + Wo З == З, 

(1-z) 2 (1-z) 2 
1 1 wz2 + w 

2 
+ w 2 + Wo 9 = 

6
, 

1-z 1-z 1 1 ( )3 ( )3 
wz3 + w 2 + w 2 + wo 27 = 10' 

из RОТорых с учетом (8.10.16) получим вес w0 для центральной точRи и координаты z, 
(1 - z)/2, (1 - z)/2 и веса w еще для трех симметрично расположенных точек на 
треугольной области. При п = 4 будем иметь уравнения для шести точеR и их весовых 
Rоэффициентов: 

При n = 5 и будем иметь уравнения для весового RОэффициента центральной тОЧRи и 
шести точеR и их весовых Rозффициентов: 

1 1 
W1 + W2 + Wo 3 = 3' 

В табл~ 8.10.1 приведены значения барицентричесRих Rоординат и весовые множи
тели для Rуб.атурных формул по треугольной области при п ::: 1, 2, 3, 4, 5. При n > 5 
система уравнений для определения барицентрических Rоордин~т не имеет решения. 
Для более точного вычисления двойных интегралов можно разбить треугольную область 
И!JI'еГрирования на несRольRо треугольных подобластей. 
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Таблица 8.10.1 

k щ Ьi Ci Wi 

1 1/3 1/3 1/3 1 

3 2/3 1/6 1/6 1/3 

1/6 2/3 1/6 1/3 

1/6 1/6 2/3, 1/3 

4 1/3 1/3 1/3 -0,5625 
а ь ь О, 5 208333333333333 
ь а ь 0,5208333333333333 
ь ь а 0,5 208333333333333 

где а= 0,6 ь = 0,2 

6 а1 Ь1 Ь1 0,1099517436553224 

Ь1 ai Ь1 0)1099517436553224 

Ь1 Ь1 ai 0,1099517436553224 

а2 Ь2 Ь2 0,2233815896780112 
Ь2 а2 Ь2 0,2233815896780112 

Ь2 Ь2 а2 0)2233815896780112 
где а1 = 0,8168475729804581 Ь1 = 0,0915762135097711 
где а2 = 0,1081030181680702 Ь2 = 0,4459484909159648 

7 1/3 1/3 1/3 0,225 

а1 Ь1 Ь1 0,1259391805448265 

Ь1 ai Ь1 0,1259391805448265 
Ь1 Ь1 а1 0,1259391805448265 

а2 Ь2 Ь2 О, 1323941527885112 
Ь2 а2 Ь2 0,1323941527885112 

Ь2 Ь2 а2 0,1323941527885112 
где . а1 = 0,7974269853530880 Ь1 = 0,1012865073234560 
где а2 = 0,05971587178977 42 Ь2 = 0,4701420641051129 

Погрешность кубатурных формул для треугольных областей имеет порядок 
S · max (an+l f /дип+1 , ап+l f /дvn+i) и при тех же вычислительных затратах она 
больше погрешности соответствующих кубатурных формул Гаусса. 

Рассмотренные :кубатурные формулы применяются для вычисления геометриче
ских характеристик тел. 

8.11. Разбиение поверхностей при ивтеrрировании 
При численном интегрировании по поверхности требуется разбить область 

определения ее параметров на небольшие четырехугольные или треугольные 
подобласти. Размер Rаждой подобласти определим условием: угловое изменение 
нормали поверхности в подобласти не должно превышать некоторую .заданную 
величину да. В соответствии с формулами ( 4.2.4) и { 4.2.5) изменение параме-
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тров поверхности в каждой подобласти не должны превосходить величин 

д - даД~! 
и- ь ' 

11 
(8.11.1) 

дv = дa.ji2i, 
Ь22 

(8.11.2) 

где g11 и g2~ - коэффициенты первой основной квадратичной формы поверх
ности (1.7.8), Ь11 и Ь22 коэффициенты второй основной квадратичной формы 
поверхности {1. 7.21). Таким образом, мы заменим двухмерную область опреде
ления параметров совокупностью сты:кующихся между собой четырехугольни
ков и треугольников. 

Рассмотрим раабцение поверхности, показанной на рис. 8.11.1. 
Поверхность получеltа путем усечения контурами NURBS поверхности. 
Разобьем прямоугольную область Umin ~ и ~ Umax, Vmin ~ v ~ Vmax, где 

Umin, Umax, Vmin, Vmax определяют габаритный прямоугольник внешнего гранич
ного контура, на прямоугольньrе подобласти двухмерными линиями ui = const 

Рис. 8.11.1. Поверхность для численного интегрирования 

и Vj = const, i = 1, 2, ... , т, j = 1, 2, ... , n. Параметрические расстояния 
ЛUi = иi+1 - Ui между соседними линиями Ui = const в соответствии с форму
лой ( 8.11.1) возьмем равными 

д . . (дaJg11(ui, v)~) 
Ui = m1n для всех Vmin ~ v ~ Vmax· 

Ь11 (ui, v) 
{8.11.3) 

Параметрические расстояния дv1 = Vj+l - Vj между соседними линиями Vj = 
= const в соответствии с фqрмулой (8.11.2) возьмем равными 

д . (дaJg22(u, Vj)) 
Vi = m1n 

Ь22( и, Vj) 
для всех Umin ~ и ~ Umax. (8.11.4) 

На рис. 8.11.2 приведено разбиение области Umin ~ и ~ Umax, Vmin ~ v ~ Vmax 
бааовой NURBS поверхности описанным способом. 

Область определения параметров поверхности разбита на прямоугольники, 
но из-за· искривленности поверхности каждая подобласть представляет собой 
криволинейный четырехугольник. 
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Далее определим те nрямоугольнини, ноторые целином лежат внутри огра
ничивающих поверхность :контуров (рис. 8.11.3). 

Не вошедшую в прямоугольные подобласти часть поверхности r( и, v) разо
бьем на треугольные подобласти (рис. 8.11.4). 

1 1 1 / / 1 1 1 1 \ \ \ \ ;=- / 1 l 1 f 1 / \ \ 

\~ , , 1 \ / 1 , , , 
1 , 

\ \ 

r , 
l ,...- , 

1 1 ~ 1 1 1 1 
г 1 1 1 ,m 1 1 f 1 1 r 1 1 

г 1 1 1 1 1 

--
L \ \ \ \ \ сШ \ \ \ \ \ \_ \ \ ' \ 1 

'--...: \ \ \ \ \ ' ' 
i 

.... . 
' 

: 1l!f!!J 
"-= . . 
'\::::: . . . ' 

' 
. \ \ 

\_ 
\ ' \ \ \ 1 1 

\ \ \ \ 
\. \ \ \ \ \ 1 1 \ \ \ \ 1 1 

Рис. 8.11.2. Разбиение прямоугольной области определения параметров поверхности 
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Рис. 8.11.З. Незаконченное разбиение поверхности 
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Рис. 8.11.4. Разбиение поверхности при численном интегрировании 
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В результате разбиения: двухмерные граничные нонтуры будут заменены ло
маными линия:ми. Угол между насательными R участнам этих ломаных линий 
не должен превосходить заданную величину да. Вершины ломаной лежат на 
граничных контурах. Параметрическое расстоя:ние дt между вершинами будем 
вычисля:ть в соответствии с (4.2.3) по формуле 

д _ дaldc/dtj 2 

t - ldc/dt х d2c/dt21' 
(8.11.5) 

где c(t) = r(u(t), v(t)) - кривая: граничного нонтура поверхности r(u, v). Вер
шинами треуrольных подобластей я:вляются: вершины ломаных и вершины 

четырехугольных подобластей. Построение треугольников по заданным вер
шинам можно выполнить с помощью алгоритма триангуля:ции Делоне. 

Методы разбивни области определения: параметров поверхности на треуголь
ные подобласти (методы триангуля:ции поверхности) мы рассмотрим в следую
щей главе. 



Глава 9 
КОМПЬЮТЕРНАЯ ГРАФИКА 

9.1. ВизуаШ1Зация геометричесиих объеитов 

Одним из наиболее RpRиx применений геометричесRого моделирования 
является RомпьютернаR графина. Исходная информация длR получения изо
бражения неRоторого объе:кта на ЭRране Rомпьютера поставляется геометриче
СRой моделью этого объеRта. На праRтиRе используютсR различные способы 
визуализации геометричес.:ких объеRтов. Наиболее простой из них - отобра
жение линиями. Он позволяет получить общее представление об объеRте, его 
размерах и форме. С помощью Rомпьютера можно получить изображение мо
делируемого объеRта, близRое :к его фотографии. ГеометричесRой модели или 
ее частям можно придать любой цвет и освещенность. Кроме того, объеRт на 
эRране можно заставить двигаться в реальном времени и тем самым получить 

видеофильм. 

ДлR _того чтобы увидеть, RaR выглRдит объеRт, нужно смоделировать пове
дение потоRа лучей света, идущего от источниRов к модели и от поверхности 

модели R наблюдателю. При этом граням модели можно придать необходи
мый цвет, зеркальность, прозрачность, излучение, фаRтуру и другие физиче

ские свойства взаимодействия со световыми потоками. Модель можно осветить 
с разных сторон светом различного цвета и интенсивности. РеалистичесRие 
отображения объеRтов строятся из отдельных точеR определенного цвета и яр
Rости, причем тоЧRи должны быть сравнительно небольшой величины и распо

лагаться достаточно близRо друг R другу (расстояние между тоЧRами не должно 
превосходить размеры точе:к). 

Изображения геометричесRих объеRтов линиями называются векторными, 
а изображения геометричесRих объе:ктов точ:ками называются растровыми. 
При~еры веRторного и растрового изображений приведены на рис. 9.1.1 и 9.1.2. 

Растровая графиRа более информативна, чем веRторная, таR RaR позволяет 
получать тоновые изображения, но требует больше ресурсов и СRЛонна к искаже
нию при редаRтировании. В обоих случаях мы видим проеRции геометричесRих 
объеRтов на выбранную плосRость. · 

ПроеRции могут быть построены с помощью линий, перпендиRулярных про
еRционной плос:кости, или с помощью линий, проходящих через общую точну. 

Первые называются nара.а.ае.аьными проеRциями (рис. 9.1.3), вторые - цен
тра.льны.ми проеRциRми или перспеRтивными изображениями (рис. 9.1.4). 
Центральные проеRции могут быть созданы на плосRости или :криволинейной 
поверхности. Мы рассмотрим центральные проеRции на плосRости. 

Центральные прое:кции геометричес:ких объектов ближе R тому изображе
нию, Rоторое возниRает на сетчатRе глаза, поэтому они дают более реалистиче
с:кие Rартины. ХотR центральные проеRции ближе R тому, что можно наблюдать 



430 Гл. 9. Компьютерная графика 

в реальности, размеры отдельных частей объента на центральных проенциях 
завися:: от их расстояния до точки наблюдения, повтому в Rачестве нонструR
торс~оц дd~ументации чаще используются параллельные проенции.,, 

Рис. 9.1.1. Венторное изображение Рис. 9.1.2. Растровое изображение 

Рис. 9.1.3. Параллельная проеRдия Рис. 9.1.4. Центральная проеRдия 

Растровая и венторная графина, а танже параллельные и центральные про
енции не являются альтернативами. Они дополняют друг друга. В данной главе 
мь1 рассмотрим методы визуализации геометричесних объентов с помощью ном
пыотера или методы номпьютерной графини. 

9.2. Параллелъные проенции на плоеноеть 

Параллельные проекции геометричесних объектов используются для получе
ния чертежей, схем и других документов, где требуется сохранить определенную 
геометричесную точность относительных размеров и взаимного расположения 

отдельных частей объектов. _ 
Пусть требуется построить параллельную проеRцию геометричесRих объеR

тов на плосность, ноторая определяется точной q и двумя взаимно ортогональ
ными венторами единичной длины ix и iy. Проенционная плосRость может быть 
связана с чертежом, ЭRраном номпьютера или каким-либо другим устройством 
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вывода. Систему координат, в которой описаны отображаемые объекты, будем 
называть глобальной системой координат. Свяжем с проекционной плоско
стью местную систему координат Qxyz. Пусть начальная точка q местной 
системы координат в глобальной системе координат описывается радиус-веR-

тором q = [q1 q2 Qз]т, а орты ix, iy, iz = ±ix х iy местной системы коорди
нат в глобальной системе координат описываются векторами ix = [х1 х2 хз]т, 
iy = [у1 У2 Уз]т, iz = [z1 z2 zз]т. Местная система координат может быть как 
правой (iz = ix х iy), так и левой (iz = -ix х iy). На рис. 9.2.1 приведен пример 

Рис. 9.2.1. Прое1щиоиная плосность Рис. 9.2.2. Проенция объев.та 

построения местной системы координат и параллельных проекций ребер пря
моrо параллелепипеда на плоскости, определяемой радиус-вектором точки q и 
ортами ix, iy, iz. На рис. 9.2.2 приведены параллельные проекции ребер прямоrо 
параллелепипеда на плоскости. 

Проевция точки. Рассмотрим произвольную точку r = [r1 r2 rз] т. Опреде
лить двухмерную точку р = [х у]т, являющуюся ее проекцией на проекционной 
плоскости 

р(х, у) = q + xix + yiy. (9.2.1) 

Параллельную проекцию произвольной точки r отображаемых объектов полу
чим, опустив из не.е перпендикуляр на проекционную плоскость. Пусть точка 
r = [r1 r 2 r3]T в местной системе координат имеет координаты х, у, z. Коорди
наты связаны соотношениями (1.2.8), которые в данном случае имеют вид 

х , x1(r1 - q1) + x2(r2 - q2) + хз(rз - qз) = x1r1 + x2r2 + хзrз +Ох, 
у= y1(r1 - Q1) + Y2(r2 - q2) + Уз(rз - qз) = y1r1 + y2r2 + узrз + оу, (9.2.2) 

' z == z1 (r1 - q1) + z2(r2 - q2) + zз{rз - qз) = z1r1 + z2r2 + zзrз + Oz, 

rде 

Ох = -x1q1 - X2Q2 - X3q3, 

Оу = -y1q1 - Y2Q2 - y3q3, 

Oz = -Z1Q1 - Z2Q2 - Z3q3. 



432 Гл. 9. Компьютерная графика 

В однородных координатах преобразование (9.2.2) описывается равенством 

(1.4.8) 
х Х1 Х2 Хз Ох ri ri 
у У1 У2 Уз Оу r2 

=Ао 
r2 

(9.2.3) z z1 z2 Zз Oz rз rз 

1 о о о 1 1 1 

Коэффициенты расширенной матрицы преобразования выражаются через ком
поненты векторов, определяющих положение проенционной плосности. 

Проенция точки на плоскость (9.2.1) описывается первыми двумя коорди
натами вентора (9.2.3). Таким образом, первые две координаты расширенного 
радиус-вектора, полученного по формуле (9.2.3), являются ноординатами иско-
мой параллельной проекцией r = [х у]т рассматриваемой точки. 

Масшжаб проеIЩИИ. С помощью преобразования (9.2.3) может быть полу
чена проекция точек линий в масштабе 1 : 1, если единица измерения длины 
для устройства вывода равны единице измерения пространст~а, в котором по
строена геометрическая модель. Вывод на экран компьютера производится в 
экранных единицах - пинселах. Пусть при построении геометричесной мо
дели использовалась единица длины - миллиметр. Если размер пиксела не 
равен миллиметру, то для получения на экране изображения геометрического 
объекта в масштабе 1 : 1 радиус.вектор каждой точки проенции следует умно
жить на масштабную единицу устройства вывода, равную количеству пикселей 
в одном миллиметре. Масштабная единица может быть различной для коорди-

наты х и координаты у. В последнем случае радиус-вентор r = -[х у]Т точки 
проЕ:кдии необходимо умножить на матрицу 

м = [ ~'" ~J (9.2.4) 

Если требуется получить изображение объекта в масштабе т : 1, то радиус
вектор двухмерной тоЧRи проекции следует преобразовать по формуле (1.3.17). 
Таким образом, координаты х' и у' проекции некоторой точки r геометрического 
объекта с учетом масштаба равны 

[тх О] . [Х1 
О ту Yt 

Х2 Хз Ох] . 
У2 Уз Оу 

ri 
r2 
rз 

1 

(9.2.5) 

rде хо и Уо ноординаты точни, которая при масштабировании должна остаться 
неподвижной. Вместо матрицы Ао в (9.2.5) используется матрица, содержащая 
ее первые две строки. 

Мы видим, что для получения координат х' и у1 плоеной проекции некоторой 
точни r = (r1 r2 rз]Т достаточно знать положение проенционной плоскости в 
пространстве (орты плоскости проенции ix = [х 1 х2 хз] т, iy = [у1 У2 Уз] т, 
iz = ±ixxiy, положение центра плоскости q = [q1 q2 qз]т), масштабные единицы 
тх и ту устройства вывода и масштаб отображения m. 
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9.3. Центральные проекции на плоекоеть 
В параллельной проекции на плоскость каждая точка геометрического объ

еRта проецируется на заданную плоскость вдоль одного и того же направленин 

независимо от положения точки в пространстве. Если размеры объекта соиз
меримы с расстоянием до объекта, то параллельная проекция объекта будет 
отличаться его фотоизображения. Вид также будет отличаться и от фотогра
фии объекта. Это происходит потому, что изображение на сетчатке глаза и на 
фотографии получено не с помощью параллельной проекции. Реальное изобра
жение близко к 'Центра.аьной nроек'Ции объекта на плоскость. Центральные 
проекции называют также перспективными изображени.я.ми. При графиче
ском отображении геометрической модели центральные проекции дают более 
реалистичную Rартину, чем параллельные проекции. Центральная проекция 
представляет собой выполненную по определенным правилам проекцию модели 
объекта на плоскость и также кав и параллельная проекция является плоским 
объектом и строится с помощью двухмерных линий. 

Пусть требуется построить центральную проекцию геометрических объек
тов на плоскость, которая определяется точкой q и двумя взаимно ортогональ
ными векторами единичной длины ix и iy. Свяжем с проевционной плоско
стью местную систему координат Qxyz. Пусть начальная точка q местной 
системы координат в глобальной системе координат описывается радиус-век-

тором q = [q1 q2 qз]т, а орты ix, iy, iz = ±ix х iy местной системы коорди
нат в глобальной системе координат описываются векторами ix = [х 1 х2 хз]т, 
iy = [У1 У2 Уз]т, iz = [z1 z2 zз]т. 

Для построения центральной проекции на плоскость требуется знать еще 
точи.у пространства, из ноторой ведется наблюдение. Эту точку будем назьmать 
точкой наб.аюдени.я (точка наблюдения для параллельной проекции находится 
в бесконечности в положительном направлении нормали R проекционной плос
кости). Пусть точкой наблюдения является точва W. Проекцию точки W на 
проекционную плосность обозначим через F. На рис. 9.3.1 приведены местная 

q 

' 
Г'-... 

F 

w 

Рис. 9.3.1. Построение центральной проенции Рис. 9.3.2. Центральная проекция объента 

система координат, точи.а наблюдения и центральные проекции ребер прямого 
параллелепипеда. На рис. 9.3.2 приведены центральные проекции ребер пря
мого параллелепипеда на плоскости. Если провести плоскость через точку на
блюдения, параллельную плоскости проекции, то проецируемый объект должен 
полностью лежать в той же части пространства, что и плоскость проекции. 

28 - 5293 Голованов 
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Проевция точии. Рассмотрим построение центральной проекции одной из 
вершин прямого параллелепипеда на плоскость (9.2.1). На рис. 9.3.3 рассма
триваемая точка обозначена через R, а ее центральная проекция обозначена 

q 

w 

Рис. 9.3.3. Построение цент
ральной проенции точни R 

через Р. Центральная проекция произвольной 
точки R строится следующим образом. Пост
роим прямую линию, проходящую через точку 

наблюдения W и проецируемую точку R. Точ
ка Р, в которой эта прямая или ее продолжение 
пересекают проекционную плоскость, и явля

ется центральной проекцией точки R. 
Радиус-вектор точки R обозначим через r, 

а радиус-вектор ее центральной проекции -
через р. Пусть проецируемая точка в глобаль
ной прямоугольной девартовой системе коорди
нат описывается радиус-вектором с координа-

тами r = [r1 r2 rз]т, а в системе координат 
Qxyz, связанной с проекционной плоскостью, 
эта точка имеет координаты х, у, z. Коорди
наты точки r в этих координатных системах 

связаны соотношением (9.2.3). Обозначим ра
диус-вектор точки наблюдения через w. Пусть в местной системе координат 
он имеет координаты Xw, Yw, zw. Расстояние ·от тоЧRи наблюдения W до ее 
проекции на плоскость F равно Zw· Построим отрезок RA, параллельный от
резку Р F. Длина отрезка W А равна zw - z. 

Рассмотрим на рис. 9.3.3 два подобных треугольника: W F Р и W AR. Из 
подобия треугольников следует, что PW/FW = RW/AW. Запишем последнее 
равенство в векторном виде: 

p-w r-w 
(9.3.1) 

Zw Zw-Z 

Используя это равенство, найдем радиус-вектор р центральной проекции точки r 

Zw Zw Z 
p=w+(r-w) =r -w--

zw-z Zw-z Zw-z 
(9.3.2) 

Чтобы получить координаты точки р в проекционной плоскости, нужно с по-
мощью равенства (9.2.3) перевести вектор r ив глобальной системы координат 
в местную систему координат. Первые две координаты вектора р в проекци
онной системе координат и будут координатами центральной проекции тотши r 
на плоскости (9.2.1). Запишем равенство (9.3.2) в местной системе координат: 

XZw - ZXw 

Zw-Z 

YZw - ZYw 

Zw-Z 

о 

(9.3.3) 

Таким образом, декартовы координаты двухмерной точки р = [хр Ур]т, являю
щейся центральной проекцией рассматриваемой точки r в пространстве, на 
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ПЛОСRОСТИ (9.2.1) равны 

XZw - ZXw 

Zw -z 
(9.3.4) 

Если удалить точRу наблюдения на бесRонечное расстояние от проеRЦИонной 
ПЛОСRОСТИ, ТО Zw -+ 00 И Хр -t Х, Ур-+ у. 

В расширенном матричном виде с учетом (9.2.3) равенство (9.3.3) можно 
записать следующим образом: 

Xpd Zw о -Xw о х 

Ypd о Zw -yw о у 

Zpd о о о о z 
d о о -1 Zw 1 

Zw о -Xw о Х1 Х2 Х3 Ох ri 

о Zw -yw о У1 У2 Уз Оу r2 
(9.3.5) - о о о о z1 Z2 zз Oz rз 

о о -1 Zw о о о 1 1 

Напомним, что пространственные Rоординаты веRтора равны первым трем 
Rомпонентам расширенноrо веRтора, деленным на его четвертую RОмпоненту. 

В силу предположения, что проеRдионная плосRость и ·рассматриваемая точRа 
расположены с одной стороны от тоЧRи наблюдения, величина d = Zw - z всегда 
положительна. Формула (9.3.5) описывает преобразование Rоординат из гло
бальной системы Rоординат в двухмерную систему RООрдинат на проеRционной 
плосRости. Это является ИСRусственным преобразованием, таR RaR третья RО
ордината центральной проеRции им не определяется (положена равной нулю). 
Оно не имеет обратного преобразования, таR RaR определитель одой из матриц 
равен нулю. 

Матрица преобразования. Центральную проеRцию объеRта можно получить 
с помощью его преобразования по матрице 

YI Z1 

У2 Z2 

УЗ Z3 

о о 

Zw 

о 

о 

о 

о 

Zw 

о 

о 

-Xw 

-yw 

1 
-1 

о 

о 

о 

Zw 

Х1 Х2 Х3 Ох 

У1 У2 Уз оу 

z1 z2 zз Oz 

о о о 1 

(9.3.6) 

После таRого преобразования объеRт исRазится таR, что его параллельная проеR
ция на плосRостъ (9.2.1) будет совпадать с его центральной проеRцией на эту же 
плосRость. Определитель матрицы Aw не равен нулю, и преобразование (9.3.6) 
обратимо. 

Для того, чтобы учесть масштабные единицы устройства вывода и масштаб 

проеRции, двухмерный радиус-веRтор р = [хр Ур]Т нужно умножить на матрицу 
(9.2.4) и масштаб изображения. 

На рис. 9.3.4 и 9.3.5 приведены перспеRтивные изображения геометриче
СRоrо объеRта. Для обоих рисунRов использовалась одна и та же проеRционная 



436 Гл. 9. Компъютернан графика 

плоскость, но на рис. 9.3.4 проекция точки наблюдения лежит слева и выше цен
тра рисунна, а на рис. 9.3.5 проекция тоЧRи наблюдения лежит правее центра 

r ,i""'\ 

L,..11~ 
~c:;;..~------------.....!==i.W:::=t::i=Y-

G / 

Рис. 9.3.4. Центральная проенция объевта Рис. 9.3.5. Центральная проекция объевта 

рисунка. Чем дальше от точки наблюдения находится объект, тем меньше его 
перспективное изображение. 

9.4. ПоJIИrовы кривых и поверхносжей 
,Проекция на плоскость пространственного отрезка является отрезком на 

плоскости, а параллельная проекция на плоскость пространственной ломаной 
линии является ломаной линией на плоскости. Для того, чтобы получить изо
бражение кривой линии, мы будем использовать проекцию полигона крив ой. 

Для каждой кривой линии мы построим набор точек Pk, принадлежащих 
1q>ивой и следующих в порядке возрастания параметра. Соединив эти точки от
резками, получим ломаную линию, аппроксимирующую заданную кривую ли

нию. Набор точек для построения аппроксимирующей ломаной будем называть 
nолигоно.м, кривой. Точки полигона будем вычислять достаточно близко друг 
от друrа, чтобы линии изображения казались плавными. 

Определение mara :кривой. РС\ссмотрим вычисление шага аппроксимации 
кривой линии. Пусть задана кривая r(t) и пусть мы находимся в некоторой 
ее точке to, являющейся точкой полигона. Требуется найти параметр ti сле
дующей точки полиrона, так чтобы отклонение кривой от ее полигона не пре
вышало заданную величину б. Предположим, что в ближайшей окрестности 
кривая близка к своей соприкасающейся в этой точке окружности (рис. 9.4.1). 

Радиус р соприкасающейся окружности равен радиусу кривизны кривой и 
определяетсн формулой 

lr'lз 
р = \ r' х r" \ ' (9.4.1) 

По теореме Пифагора квадрат половины длины хорды равен р2 - (р - б)2 = 
= б(2р - б). Длина всей хорды будет равна 

h = 2Jб(2р- б). (9.4.2) 
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Если кривая близка к дуге соприкасающейся окружности и угол дуги достаточно 
мал, то можно считать, что длина хорды примерно равна длине дуги кривой и 

приращение параметра дt на длине дуги кривой можно принять равным 

д ~ !!:__ = 2 v 8 ( 2р - 8) 
t lr'I lr'I · (9.4.3) 

Таким образом, параметр следующей точки полигона может быть принят рав
ным ti = to + дt. При резном изменении направления или длины второй 
производной в точне ti по сравнению с предыдущей точной формула (9.4.3) 
дает ошибку, т. е. прогиб может оказаться 
значительно больше б. В этом случае шаг 
должен быть уточнен путем определения 
среднего радиуса кривизны кривой на рас

сматриваемом участие. 

Формула вычисления параметрического 
шага между точнами полигона (9.4.3) по
зволяет построить полигон нривой, отстоя

щий от самой нривой на величину, не пре
вышающую б. Проенция этого полигона 
будет отстоять от проенции нривой также 
на величину, не превышающую 8, ~при мас
штабе отображения 1 : 1 (m = 1). Вели

Рис. 9.4.1. Вычисление шага по пара
метру в:ривой по заданному прогибу д 

чину б будем называть точностью отображения. Для произвольного мас
штаба отображения т: 1 проекция полигона кривой будет отстоять от проекции 
кривой на величину, не превышающуIQ тб. Таким образом, если мы хотим 
получить проекцию кривой в масштабе т: 1 с точностью отображения б, то 
мы должны построить полигон, точни которого находятся на параметричесной 

расстоянии, не превышающем 

д (".; 
2 

J(8/m)(2p - 8/т) 
t (".; . lr'I . (9.4.4) 

Шаг по параметру нривой мы вычисляли при выполнении операций. Шаг 
( 4.2.3) определяется углом отнлонения :кривой и не зависит от ее размеров и 
масштаба отображения. Шаг (9.4.4) определяется точностью отображения и 
зависит от размеров кривой и масштаба отображения. 

Определение mara :рривой на поверхиоети. Шаг для полигона :кривой ли
нии на поверхноети--вътчислим аналогично вычислению шага полигона кривой. 
Пусть точка некоторого полигона поверхности r(uo, vo) определяется параме
трами и0 и vo. Найдем параметры и1 и v1 следующей точни поверхности таи, 
чтобы пространственный отрезан из точки r( ио, vo) в точну r( u1, v1) отстоял 
от поверхности на расстоянии, не превышающем заданной величины 8. Для 
этого вычислим радиус :кривизны линии на поверхности, имеющей направле
ние du: dv. Кривизна линии на поверхности определяется формулой (1.8.5), а 
ее радиус кривизны определится равенством 

g11 dи
2 + 2g12 du dv + g22 dv2 

р= . 
Ь11 du2 + 2Ь12 du dv + Ь22 dv2 

(9.4.5) 
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Подставим (9.4.5) в (9.4.4) и получим приращения для параметров соседней 
точки полиrона 

Ли~ 2 J(б/m)(2p - б/m), 
lr1 + r2(dv/dи)I (9.4.6) 

rде r1 = дr / ди и r2 = дr / дv, т - масштаб отображения. В частных слу
чаях для u-полиrонов получим Ри = gн/Ь11, а для v-полиrонов - Pv = g22 /Ь22· 
Соответственно ненулевые шаги вдоль координатных и-линий и v-линий по
верхности равны 

л ,..... 2 )(б/m)(2(g11 /Ь11) - б/т) Лv = 
0 и,..... lдr/диl ' ' (9.4. 7) 

л ,..... 
2 
J(б/m)(2(g22/~2) - б/m) 

Ли= О, v,..... Jдr/дvl , (9.4.8) 

где gн, g12, g21, g22, Ь11, Ь12, Ь21, Ь22 - коэффициенты первой (1. 7.8) и второй 
(1.7.21) основных квадратичных форм поверхности. Как можно заметить, шаги 
вычисляются приближенно. Это делается с целью уменьшения вычислительных 
затрат. При необходимости шаги могут уточняться. 

Величина прогиба б выбирается достаточно малой, чтобы не было заметно 
изломов проекции в точках полигонов. Она составляет доли миллиметра. Рас
стояНие между точками полиrона зависит от кривизны линии и может быть 
достаточно большим. 

Сетви поJIИl'оиов. С помощью полигонов можно отобразить кривые линии, 
поверхности или тела. Для удобства полигоны, принадлежащие одному гео
метрическому объекту, объединяют в сетки. Сетка представляет собой сово

купность полигонов для векторного отобра
жения некоторого геометрическоrо объекта. 
Так сетка кривой состоит из одного поли
гона. Сетка поверхности состоит из поли
гонов ее границ и нескольких полигонов ее 

и-линий и v-линий. Сетка тела состоит из 
полиrонов поверхностей его граней. Ото
бражение rеометрических объектов полиго
нами обладает универсальностью и просто
той. Для получения параллельной проекции 
полигона достаточно вычислить проекции 

его точек и соединить их отрезками. На 
рис. 9.4.2 приведен пример отображения 
сетни поверхности, построенной по коорди
натными-линиям и v-линиям. 

Рис. 9.4.2. Проенции сетви полиго
нов поверхности 

В некоторых случаях для векторного ото
бражения поверхности или тела граничных и координатных линий недоста
точно. Для большей информативности отображения кривых поверхностей и 
граней к проекциям координатных линий добавляют проекции линий очерка. 
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9.5. Линии очерна 

Каждая поверхность одной из своих сторон может быть направлена к на· 
блюдателю и тогда эта сторона будет видимой. В противном случае сторона 
поверхности будет не видна из точки наблюдения. Может случиться так, что 
только часть стороны поверхности будет видимой. В этом случае на поверхности 
можно построить линию, разделтощую видимую и невидимую чисти поверх

ности. Линией очерка будем называть линию на поверхности, отделяющую 

Рис. 9.5.1. Прое1щии линий очерка поверхности 
Рис. 9.5.2. Проекции сетки полигонов и линий очерRа 

видимую часть поверхности или грани от невидимой ее части. На рис. 9.5.1 
приведены линии очерка поверхности. На рис. 9.5.2 показаны линии очерка 
совместно с сеткой поверхности. 

При переходе через линию очерка нормаль поверхности меняет направление 
по отношению к линии взгляда. В точках линии очерка нормаль поверхности 
ортогональна линии взгляда. В общем случае у поверхности линий очерка может 
быть несколько. :Каждая линия очерка является пространственной кривой. Она 
или замкнута, или оканчивается на краях поверхности. Для разных направл& 
ний взгляда существует своя совокупность линий очерка, поэтому при повороте 
поверхности линии очерка необходимо строить заново. 

Параллельные проекции. Для некоторых поверхностей, например, сферы, 
цилиндра, конуса, линии очерка строятся достаточно просто. Рассмотрим об
щий случай построения линий очерка поверхности. 

Пусть требуется найти линии очерка поверхности, описываемой радиус-век
тором r(u, v). Каждая точка линии очерка для параллельной проекции на плос
кость (9.2.1) должна удовлетворять уравнению 

iz · m =О, (9.5.1) 
где m = m(u, v) -нормаль к поверхности, для которой строится линия очерка. 
Для поверхности, описываемой радиус-вектором r(u, v), нормаль m(и, v) также 
является функцией параметров и и v. Скалярное уравнение (9.5.1) содержит 
два искомых параметра и, v. Если задать один из параметров, то другой можно 
на~ти из уравнения (9.5.1), т. е. один из параметров является функцией от 
другого. Для равноправия параметров их можно представить в виде функций 
некоторогQ. общего параметра t: 

и= и(t), v = v(t). (9.5.2) 
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Результатом решения уравнения (9.5.1) является двухмерная линия 

luv(t) = [u(t) v(t)]т, luv(t) Е r(u, v) (9.5.3) 

на поверхнос~и r( и, v). Эта линия и есть линия очериа поверхности. 
Мы построим линию очериа по упорядоченной совоиупности точен, удовле

творяющих уравнению (9.5.1). Точиами мы называем пару параметров ui и 
Vi поверхности, являющихся иоординатами двухмерных точен на параметриче
сиой плосиости. Имея отдельные точии линии очерRа, расположенные в порядие 
их следования и на определенном расстоянии друг от друга, всегда можно найти 

любую другую точиу линии. Например, для нахождения точии, лежащей между 
двумя заданными соседними точиами линии очериа, проведем плосиость пер

пендииулярно соединяющему соседние точии отрезиу и найдем общую точиу 
для поверхности и плосиости, решив три сиалярных уравнения пересечения со

вместно с урав.нением (9.5.1). Положение плосиости на отрезие можно задать 
параметром линии. По ирайним точиам отрезиа определяется нулевое прибли
жение для исиомой точии. Таиим образом, совоиупность отдельных двухмер
ных точен линии очериа поверхности служит паи бы нулевым приближением 
этой линии, по иоторому одним из численных методов всегда можно найти точ
ное положение точии. Алгоритм построения линий очериа поверхности можно 
разбить на два этапа. 

На первом этапе найдем хотя бы по одной точие на иаждой линии очериа. 
Для этого, шагая по поверхности и исследуя знаи сиалярного произведения m · iz ... . 
в соседних точиах, наидем пары точен поверхности, в иоторых m·lz меняет знаи. 
Взяв в иачестве нулевого приближения средние значения параметров этих точеR, 
одним из численных методов найдем параметры и, v точни линии очериа. Пусть, 
напрнмер, при переходе из точии [и1 v1]T в близиую и ней точиу [и2 v2]T m · iz 
меняет знаи. Тогда, положив u<0) = (и1 + и2)/2, v<0) = (v1 + v2)/2, с помощью 
итерационного процесса метода Ньютона 

v(k+l) = v(k) - ( m. iz ) (k) 

iz · (8m/8v) 
(9.5.4) 

или итерационного процесса 

( 

• ) (k) ·(k+l) _ (k) _ m · lz 
и -и ' 

iz · (8m/8u) 
(9.5.5) 

найдем параметры одной из точен линии очериа. Производные нормали m1 и 
m2 определяются формулами Вейнгартена (1.7.26), (1.7.28). Таиим способом 
получим набор точен линий очериа. Точии из полученного на первом этапе на
бора нииаи не связаны друг с другом и могут принадлежать различным линиям 
очериа. Важно тольио, чтобы от иаждой линии очериа в наборе присутствовала 
хотя бы одна точна. 

На втором этапе берем любую точиу из имеющегося набора и, двигаясь от 
нее с неRоторым шагом сначала в одну сторону потом в другую, находим точиу 

за точной исиомую совоиупность точен линии очериа. Направление движения 
дает веитор 

(9.5.6) 
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где m1 и m2 частные производные нормали m(u, v), ri и r2 - частные про
изводные радиус-веитора r{u, v) поверхности по параметрам и и v. Знаи перед 
слагаемым (mi х m)/lril, i = 1, 2 совпадает со званом сналнрноrо произведения 
Шi • iz. Шаг движения вычислим в соответствии с кривизнами поверхностей в 
теиущей точне по формуле (9.4.7) или по формуле (9.4.8). Если 

t · ri t · r2 

lr1I > lr2I ' 
то по формуле (9.4.7) дадим приращение параметру и и по формуле (9.5.4) най
дем соответствующий ему параметр v поверхности. В противном случае по фор
муле (9.4.8) дадим приращение параметру v и по формуле (9.5.5) найдем со
ответствующий ему параметр и поверхности. Движение по иривой заиончим, 
иогда дойдем до ирая одной из поверхностей или иогда линия замкнется (новая 
точна онажетсн на расстоянии текущего шага от точни старта). 

В процессе движения будем проверять, не лежат ли вблизи пути следова
ния точии из набора, полученного на первом этапе. Для этого по пути следо
вания будем вычислять расстояние от теиущей точии иривой очерна до иаждой 
точии из набора, полученного на первом этапе. Если вычисленное расстояние до 
иаиой-либо точии набора соизмеримо с теиущим шагом движения, то эту точиу 
удалим из набора иаи более ненужную. Таи получим совоиупность отдельных 

точен [ui Vi]т, i = О, 1, 2, ... , n одвой линии очерка. При этом в наборе то
чен, полученном на первом этапе, не будет содержаться ни одной точни данной 
линии. Если в наборе останутся еще точии, то данная поверхность имеет, по 
ирайней мере, еще одну линию очериа. Совоиупность ее точеи найдем, взяв 

Рис. 9.5.3. Линии очерка тела Рис. 9.5.4. Тело врашения: 

любую точиу из набора и повторив второй этап построения. Построение линий 
заиончим, иогда в наборе не останется ни одной точни. Описанным способом 
построим линии очериа всех граней модели. 

Линии очериа граней являются линиями очериа их поверхностей. Линия 
очер:ка тела будет видимой, если она не заирыта гранью, лежащей ближе R точне 
наблюдения. На рис. 9.5.3 приведена линия очериа тела вращения, поиазанного 
на рис. 9.5.4. Проеиция линии очерка может иметь изломы и точии возврата, 

29 - 5293 Голованов 
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но сама линия очерка является гладкой. Точки излома у проекции возникают 
там, где касательная линия очер:ка коллинеарна вектору iz. 

Для построения прое:кции линии очер:ка будем строить ее полигон, прое:кцию 
:которого и возьмем в :качестве прое:кции линии очер:ка. 

Цея~rральные проенции. Линии очер:ка в центральных прое:кциях удовлетво
ряют уравнению 

m·(r-w)=O, (9.5.7) 

где m = m(u, v) - нормаль поверхности r = r(u, v), w - радиус-ве:ктор 
точ:ки наблюдения. Линия очер:ка для центральной прое:кции отличается от ли
нии очерка для параллельной проекции, хотя алгоритмы их построения ана
логичны. Вместо постоянного ве:ктора iz в (9.5.7) присутствует вектор r - w, 
направление котороrо зависит от проецируемой точки. Линия очерка для цен
тральной проекции также представляет собой некоторую кривую на поверхно
сти, описываемую зависимостями (9.5.3}, и является пространственной :кривой. 
Эта линия должна быть спроецирована на плос:кость по правилам построения 
центральной прое:кции пространственной линии. 

На рис. 9.5.5 приведена параллельная прое:кция линий очерка тора, а на 
рис. 9.5.6 для сравнения приведена центральная прое:кция линий очерка тора. 
:Ка:к можно видеть, эти прое:кции отличаются. 

Рис. 9.5.5. Параллельная проекция линий очерка тора 
Рис. 9.5.6. Центральная проекция линий очерка тора 

Алгоритм построения линий очер:ка для центральной прое:кции поверхности, 
описываемой радиус-ве:ктором r(u, v), отличается от алгоритма построения ли
ний очер:ка для параллельной проекции этой поверхности тем, что на первом 

этапе будем ис:кать точни поверхности, в :которых меняет зна:к с:калярное произ
ведение m · (r 7"' w). Для определения этих точен вместо формул (9.5.4) и (9.5.5) 
следует использовать формулы 

v(k+l) = v(k) _ m. r - w) 9.5.8 . ( ( ) (k) 

(дm/дv) · (r - w) + m · (дr/дv) ( ) 

и формулы 

{k+l) _ (k) _ ( m · (r - w) ) (k) 

и - и (дm/ди) · (r - w) + m · (дr/8и) ' 
(9.5.9) 

соответственно. В остальном алгоритм построения линий очер:ка для централь
ной проекции поверхности не отличается от алгоритма построения линий очерка 

для параллельной проекции. 
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9.6. Определение видимой части rеометричеевих объевтов 

Веиторная rрафива. При построении векторных изображений определение 
видимой части геометрических объектов сводится к задаче удаления невидимых 
линий. Сетни полигонов строятся для всех поверхностей тел. Часть полиго
нов может оказаться закрытой от взгляда 

наблюдателя. При удалении невидимых 
линий векторные проекции приобретают 
более реалистический вид. На рис. 9.6.1 
приведена проекция поверхности, показан

ной на рис. 9.4.2, без невидимых линий. 
Линия очерка будет видимой, если она 

не закрыта другой гранью или частью 

своей же грани. 

Рассмотрим один из алгоритмов удале
ния невидимых линий. Сначала построим 
пространственные полигоны геометриче

ского объекта, включая полигоны линий 
очерка. Совокупность пространственных 
линий ci(ti), i = 1, 2, ... , п, соответ
ствующих всем полигонам объекта, будем 

Рис. 9.6.1. Проекция поверхности с 
удалением невидимых линий 

называть -кар-касной .моде.л,ью. Далее построим проекцию (параллельную или 
центральную) каркасной модели на заданную плоскость. Эта проекция бу

дет состоять из двухмерных линий ci(ti), i - 1, 2, ... , п. Каждой простран
ственной кр:Ивой Ci ( ti) соответствует двухмерная кривая ci ( ti). Каждой точве 
r = ci(t) пространственной кривой соответствует точка r = ч(t) двухмерной 
кривой. Среди линий проекции выделим те, которые являются проекциями 
линий очерка, ребер тел и границ поверхностей. Обозначим их через lj(tj), 
j = 1, 2, ... , т. Определим, какие части проекции каркасной модели являются 
видимыми, а какие нет. Для этого найдем все точки пересечения и самопере
сечения двухмерных кривых l j ( t j), j = 1, 2, ... , т между собой и со всеми 
кривыми ci(ti), i = 1, 2, ... , п и разрежем этими точками линии на части. 
Соответствующим образом разрежем пространственные линии. Остается поме
тить и удалить невидимые части проеIЩИи. Теперь каждая часть линии будет 
или полностью видима или полностью невидима. 

Рассмотрим алгоритм определения видимости линий проекции. Построим 
контур на плоскости проекции, охватывающий все двухмерные кривые. Все 
линии контура будут видимыми. Для определения видимости остальных ли
ний возьмем произвольную точку r на двухмерной кривой. Найдем соответ
ствующую ей точку r на соответствующей пространственной линии. Построим 
прямую линию l(t) = r+ti, проходящую через точку r и точку наблюдения и на
правленную от точки наблюдения. Для параллельной проекции вектор i = -iz, 
для центральной проекции вектор i = (r - w)/lr - wl. Найдем все точки пере
сечения этой прямой с поверхностями геометрического объекта. Если значения 
параметра t прямой для всех точек пересечения неотрицательные, то кривая 
является видимой. Если среди значений параметра t для точек пересечения 
найдется хотя бы одно отрицательное, то кривая является невидимой, так как 
ее закрывает одна из поверхностей модели, находящаяся ближе к наблюдателю, 
чем точка r. Проделаем эту процедуру со всеми двухмерными кривыми и удалим 
те части проекции, которые окажутся невидимыми. 
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Для полигонов тел рассматриваемый алгоритм удаления невидимых линий 
проенции можно упростить. Проекция полигона (или его части) грани тела бу
дет невидима, если нормаль грани в точках соответствующего трехмерного по

лигона направлена от точни наблюдения. Проекции ребер тела, нормали обеих 
смежных граней ноторых направлены от точни наблюдения, таи.же являются 

Рис. 9.6.2. Проекция детали с удалением невидимых линий 

невидимыми. На рис. 9.6.2 приведено изображение детали с линиями очерка 
и удаленными невидимыми линиями. На рис. 9.6.3 приведено изображение 
детали, где невидимые линии имеют меньшую толщину, чем видимые. 

Рис. 9.6.3. Прое1щил детали с утонением невидимых линий 

Описанный алгоритм является универсальным, но требует больших затрат 
времени. Для геометрических объектов, описываемых плосними гранями, су
ществует ряд быстрых алгоритмов удаления невидимых линий. В алгоритме 
Галимберти и Монтанари наждое ребро геометрического объекта сопоставля
ется с плосностью наждой грани объекта. Каждая плоскость грани делит все 
пространство на два полупространства. Если при сопоставлении ребро всегда 
располагается в одном полупространстве с точной наблюдения или лежит на 



9.6. Определение видимой части геометрических объектов 445 

плосвости, частью воторого является грань, то ребро видимо. Если для вавой
то плосвости ребро располагается не в том полупространстве, где лежит точва 
наблюдения, то следует проверить, не заврыто ли ребро гранью, на воторой по
строена плосвость. Для этого достаточно проверить положение проевции ребра 
относительно проевции вонтура грани и определить, располагается ли первая 

полностью вне второй, полностью внутри второй или частично внутри второй. 
Если при сопоставлении ребра и плосности невоторой грани ребро попадает в 
оба полупространства, то его делят на две части и важдую часть рассматривают 
отдельно описанным способом. После наждой проверви от рассматриваемого 
ребра оставляют тольво видимую часть. 

Рас.тровая rрафИИ8. Растровое изображение формируется из отдельных то
чев. При построении растровых изображений вознивает необходимость опре
делять видимую часть геометричесних объевтов. Уотвинс предложил алгоритм 
построения видимой части изображения, имеющий сходство с построчной раз
вертвой изображения. Проецируемый объевт пересевают параллельными плос
востями, ортогональными плосвости проевции. Эти плосвости называют плос
востями развертви. Каждая плосность пересевает геометричесвий объевт по 
невоторым плосвим вривым. Положение этих :иривых анализируется на пред
мет удаленности от наблюдателя. На проевции должны быть построены тольво 
ближайшие н наблюдателю линии или их части. Тавим образом, на линии раз
вертви достаточно отобразить части отрезвов, видимые из точни наблюдения. 
Изображение формируется из стров развертви. Алгоритм Уотвинса применим 
для построения параллельных проевций растровой графиви. 

Поверхности граней тел пересеваются толь:ио по своим враям. Если опре
делить положение граней относительно друг друга и их удаленность от точки 

наблюдения, то для получения правильного изображения достаточно вьmести 
на эвран грани в порядве их удаления от точви наблюдения. Первыми следует 
вывести наиболее удаленные грани. Этот метод применим, если есть возмож
ность изменять изображение в процессе его построения. Если позже выводимые 
грани проецируются на ранее выведенные грани, то последующие грани будут 
либо занрывать собой предыдущие (если грани непрозрачные), либо их цвет 
можно вомбинировать с уже имеющимся цветом (если грани частично прозрач
ные). Этот алгоритм был предложен Ньюэллом и Санча. Основная трудность 
алгоритма занлючается в определении порядва расположения граней. 

При формировании растровых изображений требуется не тольво определять 
видимую часть геометричесвих объевтов, но еще цвет и ярвость важдой точви 
изображения. Если геометричесвие объевты не прозрачны, то цвет точви за
висит от цвета ближайшей в наблюдателю грани в этой точве, а ярвость точки 
зависит от освещенности объевта, оптичесвих свойств его поверхности и от ори
ентации нормали поверхности по отношению в лучам падающего света и в ли

нии визирования, соединяющей рассматриваемую точву и точву наблюдения. 
Если геометричесвие объевты прозрачные, то цвет точев изображения зави
сит от цвета всех граней, пере сенаемых линией визирования, их оптичесвих 

свойств и от ориентации их нормалей. Рассмотрим геометричесвие асnевты 
данной задачи. 

В общем случае для важдой точни растрового изображения следует построить 
линию, проходящую через точву наблюдения для центральной проевции, или 
линию, перпендивулярную плосвости проевции для параллельной проевции, и 

найти все точви пересечения этой линии с отображаемыми объентами. В точвах 
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пересечения потребуется вычислить нормаль :к поверх~ости объе:кта для того, 
чтобы определить яр:кость точ:ки растрового изображения. На рис. 9.6.4 приве
дено растровое изображение детали, построенное данным способом. 

Рис. 9.6.4. Растровое изображение с определением яркости видимых точен 

Для :криволинейных поверхностей перечисленные действия требуют боль
ших вычислительных затрат. Если поверхности геометричес:ких объе:ктов 
плоение, то задача существенно упрощается. Для уменьшения времени фор
мирования растрового изображения все поверхности отображаемых объе:ктов 
аппро:ксимируют треуго.rtьны.ми n.rtacmuua.мu. 

9. 7. ТриашуJIЯЦИя повер:хвосжей и тел 
Триангу.цци.я представляет собой аппроисимацию поверхности моделируе

мого объе:кта треугольными пластинами, отстоящими от нее на расстоянии, не 
превышающем неноторой заданной величины б. Все треугольные пластины 
должны стыноваться между собой. Их вершины лежат на поверхности. С на
бором треугольных пластин легче работать, чем с поверхностью общего вида. 
Треугольные пластины будем называть треуго.rtьиика.ми. Для треугольни:ка 
достаточно быстро вычисляются расстояние до заданной точ:ки или точка пере
сечения с заданной прямой в пространстве. Триангуляция граней выполняется 
для визуального восприятия геометричес:кой модели, поэтому стороны треуголь
ни:ков выбираются, таними, чтобы глаз не мог заметить изломы. 

При отображении rеометричес:ких объе:ктов по треугольни:кам на параме
тричес:ких плос:костях поверхностей должна быть построена пространственная 
триангуляция граней тела путем вычисления массива точе:к в пространстве 

Pi(ui, vi) и массива нормалей mi(ui, Vi) в граням тела в этих точ:ках по мас-
сиву двухмерных точе:к Pi = [ui Vi]т. Для быстрого отображения тел их грани 
аппро:ксимируют треугольными пластинами, построенными на точ:ках Pi· Нор
мали требуются для определения поведения световых лучей, взаимодействую
щих с гранями тела. Тоновые рисун:ки в предыдущих главах и в данной главе 
выполнены с использованием триангуляции. 
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Результатом триангуляции поверхности мы хотим иметь массив двухмер
ных точен Pi = [ui vi]т на параметричесной плосности и массив троен целых 
чисел, являющихся номерами точен в первом упомянутом массиве. Таним обра
зом, :каждый треуголънин будет представлен тремя номерами его вершин в мас
сиве параметров. По наждой двухмерной точке параметричесной области моrут 
быть вычислены пространственная точка Pi(ui, vi) на поверхности и нормаль 
Шi( Ui, щ) поверхности· в ней. Пространственные точни и нормали моrут хра
ниться в массивах, аналогичных массиву двухмерных точен. 

Остановимся на неноторых способах триангуляции. Для плосних поверхно
стей существуют энономичные методы триангуляции, в ноторых треугольнини 
строятся на граничных точках поверхности и не требуетсл иснать точ:ни внутри 
параметрической области. 

Трианrуляция Делоне. Рассмотрим неноторую область на плосности. Область 
будем называть выпуклой, если при движении вдоль ее границы приходится 
поворачивать тольно в одну сторону (тольно влево или тольно вправо). Для три
ангуляции выпунлых плосних областей можно 
использовать алгоритм Делоне. Мы не сможем 
напрлмую применить этот алгоритм для триан

гуллции поверхностей произвольной формы, но 
мы будем использовать его метод построения тре
угольнинов. 

Пусть даны неноторая выпунлая двухмерная 
область, ограниченная замннутой ломаной лини
ей, и набор точен внутри этой области (рис. 9.7.1). 

Требуетсл разбить уназанную область натре
угольники, вершинами ноторых являются задан

• 
• • • • 

• 
• • • 

• 

Рис. 9.7.1.Выnу:клая область с 
заданными точнами внутри 

ные точки внутри области и вершины ограничивающей ее ломаной линии. Тре
уrольнини не должны нанрывать друг друга, а их стороны могут пересекаться 

тольно в вершинах. 

Можно построить неснольно различных наборов треугольнинов, заполнлю
щих уназанную область. Во всех случаях число треугольнинов равно К+ I - 2, 
где К - число вершин ограничивающей ломаной, I - число заданных то
чен внутри области. Триангу.л.яи/и.я области будет трианг.у.л..яцией Д е.л.оне, 

Рис. 9. 7.2. Выбор третьей точ:tш алгоритма Делоне 

если внутри описанной вокруг каждого треугольника окружности отсут
ствуют вершины друг.их треугольников. Триангуляцил Делоне строит тре
угольнини по возможности близкие н равноугольным (не допуснает построение 
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неоправданно вытянутых треугольников). Ее можно назвать сбалансирован
ной. Триангуляция Делоне будет уникальной, если никакие четь:rре вершины 
не лежат на одной окружности. 

Рассмотрим трианrуляцию Делоне. Вершины оrраничивающей область ло
маной и заданные точки внутри области будем называть вершина.ми триан
гу.л.яции. Стороны треугольников будем называть ребра.ми. Среди ребер выде
лим отрезки ограничивающей ломаной, которые будем называть граничны.ми 
ребра.ми. Сориентируем все граничные ребра так, чтобы выпуклая область ле
жала слева от каждого ребра. Пусть требуется построить треугольник, стороной 
которого является граничное ребро АВ, .показанное на рис. 9. 7.2. 

Через вершины А, В и любую, не лежащую с ними на одной прямой, вер
шину можно провести окружность. В качестве третьей вершины треугольника 
выберем вершину V, соответствующая которой окружность, не содержит других 
вершин с той же стороны относительно отрезка АВ, с ноторой лежит точка V. 
Для граничноrо ребра в общем случае можно найти одну такую вершину. Бу
дем называть ее ближайшей. Центр окружности, проходящей через точки А, 
В и V, лежит на пересечении перпендикуляров к серединам отрезков АВ, BV 
и V А. Положение центра окружности будем характеризовать параметром t от
резка MN, перпендикулярного ребру АВ, равноrо с ним по длине и проходящего 

• • • 

• • • • 

• 
• • 

• • • 

• • 

• • • • 

• • 

• • 
• • 

Рис. 9.7.3. Процесс триангуляции Делоне 

через середину ребра АВ. Для всех вершин, лежащих слева от отрезка АВ, бли
жайшая вершина имеет наименьший параметр t. Соответствующая ближайшей 
вершине онружность не содержит других вершин слева от отрезка АВ. Пусть 
вершины А, В и V описываются двухмерными радиус-векторами а= [ха Уа]т, 
Ь = [хь Уь]Т, v = [xv Уv]т соответственно. Радиус-векторы середин отрезков АВ 
и BV будут равны 

1 
2 (ха+хь) 
1 
2 (Уа+Уь) 

q = (xq Yq]T = 

1 
2 

(xv + хь) 
1 

2 (Yv + Уь) 
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Значение параметра t прямой MN = (1-t)m+tn, соответствующее положению 
на ней центра о:кружности, проходящей через точ:ки А, В и V, равно 

t == (xv - хь)(хq - Хт) + (Yv - Уь)(Уq - Ут). 
(Yv - Уь) (хь - Ха) - (xv - хь) (Уь - Уа) 

(9.7.1) 

Для ближайшей слева :к отрез:ку АВ вершины параметр t имеет минимальное 
значение. 

Сориентируем все rраничные ребра та:к, чтобы подлежащая трианrуляции 
область лежала слева от :каждоrо из них. Построение треуrольпи:ков начнем с 
любоrо rрапичпоrо ребра. Найдем для неrо ближайшую вершину, соответствую
щая о:кружность :которой не содержит друrих 

вершин. Пусть для rрапичноrо ребра АВ най
дена ближайшая вершина V. Тоrда построим 
треуrольни:к ABV и переведем ребро АВ в раз
ряд неа:ктивных. Неактивны.ми будем назы
вать ребра и вершины, :которые не участвуют в 
алrоритме трианrуляции. Если среди rранич
ных ребер отсутствует ребро BV, то на отрез:ке 
V В построим новое rраничное ребро. Если же 
среди rраничных ребер есть ребро BV, то пе- Рис. 9.7.4. Трианrушщин Де-
реведем ero и вершину В в разряд неа:ктив- лоне 
пых. Если среди граничных ребер отсутствует 
ребро V А, то па отрез:ке AV построим новое rраничное ребро. Если же среди 
rраничных ребер есть ребро V А, то переведем ero и вершину А в разряд неа:к
тивных. Процесс трианrуляции по:казан на рис. 9.7.3. 

Трианrуляцию за:кончим, :коrда все вершины и ребра станут неактивными. 
Результат трианrуляции заданной области приведен на рис. 9. 7.4. 

Триаиrуляция методом: ворреRЦИИ. Рассмотрим трианrуляцию некоторой по
верхности r( и, v) с прямоуrольной областью определения параметров иmin ~ 
~ и ~ иmах, Vmin ~ v ~ Vmax· Разобьем область определения параметров 
поверхности на nр.ямоуго.льные .ячейки двухмерными линиями 'Ui = const и 
Vj = const, i = 1, 2, ... , т, j = 1, 2, ... , n. Эти линии образуют nр.ямоуго.ль
ную сетку. Параметричес:кие расстояния Лиi = иi+1 - иi между соседними 
линиями 'Ui = const в соответствии с формулой (9.4.7) возьмем равными 

для всех Vmin ~ v ~ Vmax· (9. 7.2) 

Параметричес:кие расстояния Лvj = Vj+I - Vj между соседними линиями Vj = 
= const в соответствии с формулой (9.4.8) возьмем равными 

для всех иmin ~ и ~ иmах· (9. 7.3) 
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Построив диагонали во всех прямоугольных ячейках, мы получим трианrу
ЛfЩИЮ повер:хно сти (получим набор треугольников, удовлетворяющий предъ
явленным требованиям). На рис. 9.7.5 приведена триангуляция поверхности 
вращения описанным способом. 

Рассмотрим триангуляцию поверхности r(u, v) с произвольной границей. 
Метод триангуляции построим на коррендии граничными контурами описанной 

Рис. 9.7.5. Триангуляция поверхности с прямоугольной областью определения параметров 

выше трианrуляции поверхности с прямоугольной областью определения пара
метров. Пусть граница поверхности в области определения параметров описыва
ется нес:колькими непер есекающимися двухмерными контурами ( 2 .12. 7). Один 
из :контуров является внешним и содержит остальные контуры. За положитель
ное ~аправление для :каждого :контура примем направление, при движении вдоль 

:которого область определения поверхности находится всегда слева от контура, 
если смотреть навстречу нормали поверхности. Построим полигоны в положи
тельном направлении граничных контуров области определения поверхности. 
Для построения граничных полигонов нужно пройти по граничным :контурам 
поверхности с некоторым переменным шагом и заполнить массив двухмерных 

точек, координатами которых являются параметры поверхности. Полигон будем 
строить из точек на параметрической плос:кости, но шаг при переходе от одной 
точке :к другой будем определять из пространственной геометрии, а именно, из 
условия, чтобы прогиб дуги кривой между соседними точками был бы не более 
заданной величины б. Параметричес:кие шаги дt построения полигона для :кри-
вой r(t) = r(u(t), v(t)) J.~раничного контура поверхности вычислим по формуле 
(9.4.4). 

Каждый полигон состоит из упорядоченного набора двухмерных точек Pi = 
= [ui Vi]T. Каждый участо:к полигона можно рассматривать :как отрезок двух
мерной прямой линии, построенный на двух соседних точках. Будем использо
вать такие участки в качестве граничных ребер, а точки полигонов, на которых 
базируются ребра, будем использовать в качестве вершин триангуляции. Та:к 
как область определения параметров поверхности лежит слева от граничных 
полигонов, то при построении треугольни:ков для :каждого граничного ребра 
триангуляции следует ис:кать третью вершину треугольника слева от ребра. 

Далее построим прямоугольную сетRу для области Umin ~ и ~ Umax, Vmin ~ 
~ v ~ Vmax, где Umiш Umax, Vmin, Vmax определяют габаритный прямоуголъни:к 
внешнего граничного контура. Узлы сетки мы так.же будем использовать в каче
стве вершин триангуляции. Определим, ка:кие узлы лежат внутри граничных 
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полигонов, а нание лежат на границе или вне области определения поверхно
сти. Используя эту информацию, рассортируем прямоугольные ячейни сетки 
на две группы. К первой группе отнесем ячейки, целиком лежащие внутри 
области определения параметров поверхности (ячейни не должны насаться гра
ничных полигонов). Ко второй группе отнесем остальные ячейни (лежащие вне 
области определения поверхности или пересекаемые граничными полигонами). 

Рис. 9. 7.6. Незаконченная триангуляция поверхности 

Внутри каждой ячейRИ первой группы с помощью диагонали построим два тре
угольнина. Тем самым мы получим незанонченную триангуляцию. Пример 
построения треугольнинов в ячейнах первой группы для ограниченной конту

рами поверхности вращения приведен на рис. 9. 7.6. 
На непересеченных сторонах ячеек второй группы построим граничные ре

бра· и направим их тан, чтобы соответствующая ячейRа находилась слева от 
ребра. Вонруг ячеен первой группы построим замннутую ломаную линию (воз
можно нескольно замннутых линий) тан, чтобы при движении по ней не раз
битая на треугольнинИ часть области лежала слева, если смотреть навстречу 
нормали поверхности. Прямолинейные участни этой ломаной линии танже бу
дем использовать в начестве граничных ребер. Мы будем считать все ребра 
равноправными. Для завершения триангуляции нам необходимо построить 
треугольниRи между граничными ребрами. Для наждого ребра будем искать 
вершину, ноторая лежит слева от него и может быть использована для построе
ния треугольнина. Поисн вершины будем осуществлять тольно среди тех вер
шин, ноторые лежат в одной ячейRе с ребром. Для выбора вершины используем 
метод Делоне, описанный выше, и проиллюстрированный на рис. 9.7.2. Если 
такая вершина найдена, то следует проверить, не пересекаются ли два новых 

ребра треугольнина с наним-либо граничным ребром. Пусть для граничного 
ребра АВ наЙдена ближайшая вершина V и проверено, что отрезни BV и V А 
не пересенают другие граничные ребра. Тогда построим треугольнин ABV и 
переведем ребро АВ в разряд неантивных. Если среди граничных ребер отсут
ствует ребро BV, то на отрезне V В построим новое граничное ребро, если же 
среди граничных ребер есть ребро BV, то переведем его и вершину В в разряд 
неантивных. Если среди граничных ребер отсутствует ребро V А, то на отрезке 
AV построим новое граничное ребро, если же среди граничных ребер есть ре
бро V А, то переведем его и вершину А в разряд неантивных. Если отрезон BV 
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или V А пересекает другие граничные ребра, то перейдем к поиску ближайшей 
вершины для другого граничного ребра. Триангуляция будет закончена после 
перевода всех ребер и вершин в разряд неактивных. 

Рис. 9.7.7. Трианrуллцил методом норрекции 

На рис. 9. 7. 7 приведена триангуляция поверхности методом коррекции тре
угольников в ячейках, пересеченных граничными контурами. На рис. 9. 7.8 с 
помощью полученной триангуляции отображена сама поверхность. 

Рис. 9.7.8 

Если граничные полигоны и поверхность обладают некоторой симметрией, 
то триангуляция методом коррекции будет обладать аналогичной симметрией. 

Трианrуляция методом поrлощевия. Рассмотрим еще один метод триангуля
ции. По скорости. он уступает триангуляции Делоне и ее модификациям. Для 
начала процедуры триангуляции необходимо представить границу поверхности 
в виде· замкнутых полигонов. В процессе триангуляции нам потребуется опре
делять шаги по параметрам поверхности Ли и Лv. При известном направлении 
движения эти шаги определяются формулами (9.4.6). Приближенно шаги по па
раметрам поверхности Ли и Лv можно найти следующим образом. Определим 
область на плоскости параметров вокруг некоторой точки [ио vо]т таким обра~ 
зом, чтобы любой пространственный отрезок :из точки [ио vо]т в точку [и 1 v1]т 



9.7. Триангуляция поверхностей и тел 453 

этой области отстоял бы от поверхности не дальше заданной величины д. Для 
этого вычислим допустимые приращения параметров вдоль ноординатных 

линий 

л у'(8/m)(2(g11 /Ьн) - 8/m) 
и~ 2 lдr/диl ' л y'(8/m)(2(g22/b22) - 8/m) 

v ~ 2 lдr/дvl ' 
(9.7.4) 

где g11 , g22 , Ь11, Ь22 ноэффициенты первой и второй нвадратичнь1х форм 

поверхности в точне [ио vо]т. За границу исномой области примем эллипс с 
центром в точне [и0 v0]т и полуосями Ли и Лv. Этот эллипс имеет уравнение 

(9.7.5) 

Если требуется на плосности найти точну рядом с точной [ио vо]т в направлении, 
заданном углом ер с осью и, то ее параметрами будут 

и1 = ио + Ли cos ер, v1 = vo + Лvsinep. (9.7.6) 

Сначала рассмотрим более простой случай, ногда область параметров по
верхности ограничена одним внешним нонтуром. Аппронсимируем границу по
верхности замннутым полигоном на параметричесной области. При построении 
триангуляции будем использовать рабочий полигон, за ноторый в данном случае 
примем полигон внешнего нонтура. Точни полигона занесем в результирующий 
массив двухмерных точен. Треугольнини будем строить от нрая рабочего поли
гона, сужая его до тех пор, пона в рабочем полигоне не останется всего три 
ТОЧНИ. 

Найдем в рабочем полигоне вершину, в ноторой он поворачивает внутрь обла
сти. Таная точна всегда существует и угол поворота в ней меньше 1Т. Обозначим 
эту точну через О, а ее параметры - через ио и vo. Оноло этой точни построим 
один или два треугольнива в зависимости от угла поворота. Если угол меньше 
7r/2, то построим один треугольнин на этих трех точнах (рис. 9.7.9). В против
ном случае построим два треугольнина на данной, двух соседних и одной новой 

точнах (рис. 9.7.11). Новая точна обозначена через Р. Точну Р будем иснать 
на диагонали параллелограмма ВОСР. Если вершина параллелограмма лежит 
внутри эллипса (рис. 9.7.10), то примем ее за точну Р. В противном случае за 
точну Р примем пересечение эллипса и диагонали параллелограмма. В послед
нем случае совсем не обязательно иснать пересечение эллипса и отрезна. 

Rоординаты ир и Vp точни Р определяются через ноординаты точен ОВС 

ир = иь + ис - ио, Vp = vь + Vc - Vo. (9.7.7) 

Угол отрезна О Р с горизонталью определяется равенством 

v -vo 
tg ер= р . 

ир -ио 
(9. 7.8) 

Эти данные позволяют определить положение точни Р относительна эллипса 
(9.7.5). 
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В случае, повазанном на рис. 9.7.9, построим треугольнив (запомним номера 
его вершин) и в рабочем полигоне удалим точву О. В случае, повазанном на 
рис. 9.7.11, построим два треугольнива и в рабочем полигоне точву О заменим 
точной Р и поместим последнюю в результирующий массив точен. На рис. 9.7.12 
приведен полигон, полученный после построения двух треугольнивов и ливви

дации точви О. В обоих случаях точна О будет удалена из рабочего полигона 
и рабочий полигон сузится. Заметим, что треугольниви можно строить тольво 
тогда, вогда рабочий полигон после сужения не будет сам себя пересевать. 

v v в 

с 

и и 

Рис. 9.7.9. Построение треуrолъниRа Рис. 9.7.10. Результирующий полигон 

v 

' / и ' / 
......... ______ ,,,...,.. и 

Рис. 9. 7.11. Построение двух треугольниRов Рис. 9. 7.12. Результирующий полигон 

Тавие ситуации повазаны на рис. 9. 7.13. Они могут вознивнуть, вогда сто
роны построеннъ1х треугольнивов пересевут несмежные с ними стороны ра

бочего полигона. Перед построением нового треугольнива ван в случае, пова
занном на рис. 9.7.9, тав и в случае, повазавном на рис. 9.7.11, должна быть 
выполнена проверва на отсутствие самопересечения результирующего полигона. 

Более того, при определении положения точви Р важно, чтобы она находи
лась на достаточном расстоянии от других точен рабочего полигона и не подхо
дила близво в отрезвам, соединяющим точRи полигона. Иначе могут вознивнуть 
трудности в дальнейшем при построении треугольнивов. Поэтому прежде, чем 
сузить рабочий полигон, следует Провер~ть на самопересечение результирую
щий полигон. Если оволо точви О нельзя построить треугольнив (треуголь
ниви), то вместо нее следует найти другую точву, в Rоторой полигон более, чем 
в других, заворачивает внутрь вонтура, и выполнить в ней описанные действия. 
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Далее с измененным рабочим полигоном выполним те же действия, вото
рые мы тольво что описали. Найдем в рабочем полигоне точву, в воторой он 
более, чем в других, точнах поворачивает внутрь области, вьшолним проверву 
на возможность сужения в ней полигона путем построения одного или двух 

v v 

и и 

Рис. 9. 7.13. В данном уrлу строить треуrольниви нельзFI 

треугольнивов и сузим полигон. Продолжая этот процесс, мы будем расширять 
массив двухмерных точев и массив треугольнивов, и одновременно мы будем су
жать рабочий полигон, уменьшая охватываемую им площадь и число его точев. 
На невотором этапе этих действий мы получим рабочий полигон, состоящий 
из трех точев. Построим на этих точвах последний треугольнив, ливвидируем 
рабочий полигон и завончим триангуляцию. В описываемом способе триангу
ляции область, ограниченная рабочим полигоном, вав бы ликвидируется путем 
отрезания от нее треугольнивов. 

Рассмотрим общий случай, вогда область параметров поверхности ограни
чена одним внешним вонтуром и несвольвими внутренними вонтурами, цели

вом лежащими внутри внешнего вонтура. Аппровсимируем границу поверхно
сти замкнутыми полигонами на параметричесвой области. Для важдого контура 
построим свой полигон. Тав жевав и для вонтуров, для полигонов, построен
ных на них, должно быть выполнено правило их взаимной ориентации. Ориен
тация внутренних полигонов должна быть противоположной ориентации внеш
него полигона. Построение триангуляции начнем с полигона внешнего вонтура. 
Положим его точви в результирующий массив двухмерных точев, а сам полигон 
сделаем рабочим. 

Построение треугольнивов вьшолним тав же, пав и в случае односвязной 
области. Найдем в рабочем полигоне точну О, выполним проверву на воз
можность сужения в ней рабочего полигона и сузим полигон. При наличии 
внутренних вонтуров усложняется проверва возможности сужения рабочего по
лигона в выбранной точве. :Кроме описанных проверов на пересечение сторон, 
треугольнивов со сторонами рабочего полигона нужно выполнить проверву на 
пересечение сторон треугольнивов со сторонами всех внутренних полигонов. 

Пусть мы проверяем возможность построения двух треугольнивов в точве О 
(рис. 9.7.11), и обнаружили, что новая точва Р, будучи построенной, попадет 
внутрь одного из внутренних полигонов или оважется в недопустимой близо
сти от его отрезвов. В этом случае мы не будем строить точву Р, а вместо 
этого ввлючим в рабочий полигон данный внутренний полигон, построив два 
треугольнива, показанных на рис. 9. 7 .14. 

Для того чтобы точви одного из внутренних полигонов включить в рабо
чий полигон, найдем среди точев внутреннего полигона точку, ближайшую в 
точве С (смежную с точкой О) рабочего полигона. Построим треугольниви на 
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точках ОС F и С EF и между точками О и С рабочего полигона вставим точки 
внутреннего полигона, начиная с точки F и :кончая точной Е. Тем самым мы 
разорвем рабочий полигон на отрезке ОС, разорвем внутренний полигон на 

v 

о о 

и и 

Рис. 9.7.14. Построение двух треугольников 
Рис. 9.7.15. Слиание внешнего и внутреннеrо полигонов 

отрезке EF и объединим их отрезками OF и ЕС. Результат слияния приведен 
на рис. 9. 7.15. Конечно, перед объединением внешнего и внутреннего полигонов 
должны быть выполнень1 проверки на :корректность этой операции. 

Далее будем продолжать сужать рабочий полигон описанным способом до 
тех пор, пока не окажемся в непосредственной близости с другим внутренним 
полигоном и не включим его в рабочий полигон. В итоге, все внутренние поли-

v 

в 

,'----__ / 
р -----------

гоны будут включены в рабочий полигон, 
:который должен быть сужен до последних 
трех точек. В результате, вся многосвязная 
область определения параметров поверхно
сти будет покрыта треугольниками. 

Возможны ситуации, :когда нельзя по
строить ни одного треугольника на задан-

с ных полигонах. На рис. 9. 7.16 приведена 
и область ограниченная двумя полигонами, 

р 9 716 в :каждый из :которых состоит из четырех от-
ис. . . . данном углу строить 

треугольники нельза рез1юв. Для внешнего полигона мы немо-
. жем продолжить триангуляцию, так :как ме-

шает внутренний полигон. В такой случае найдем две соседние точки В и С 
полигона, для :которых м,ожно построить треугольник ВСР. Точка Р проециру
ется на середину стороны ВС и находится на таком расстоянии от нее, чтобы 
новый треугольник не пересекал полигоны. 

Далее продолжим триангуляцию описанным выше способом. 

Друrие способы трианrуляции. Существуют и другие способы триангуляции. 
Например, после построения полигонов внешнего и внутренних :контуров обла
сти определения поверхности может быть выбрана иная стратегия построения 
треугольнииов. В другом варианте можно перед началом триангуляции объеди
нить внешнИ:й и внутренние полигоны в один полигон. Можно внутри области 
определения параметров по определенному алгоритму «набросаты> точки и по 
ним и точкам полигонов граничных :контуров выполнить триангуляцию Делоне. 
Существуют алгоритмы, строящие сначала :крупные треугольники, а затем де
лящие их до приемлемых размеров. 
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ТрианrуJ1яция теJ1а. Триангуляция тела представляет собой совокупность 
треугольников, полученных путем триангулRции поверхностей его граней. Три
ангуляция отдельных поверхностей отличается от триангуляции граней тела 

тем, что в последнем случае должны быть согласованы граничные полигоны 

Рис. 9.7.17. Согласованность граничных полигонов граней тела 

для смежных граней (рис. 9.7.17). Участки полиrонов смежных граней, про
ходящие по общим ребрам, будут согласованнь1ми, если их точни совпадают в 
пространстве. 

Применение триангуляции. Построенные в результате триангуляции тре
угольники используются для получения тоновых изображений. На рис. 9.7.18 
и 9.7.19 приведены триангуляции грани листового тела, тоновое изображение 
:которого показано на рис. 6.5.1. 

Рис. 9.7.18. Триангуляция грани тела методом :коррекции 

Разбиение области определения параметров поверхности на треугольники 
может быть использовано в интегралах (8.6.2), (8.6.3), (8.6.12), (8. 7.17)-(8. 7.22) 
при вычислении геометрических харантеристик тел. При численном интегри
ровании параметрический шаг дt для :кривых следует вычислять по формуле 

ЗО - 5293 Голованов 
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Рис. 9.7.19. Триангуляция грани тела методом поглощения 

(8.11.5), а для поверхностей параметричесние шаги Ли и Лv следует вычи
слять по формулам (8.11.1) и (8.11.2). Приближенно интеграл для треугольной 
области поверхности вычисляется по нубатурной формуле (8.10.13). 

9.8. Моделироваиие света 

Изображение онружающих нас предметов формируется на сетчатне глаза по
тонами света, пришедшими от этих предметов. Пришедший свет является отра
женным или излученным поверхностями онружающих предметов. Если нено
торое тело полностью поглощает падающий на него свет, то оно называется 

абсоJiютно черным телом. Если тело полностью пропуснает падающий на него 
свет, то оно называется абсолютно прозрачным телом. Реальные предметы не
ноторую часть падающего света поглощают, превращая его в тепло, неноторую 

часть света пропуснают и неноторую часть -отражают. Будем считать, что для 
моделируемых объектов доля излученного и поглощенного света незначительна 
по сравнению с долей пропущенного и отраженного света. 

Поглощенная часть, пропущенная часть и отраженная часть падающего света 
зависят от дJIИны его волны. Цвет предмета зависит и от длины волны падаю
щего света и от областей спентра, ноторые поверхность предмета отражает в 
большей степени. В этом параграфе мы не будем останавливаться на цвете тел, 
а рассмотрим :Взаимодействие тел с потоном света неноторой длины волны. Све
товой потон мы будем харантеризовать uнтенсuвностью света - плотностью 
потона энергии световой волны. 

Тоновое изображение зависит от положения точки наблюдения, положения 
источнинов света относительно геометричесной модели и от оптичесних свойств 

ее поверхностей. Поверхность объента частично поглощает падающий свет, ча
стично - пропуснает, а частично - отражает. При моделировании отражен
ного света его условно делят на две части: дuффузно отраженный и зерка.л.ьно 
отраженный. Это деление связано с занонами, по ноторым описывается напра
вление лучей отраженного света. Соответственно поверхностям приписываются 
свойства диффузного и зернального отражения. Если большую часть отражен
ного поверхностью света .можно описать заноном диффузного отражения, то 
поверхность называют матовой, если же большую часть отраженного поверхно
стью света можно описать заноном зернального отражения, то ее называют зер

кальной. Объенты, поверхности ноторых способны пропуснать большую часть 



9.8. Моделирование света 459 

падающего на них света вглубь, называют прозршчны.ми. Пропущенный через 
поверхность свет та:кже условно делят на две части: диффузно пропущенный 
и направ.п,енно пропущенный. Направленно пропущенный свет претерпевает 
преломление. Пропущенный свет может быть отражен от других поверхностей. 

Падающий на поверхность свет можно условно разделить на направ.п,енный 
и рассе.янный. Направленным является свет солнца или некоторого другого то
чечного источника. Рассеянный свет возникает в результате дифракции некото
рого направленного света на мелких оптических неоднородностях окружающей 

среды (например, воздуха) из-за флуктуации плотности (небольших отклонений 
плотности от ее среднего значения в пределах малых объемов). Рассеянный 
свет характеризуется равномерным распределением его интенсивности по всем 

направлениям. В отсутствие рассеянного света предметы выглядят контраст
ными. Так выглядят предметы, помещенные в темную комнату и освещенные 
направленным на них прожектором. При отсутствии воздуха части предметов, 
находящиеся в тени, могут быть совсем не видны. В большинстве реальных 
ситуаций рассеянный свет присутствует. 

Приходящий в точку наблюдения свет разделим на четыре составляющие 
части: 

• рассе.янный свет, 
• диффузно отраженный свет, 
• зерка.п,ьно отраженный свет, 

" • пропущенныи свет. 
РассеЯНJIЬIЙ свеж. Рассеянный свет, как и направленный, подвержен диф

фузному и зеркальному отражению, но в силу одинаковой интенсивности во 
всех направлениях в точку наблюдения от каждой точки поверхности приходит 
одинаковое количество рассеянного света. Обозначим через Ia интенсивность 
рассеянного света. При наличии только рассеянного света в точку наблюдения 
от каждой точки объекта независимо от ориентации в ней поверхности придет 
свет интенсивности 

(9.8.1) 

где ka - коэффициент, определяющий отраженную долю рассеянного света. 

Диффузно отраженный свет. Матовая поверхность большую часть падаю
щего света отражает диффузно. Для диффузного отражения справедлив закон 
косинусов Ламберта, устанавливающий соответствие между количеством отра
женного света и косинусом угла О между направлением на точечный ис~точник 
света интенсивности Ip и нормалью к поверхности. Интенсивность дJффузно 
отраженного света определяется формулой 

~(9.8.2) 

где kd - коэффициент диффузного отражения, зависящий от материала по
верхности. Количество диффузно отраженного света не зависит от положения 
наблюдателя. Матовые поверхности отражают одинаковое количество световой 
энергии во всех направлениях, но это количество пропорционально cos О. 

ЗерваJIЬНО отраженный свет. Зеркальные поверхности отражают свет нео
динаково по разным направлениям. Вследствие этого на гладких криволиней
ных поверхностях можно наблюдать световой блик. От зеркальной поверхности 
большая часть падающего света отражается в направлении, угол с нормалью ко
торого равен углу падения и лежащем в одной плоскости с падающим светом 
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и нормалью в точ:ке падения. Это направление называется направлением от
раженного света (рис. 9.8.1). При от:клонении на не:который угол а от этого 
направления интенсивность отраженного света рез:ко уменьшается. Изменение 
интенсивности зер:кально отраженного света о:коло направления отраженного 

света Фонг предложил описывать фун:кцией cosn а, где п может зависеть от 
свойств поверхности и лежит в диапазоне от 1 до 200. 

Направление 
падающего света 

m 
Направление 

отраженного света 

К точке наблюдения 

Рис. 9.8.1. Зернальное отражение света 

Количество отраженного света зависит та:кже и от угла падения (]. При моде
лировании света зависимость отраженного света от угла падения заменяют :кон

стантой f ( 8) = k8 , :которую выбирают опытным путем та:к, чтобы результаты 
были приемлемы с эстетической точ:ки зрения. Если интенсивность источника 
света равна Ip, то интенсивность зер:кально отраженного света определим фор
мулой Фонга 

18 = kslp cosn а, (9.8.3) 

где ks будем называть :коэффициентом зер:кального отражения, а п будем назы
вать ноэффициен'.rом блесна. Чем больше п, тем ярче и уже световой бли:к. 

Пропущенный свет. Если отображаемый объе:кт является прозрачным, то от 
точ:ки его понерхности в точ:ку наблюдения придет не толь:ко отраженный свет, 
но и свет, пропущенный поверхностью из глубины объе:кта. Пропущенный по
верхностью свет может прийти в результате отражения от другой поверхности 

или от источни:ка света через прозрачный объе:кт. В обоих случаях свет пойдет 
через вещество и будет им частично поглощен. Интенсивность света при про
хождении через вещество убывает по э:кспоненциальному за:кону и описывается 
за:коном Бугера 

(9.8.4) 

где lt - интенсивность света на входе в поглощающее вещество, l - прой
денное расстояние, µ - :коэффициент поглощения света данным веществом. 
При l = 1/ µ интенсивность пропущенного света уменьшается в е раз. Это 
равенство можно рассматривать, :как определение :коэффициента поглощения. 
Интенсивность lt является одной из составляющих частей падающего света. 
Поверхность :как граница двух сред характеризуется ноэф фициентом отражения 
k = k8 + kd и коэффициентом пропускания kt· Если пренебречь поглощением 
света, то интенсивность отраженного и пропущенного света в сумме должны 

давать интенсивность падающего света 

(9.8.5) 

:Как было упомянуто выше, пропущенный свет условно делRт на диффузно про
пущенный и направленно пропущенный. Для простоты будем считать, что доля 
диффузно пропущенного света мала по сравнению с долей направленно пропу
щенного света, и опустим из рассмотрениR диффузно пропущенный свет. На-
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правленно пропущеннъ1й свет претерпевает преломление на поверхности раздела 
двух сред. Преломленный луч лежит в одной плос:кости с падающим лучом и 
нормалью в точ:ке падения (рис. 9.8.2). 

Направление 
падающего света 

n' 

m 
Направление 

преломленного света 

К точке наблюдения 

Направление 
отраженного света 

Рис. 9.8.2. Преломление света 

Его направление составляет угол()' с нормалью и описывается за:коном пре
ломления 

. () ' . (}' по Slll = n Slll , (9.8.6) 

где no - поиазатель преломления среды со стороны падающего света, n' -
по:казатель преломления среды с другой стороны поверхности раздела. Для 
интенсивности направленно пропущенного света примем заион изменения от 

направления аналогичный заиону (9.8.3) для направленно отраженного света 

(9.8.7) 

где {3 - угол от:клонения направления пропущенного света от направленця в 
точ:ку наблюдения. 

Пришедший :к наблюдателю пропущенный свет проходит четное число гра
ниц сред и претерпевает столь:ко же раз преломление. 

Интенсивность наблюдаемоrо света. Реальные поверхности обладают свой
ствами и диффузного и зериального отражения, а таи.же могут быть частично 
прозрачными. В реальных ситуациях присутствует и направленный и рассеян
ный свет. Рассмотрим вычисление интенсивности света, пришедшего в то точ:ку 
наблюдения, от непрозрачной поверхности. Она определится суммой трех со
ставляющих 

(9.8.8) 

Результаты закрас:ки, полученные с помощью формулы (9.8.8), обладают боль
шой реалистичностью, но они имеют существенный недостатоR. Если две плос
иие поверхности одного цвета параллельны друг другу и их прое:кции пере:кры

ваются, то поверхности будут за:крашены одина:ково и их изображения сольются 
независимо от их расстояния до точ:ки наблюде'ния. Для устранения этого эф
фе:кта интенсивность пришедшего от поверхности света будем считать зависи
мой от расстояния и запишем формулу вьtчисления интенсивности света в виде 

kala п 
I == l k ( ) + lp(kd cos (} + ks cos а), + r r - ro 

{9.8.9) 
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где r - расстояние от тОЧRи наблюдения до точни поверхности, ro - расстояние 
от тОЧRи наблюдения до ближайшей точни объента, kr - ноэффициент влия
ния удаленности точни объента на интенсивность пришедшего от нее света. 
При kr = О мы получим формулу (9.8.8). Интенсивность света от ближайшей 
точни танже будет совпадать с (9.8.8). Расстояние ro введено из-за того, что 
для параллельных проенций точна наблюдения находится на беснонечности. 
Для центральных проенций можно положить ro = О, тогда при удалении всего 
объента от точни наблюдения будет наблюдаться уменьшение его ярности. 

Формулу (9.8.9) стоит рассматривать нан эмпиричесную формулу, приемле
мую с эстетичесной точни зрения и достаточно простую. В неноторых случаях 
вместо этой формулы используется формула 

1 
_ k 

1 
l kd сов() + ks cosn а 

- а а + Р 1 + kr(r - ro) ' 

Она танже позволяет получать достаточно реалистичные изображения. 

Направление 
падающего света 

m 
Направление преломленного 

света 

К точке наблюдения 

Направление 
отраженного света 

Направление падающего 
пропущенного света 

Рис. 9.8.3 

(9.8.10) 

Рассмотрим вычисление интенсивности света, пришедшего в точну наблюде
ния, от прозрачного объента, поназанноrо на рис. 9.8.3. Для построения реали
стичесних изображений интенсивность пришедшего от неноторой точни объента 
света опишем формулой 

I = 
1 

kk(Ia ) + lp(kd сов(}+ k, cosn а)+ Iykt cosn {J = + r r - ro 

-
1 

kk(Ia ) + lp(kd сов(}+ ks cosn а)+ Iokt2e-µ1 cosn {J. (9.8.11) + r r - ro 

Последнее слагаемое получено следующим образом. После прохождения лучом 
света интенсивности Io первой поверхности интенсивность пропущенного света 
равна ktlo, по достижении второй поверхности его интенсивность будет равна 
Ip' = ktloe-µl и, нанонец, после прохождения второй поверхности его интенсив-
ность станет равной kt2 I 0e-µ1• Свет интенсивности 10 может прийти от другого 
источнина или может являться направленно отраженной частью света интен
сивности Ip, но отраженной от неноторой другой поверхности. 
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При наличии неснольних источнинов света наждый из них даст свой внлад 
в интенсивность пришедшего в точну наблюдения света. Для неснольних ис
точнинов света, с интенсивностью наждого lpi, формула (9.8.9) примет вид 

kala ~ n 
l = l k ( _ ) + L; IPi (kd cos Oi + ks cos ai)· (9.8.12) + r r ro . 

1 

Аналогичным образом изменится формула (9.8.11) вычисления интенсивности 
света, пришедшего от прозрачной поверхности. Она примет вид 

[ = kk(Ia ) + L Ip, (kd сов ei + k, cosn щ) + L lpj'kt cosn f31, (9.8.13) 
1 + r r - ro . . 

i 3 

где lpj' - интенсивность j-го пропущенного луча света (пронинающего с другой 
стороны поверхности). 

Торрэнс и Спэрроу создали теоретичесни обоснованную модель отражающей 
поверхности. В этой модели предполагается, что поверхность представляет со-
бой совонупность минроснопичесних идеально отражающих плосностей. Ориен
тация граней задается фувнцией распределения вероятностей Гаусса. Свойства 
минроснопичесних плосностей и их ориентация относительно направления па

дающего света определяют распределение интенсивности отраженного света по 

различным направлениям. Модель Торрэнса и Спэрроу хорошо согласуется с 
опытами, но является более сложной, чем рассмотренная выше модель. 

9.9. Описание цвета 

Свет и его восприятие человеном представляют собой сложные явления, ното
рые изучены пона не полностью. Из энспериментальных исследований известно, 
что свет с длиной волны из определенной части спентра воспринимаются глазом 
в виде света, определенного цвета. Воспринимаемый цвет зависит от источнина 
света, от свойств поверхности объента и от зрительной системы человена. Тан, 

Рис. 9.9.1 

если объент освещен Rрасным светом, а его поверхность отражает тольно синий 
свет, то объент будет назаться черным. Зависимость воспринимаемой глазом 
интенсивности света от зрительной системы человена поназана на рис. 9.9.1. 

Ярность нруглых областей внутри двух нвадратов одинанова, но нруг на све
тлом фоне нажется более темным, чем таной же нруг на темном фоне. Это явле
ние называется одновременным контрастом. Подобное явление существует 



464 Гл. 9. Компьютерная графика 

и при восприятии цветных изображений. В зависимости от цвета и ярности 
ОRружения цветные области могут иметь разный оттенон (Rазаться меняющими 
цвет). Кроме того, границы областей постоянной интенсивности Rажутся более 
ярними, чем центральная часть областей. Это явление называется эффектом 
nо.лос Маха. 

Для получения цветных изображений используется представление света в 
виде трех Rомпонент. Это представление основано на физиологичесRой трех
ко.мnоиеитиой теории цвета, в соответствии с ноторой в сетчатне rлаза 
имеется три типа нолбочен и пин чувствительности наждоrо из этих типов при
ходится либо на нрасный, либо на зеленый, либо на синий цвета. Чувстви
тельность глаза не одинанова R разным цветам: наибольшая она для зеленого 
цвета, наименьшая для синего цвета. Кроме того, глаз воспринимает не 
абсолютное значение интенсивности того или иного цвета, а ее относительное 
значение. Следовательно, линейное распределение уровней интенсивности при
ходящего света в зрительной системе человеRа становится логарифмичеси.им. 
Все СRазанное поRазывает, что в результате моделирования иногда можно полу
чить не ту цветовую гамму, и.оторая ожидалась. 

Интенсивность падающего света будем представлять в виде Rрасной, зеле
ной и синей Rомпоненты. Положим, что в белом цвете все три Rомпоненты 
имеют равные интенсивности (хотя области нрасного, зеленого и синего цвета 
видимой части спентра не являются равными). Таная цветовая модель явля
ется аддитивной системой смешивания цветов и называется RGB моделью (Red, 
Green, Blue). Перечисленные цвета являются основными цветами данной мо
дели. Соответствующими дополнительными цветами являются бирюзовый 
( Cyan), розовый (Magenta) и желтый ( Yellow). Если основной цвет сложить в 
равной пропорции с его дополнительным цветом, то получим белый цвет. ТаRим 
образом, бирюзовый цвет можно представить в виде суммы зеленого и синего 
цветов, розовый цвет можно представить в виде суммы синего и Rpacнoro цве

тов, желтый цвет можно представить в виде суммы и.расноrо и зеленоrо цветов. 

Остальные оттенни получаются в виде смешения основных цветов в различных 
(неравных) пропорциях. Эта модель не единственная, но она наиболее рас
пространена, тан наR представJrение света в виде взвешенной суммы Rрасного, 

зеленого и синего цветов соrласуется с эRспериментальными данными и легRо 

реализуема. 

В соответс+вии с RGB моделью интенсивность падающего и отраженного 
объеRтом света должна быть представлена в виде суммы интенсивностей Rрас

ного, зеленого и синего цветов 

I = IR + Ic + 18 • (9.9.1) 

Интенсивность наждого цвета определяется по одной из приведенных формул, 
в Rоторой Rаждая цветовая Rомпонента описывается своими ноэффициентами, 
например, 

lн = kaR l а ( п ) 1 1 n 

k ( ) 
+ lp kdR cos() + ksн сов а + р ktR cos {3, 

1 + т r - ro 

Ic :;:::: kacla ( (} k n ) 1 1 n а 
1 k ( ) 

+ Ip kdc cos + sG cos а + р kta cos ,__,, + r r - ro 
(9.9.2) 

18 = 
1 

ka(Ia ) + lp(kdв cos{i + ksв cosn а)+ I/ktв cosn {З. + kr r - ro 
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Значения интенсивностей должны быть нормированы при r = r 0 • Варьируя 
направлением падающего света и значениями коэффициентов диффузного <УI'
ражения, зеркального отражения и пропус:нания для разных :номпонент света, 

можно подобрать желаемое изображение объе:нта. Если источни:нов света не
с:нольно, то наждый из них должен быть учтен в формулах (9.9.2) соответствую
щими слагаемыми. 

Существуют другие физиологические теории зрения, например, теория до
полнительных цветов, а та:нже другие цветовые модели, например, модель СМУ, 
где основными цветами являются бирюзовый, розовый и желтый, а красный, 
зеленый и синий цвета являются дополнительными. Та:ная модель явлнетсн 
субтрантивной системой смешивания основных цветов. 

9.10. Формирование реаJIИстичесвих изображений 

Реалистичес:ное растровое изображение геометрического объекта формиру
ется путем определения цвета и яр:ности его точе:н при не:ноторой модели света. 

Для ускорения этого процесса используется триангуляц:Ия поверхностей объ
е:нта. В результате задача сводится н занрас:не триангуляционной сет:ни объе:нта 
(аппроксимирующих треугольников). 

В большинстве случаев выполняется построчное с:нанирование изображения. 
Для определения отражающей свет точни объе:нта выполняется пересечение его 
триангуляционной сет:ни со с:нанирующей линией визирования. Эта линия стро
ится из точни изображения перпендикулярно проекционной плоскости (на:н для 
параллельной проекции, тан и для центральной проекции). Поисн точен пе
ресечения линии и треугольников упрощается, если его выполнять в местной 

системе координат, связанной с проекционной плос:ностью. Для этого перед 
сканированием аппроксимирующие rеометричесний объент треугольники пере
водятся в местную систему координат. :Координаты вершин треугольников пре
образуются по формуле (9.2.3). Компоненты ве:нторов нормалей преобразуются 
по формуле 

Xm 

Ym 
Zm 

1 

Х1 Х2 Х3 0 
У1 У2 Уз О 
Zl Z2 Z3 0 
о о о 1 

m1 
m2 
mз 

1 

m1 

=Ао· 
m2 
mз 

(9.10.1) 

1 

где m1, m2, mз - :номпоненты нормали в глобальной системе координат, Xm, 

Ym, Zm компоненты нормали в местной системе координат проекционной 
плоскости. Первые три строни матрицы Ао образованы компонентами ортов 
ix, iy, iz местной системы координат. При построении перспективного изобра
жения триангуляционная сетна подвергается дополнительному преобразованию: 
:ноординаты х и у точен треугольников заменяются, соответственно, ноордина

та~и Хр и Ур, вычисленными по формулам (9.3.5 ), а :ноордината z остается без 
изменений. Аналогичным образом уточним и нормали m в вершинах треуголь
ни:нов: они должны быть повернуты на угол 

'Т/ arccos (- (rl; _:v~·I iz) (9.10.2) 

во:нруг вектора 

(r - w) х iz 
v=-------

l(r-w)xizl' 
(9.lQ.3) 



466 Гл. 9. Компьютерная графика 

rде w - радиус-вентор точни наблюдения, r радиус-вентор точни поверхности, в 
которой вычислена нормаль, iz - нормаль н проенционной плоскости. Поворот 
вектора m описывается формулой 

mp = (vv) · m + cos 11(Е - vv)m + sin '1/ v х m. (9.10.4) 

Сканирующая линия визирования ортогональна проенционной плоскости и в 
местной системе координат поиск ее пересечения с триангуляционной сеткой 
сводится к определению треуrольника, в проенции нотороrо лежит проекция 

точки. Последняя задача является двухмерной, что уменьшает объем вычисле
ний. Для уменьшения количества просмотров проекции треуrольников можно 
сгруппировать по отдельным областям. 

На практине используются три основных способа занрасни: однотонна.я, 
основанная на интерnо.л..яции зна'Чений интенсивности (метод Гуро) и осно
ванная на интерпод.яции нормалей (метод Фанга). Для каждой из них мо
жет применяться лю()ая модель света. Тоновое изображение при любом способе 
закраски формируется ОдИНаRовым образом: для каждой точни изображения 
определяется точна объекта (или неснольно точек, если объект прозрачен), от 
которой приходит отраженный свет, и по интенсивности света и по оптиче
ским свойствам отражающей поверхности определяются цвет точки изображе
ния. Цвет вычисляется по интенсивностям цветовых компонент модели света. 

Одвотоввая аавраека. При однотонной закраске для каждоrо треуrольника 
вычисляется уровень интенсивности отраженного света, который используется 

для закраски всеrо треугольника. При этом 
для простоты полаrается, что 8 и а явля
ются постоянными в пределах своеrо тре

угольнина. Фактически получается, что 
триангуляционная сетка является реальной 
моделируемой поверхностью, а не аппрок
симацией последней. Однотонная закрасна 
дает граненое изображение нривых поверх
ностей (рис. 9.10.1). 

Рис. 9.10.1. Однотонная закрасна Интенсивность отраженного света при 
переходе от одноrо треуrольнина R друrому 

меняется скачком. Различие в цвете соседних треуrольников хорошо заметно 
вследствие полос Маха. 

Межод Гуро. Способ занраски, основанный на интерполяции в пределах ка
ждоrо треуrольнина значений интенсивности, был ·предложен Гуро. В методе 
Гуро по значениям нормалей в вершинах каждоrо треугольнина определяются 
интенсивности отраженноrо света в его уrлах. По интенсивности света Ia, lь 
и Ic в вершинах. а, Ь и с некотороrо треугольника интенсивность отраженного 
света от любой ero внутренней точни определяется формулой 

I(a, Ь, с) = ala + Ыь + clc, (9.10.5) 

rде а, Ь, с - барицентрические координаты произвольной точни треуrольника 
на параметричесной плоскости, ноторые вычисляются по формулам (3.11.4). Ме
тод Гуро хотя и сrлаживает перепады интенсивности на rраницах треуrольни
ков, но не позволяет их полностью устранить. Методом Гуро трудно получить 
четкие блики, особенно, если они небольших размеров. 
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Метод Фонrа. Метод за:крас:ки, предложенный Фангом, основан на интер
поляции в пределах :каждого треугольни:ка значений нормалей :к поверхности. 
В :каждой вершине треуrольника Pi ( Ui, Vi) должна быть вычислена нормаль 
IDi( ui, vi) :к поверхности отображаемого объе:кта. Нормали в вершинах имеют 
свое истинное направление, а в пределах :каждого треугольни:ка принимается: 

линейный за:кон их изменения: от вершины :к вершине. Пусть в вершинах 
Ра(иа, V4 }, Рь(иь, vь}, Рс(ис, Vc} не:которого треуrольни:ка нормали равны 
ma(ua, v4 ), mь(иь, vь), mc(ttc, Vc}, тогда нормали на поверхности треугольни:ка 
припишем направление ве:ктора 

m(a, Ь, с)= am4 + Ьmь + cmc, (9.10.6) . 
где а, Ь, с - барицентричес:кие :координаты произвольной точ:ки р = [и v]т 
треугольни:ка на параметричес:кой плос:кости, :которые вычисляются: по форму
лам (3.11.4). Несмотря: на то, что ве:кторы ma, mь, mc нормированы, ве:к
тор m(a, Ь, с}, в общем случае, не имеет еди
ничной длины и ero следует нормировать. На 
рис. 9.10.2 приведен треуrольни:к и нормали в 
его вершинах. 

Значение радиус-ве:ктора точ:ки треуrольни" 
:ка определяется формулой 

р(а, Ь, с) = ара + Ьрь +ере. (9.10. 7) 

Барицентричес:кие :координаты а, Ь и с связаны 

Рис. 9.10.2. Направление нор
малей треуrольнива 

равенством (3.11.2) и в пределах треугольни:ка принимают неотрицательные 
значения:. Если хотя бы одна из барицентричес:ких :координат отрицательна, то 
это означает, что точна лежит за пределами треугольни:ка. При апnро:ксимации 
(9.10.6) нормали плавно меняют свое направление при переходе от одного тр& 
уrольни:ка :к друrому, поэтому на тоновых изображениях поверхность выrлядит 

Рис. 9.10.3. Заврасва методом Фовrа 

глад:кой. Метод Фонrа полностью устраняет полосы Маха, одна:ко, значительно 
увеличивает объем вычислений. На рис. 9.10.3 приведено изображение детали, 
полученное методом Фонrа. 

ДетаШ13ация повер:хиостей. Не все поверхности обладают достаточной глад
:костью, например, поверхность апельсина. Не:которые поверхности имеют ри
суно:к, например, поверхность деревянных досо:к. 

Для создания регулярных неровностей на поверхностях в методе за:крас:ки 
Фонга могут использоваться регулярные от:клонения нормали. Для создания 
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нерегулярных неровностей могут использоваться случайные отRлонения нор
мали. На рис. 9.10.4 и 9.10.5 приведены тела, нормалям поверхностей Rоторых 
сообщены случайные отнлонения. На рис. 9.10.4 случайные отRлонения нор
мали от исходноrо положения достигают 10°, а на рис. 9.10.5 эти отнлонения 
достигают 60°. 

Рис. 9.10.4. Неровности на поверхности тора Рис. 9.10.5. Неровности на поверхности сферы 

На поверхность моделируемого объента может быть нанесен рисуноR, подоб
ный рисунRу на стенных обоях. РисуноR выполняется цветом, описываемым на 
параметричесRой плосRости поверхности. Описание может быть аналитичесRИМ 
или может быть выполнено путем наложения неRотороrо рисунRа на плосRость 
параметров поверхности. РисуноR в свою очередь может быть растровым изо
бражением. Растровый рисуноR будем рассматривать RaR набор цветных точеR 
на целочисленной плосRости. Для нанесения рисунRа на поверхность остается 
устаиовить фунRциональную зависимость между целочисленной плосRостью и 
плосRостью параметров поверхности. Детализация поверхности выполняется 
методом Фонrа. 

Тени. В рассмотренных способах заRрасRи мы считали, что на точRи по
верхности падает рассеянный свет интенсивности Ia и направленный свет 

Рис. 9.10.6. Объекты и их тени 

интенсивности источнина Ip. Это всегда справедливо, иогда тоЧRа наблюде
ния совпадает с положением источниRа света. В общем случае неRоторая часть 
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поверхности объента будет занрыта от источнина, т. е. будет находиться в тени. 
Алгоритм определения затенения точен аналогичен алгоритму определения ви
димости точен. Если точна поверхности «видна>) из точни источни:ка света, то 
она освещена. Те точни поверхности объента, ноторые видны из точни наблю
дения и из источнина, освещены рассеяннъ1м и направленным светом. Точни 
поверхности объекта, ноторые видны из точ:ки наблюдения, но не видны из ис
точнина света, находятся в тени и освещены тольно рассеянным светом. Это 
же справедливо и для нес:коль:ких источни:ков света. Естественно, что при по
строении теней объем вычислений увеличивается. На рис. 9.10.6 приведено 
изображение объе:ктов с тенями. 

Четние тени дают точечные источнини света. При освещении объента рас
пределенными источнинами света возни:кают области полутеней. Полутени воз
ни:кают в тех точнах объента, из ноторых видна тольно часть распределенного 
источнина. 

Прозрачяоеть. Для прозрачных моделей в точну наблюдения приходит свет, 
отраженный не тольно от ближайшей поверхности, но и от других поверхно
стей, :которые видны с:квозь нее. Если не учитывать преломление света, то в 
точ:ку наблюдения придет свет от всех треугольнинов, с ноторыми пересекается 

линия визирования. На рис. 9.10.7 и 9.10.8 приведены изображения одного 

Рис. 9.10. 7. Непрозрачный объект Рис. 9.10.8. Прозрачный объект 

и того же объента с различной прозрачностью материала. Материал объе:кта, 
приведенного на рис. 9.10.7, непрозрачный. Материал объе:кта, приведенного 
на рис. 9.10.8, отражает 40% падающего света, а пропуснает 60% (преломление 
света не учитывалось). 

При моделировании преломления света линия визирования для заслоненных 

треугольнинов должна быть смещена. Интенсивность света, пришедшего от на
ждой поверхности, будет ослаблена из-за поглощения света веществом. Чтобы 
определить, нание из световых лучей попадают в точну зрения, используют ме

тод трассиров:ки лучей. 
Трассирование начинается из точки наблюдения, и лучи света отслежива

ются в обратном направлении :к каждому источниву света. Луч света, падающий 
на поверхность, разделяется на неснольно основных частей: диффузно пропу
щенный свет, пропущенный преломленный свет, диффузно отраженный свет и 
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зеркально отраженный свет. Аналогично луч света, исходящий от поверхности 
объекта, является суммой двух отраженных составляющих света и двух соста
вляющих света, пришедших из-за поверхности. Таким образом, каждый раз, 
когда трассируемый из точки наблюдения луч подходит к поверхности отобража
емого объекта, возможно поямение нескольких новых лучей, т. е. трассируемый 
луч расщепляется на несколько составляющих. Диффузно отраженный свет и 
диффузно пропущенный свет могут прийти в общем случае из бесконечного чи
сла направлений, поэтому обычно трассируют только лучи света, появляющиеся 
в результате зеркалъного отражения и преломления. В результате, при под
ходе трассируемого луча к поверхности прозрачного объекта он расщепляется 
на две части. Рассеянный свет и диффузно отраженный свет можно получить 
от ближайшей к точке наблюдения поверхности. Для каждого трассируемого 
луча нужно получить его пересечение со всеми поверхностями объекта. В точ
ках пересечения по свойствам поверхности определяется, нужно ли расщеплять 
световой луч. 

:Как можно видеть, построение реалистических изображений геометриче· 
ских моделей требует больших вычислительных затрат. Геометрическое мо
делирование имеет огромные возможности. Через компьютерную графику оно 
позволяет увидеть и исследовать то, что раньше могло существовать только в 

воображении. 

Вместо аавmочеиия 

Мы рассмотрели моделирование геометрических свойств окружающих нас 
и воображаемых объектов, связанные с моделированием математические про
блемы и методы их решения. Чтобы создать систему моделирования, нужно 
обесriечитъ взаимодействие с создаваемой геометрической моделъю. Это при
звана обеспечить внутренняя организация модели и ее окружения - редактор 
системы. Проблема организации внутренней жизни геометрической модели и 
взаимодействия с ней человека представляет собой отдельную задачу, способы 
решения которой тесно связаны с программированием. 

Программная реализация рассмотренных в книге математических проблем 
составляет математическое ядро системы моделирования. В объектном подходе 
к созданию математического ядра точии, кривые линии, поверхности, тела, 

топологические объекты, операции, вариационные связи, геометрические ха
рактеристики, .полигоны, триангуляции и другие объекты реализуются в виде 
классов. . 

Геометрическое моделирование позволяет существенно сократить время и 
материальные затраты на производство проектируемых объектов и повысить 
их качество. Геометрическое моделирование автоматизирует труд дизайнеров, 
:констру:кторов, архитекторов, технологов, позволяет им уйти от рутины и со

средоточиться на творчестве. 
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